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Tilastollinen paattely

3. Piste-estimointi

3.1. Johdanto

Estimaattori, Estimaatti, Estimointi, Havainto, Havaintopiste, Otos, Otostunnusluku, Parametri,
Piste-estimointi, Pistetodennakodisyysfunktio, Riippumattomuus, Tiheysfunktio

3.2. Estimointimenetelmat

Asymptoottinen normaalisuus, Bernoulli-jakauma, Bijektio, Zz-jakauma, Estimaattori, Estimaatti,
Estimointi, Harhattomuus, Havainto, Havaintopiste, Logaritminen uskottavuusfunktio, Maksimointi,
Momenttiestimaattori, Momenttimenetelma, Normaalijakauma, Normaalisuus, Otos, Otostunnus-
luku, Parametri, Pistetodennakaoisyysfunktio, Riippumattomuus, Suurimman uskottavuuden
estimaattori, Suurimman uskottavuuden menetelma, Tarkentuvuus, Tehokkuus, Tiheysfunktio,
t-jakauma, Tyhjentavyys, Uskottavuusfunktio, Yhteisjakauma

3.3. Estimaattoreiden ominaisuudet

Asymptoottinen normaalisuus, Cramérin ja Raon alaraja, Cramérin ja Raon epayhtalo,
Estimaattori, Estimaatti, Estimointi, Fisher-informaatio, Harha, Harhattomuus, Havainto,
Havaintopiste, Informaatio, Keskinelidvirhe, Logaritminen uskottavuusfunktio, Maksimointi,
Minimivarianssisuus, Normaalijakauma, Normaalisuus, Otos, Otostunnusluku, Parametri,

Paras harhaton estimaattori, Pistetodennakdisyysfunktio, Raon ja Blackwellin teoreema,
Riippumattomuus, Schwarzin epayhtald, Suurimman uskottavuuden estimaattori, Suurimman
uskottavuuden menetelma, Tarkentuvuus, Tehokkuus, Tiheysfunktio, Tyhjentavyys, Uskottavuus-
funktio, Yhteisjakauma
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3.1. Johdanto

Piste-estimointi
Olkoon
S(x;0)

satunnaismuuttujan X pistetodenndkéisyys- tai tiheysfunktio, joka riippuu tuntemattomasta
parametrista 6. Haluamme miérita parametrille @ mahdollisimman hyvén estimaatin eli arvion
jakaumasta f(x;0) poimitun otoksen (so. havaintojen) perusteella. Kutsumme tété tehtavaa

estimoinniksi.
Olkoon
X, X2, ..., X,

(vksinkertainen) satunnaisotos satunnaismuuttujan X jakaumasta, jonka pistetodenndkoisyys- tai
tiheysfunktio f(x;0) riippuu parametrista 6. Talloin havainnot X;, X, ... , X, ovat riippumattomia,
identtisesti jakautuneita satunnaismuuttujia, joilla on sama pistetodenndikoisyys- tai tiheysfunktio

Sx;0):
X, X, X, L
X, ~f(x0),i=12,...,n

Olkoon
X=WX,X, ..., X))

satunnaismuuttujien (havaintojen) Xj, X, ... , X;, muodostama n-vektori.

Olkoot satunnaismuuttujien X;, X, ... , X, havaitut arvot
X1y X2y eve s Xp

Merkitdan tata:
Xi=x, X=X, ... , X, =X,

Satunnaismuuttujien X, Xa, ... , X, havaitut arvot x;, x,, ... , x, madrddvit havaintopisteen
X = (X1, X2, ..., Xp)

Kutsumme satunnaismuuttujien Xy, X, ... , X, (mitallista) funktiota
w=wX)=Ww(X,,X,,...,X,)

(piste-) estimaattoriksi. Timé merkitsee sitd, ettd estimaattori on otostunnusluku (ks. luku 1).

Jos satunnaismuuttujien Xj, X3, ... , X, havaitut arvot ovat xi, x, ... , X, , niin estimaattori
w=wX)=Ww(X,,X,,...,X,)

saa havaituksi arvokseen w funktion W(-) arvon havaintopisteessd x = (xj, X2, ... , X,):
w=W(x)=W(x,x,,...,X,)

Kutsumme estimaattorin W havaintoarvoista xi, x, ... , X, méérittyd arvoa w estimaatiksi.
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Huomautus:

Koska haluamme kéyttda estimaattoria W parametrin 6 arvojen estimointiin, tuntuisi
luonnolliselta sisdllyttdd estimaattorin maaritelmédn vaatimus, ettd estimaattorin pitdd jollakin
tavalla liittyd estimoitavaan parametriin. On kuitenkin osoittautunut, ettd tillaista vaatimusta
el pidé liittdd estimaattorin méaritelmaén.

3.2. Estimointimenetelmat

Johdanto
Miten todenndkdisyysjakauman parametreille 10ydetidan estimaattorit?

Tarkastelemme tissé kappaleessa kahta estimointimenetelmdd: momenttimenetelmii ja
suurimman uskottavuuden menetelméaa.

Momenttimenetelma

Satunnaisotos

Olkoon
X, X ..., Xy

satunnaisotos jakaumasta, jonka pistetodenndkoisyys- tai tiheysfunktio
fx;61, 6, ..., 0,)

riippuu parametreista
6,6, ...,0,

Talloin havainnot X, X3, ... , X, ovat riippumattomia, identtisesti jakautuneita satunnaismuuttujia,
joilla on sama pistetodenndikoisyys- tai tiheysfunktio f(x;0, 0, ..., 0,):

X, X, X, L
X, ~ f(x:6,,0,,....0,),i=12,....,n
Momenttiestimaattori
Oletetaan, ettd jakaumalla f(x; 0, 6-, ... , 8,) on kaikki (origo-) momentit kertalukuun p saakka:

E(Xk):ak k=12,....p

Oletetaan, ettdi momenttien a;, o , ... , &, ja parametrien 6y, 6, ..., 0, vililld on jatkuva bijektio eli
kédntden yksikisitteinen kuvaus:

a, =g6,0,,...,0,)

" @, =2,(6,,6,,....6))

a,=g,00,0,...,0,)
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Télloin parametrit 6y, 0, ... , 6, voidaan esittdd momenttien oy, @ , ... , @, funktioina:

0, =h(a,,,...,a,)
0, =h(a,a,,...,a,)

)
0,=h,(a,a,,....,a,)

Estimoidaan momentit a1, ¢ , ..., o, vastaavilla otosmomenteilla:
|
a,=—> X/, k=12,..,p
n g

Sijoittamalla estimaattorit a;, a» , ... , a, momenttien o, a2 , ... , o, paikalle yhtdloihin (2), saadaan
parametrien 6, 6, ... , 6, momenttiestimaattorit eli MM-estimaattorit

él :hl(alaaZV--’ap)

~

0, =h(a,a,,...,a,)

A~

HP :hp(al,az,...,ap)

Monet todennékdisyysjakaumat on parametroitu jakauman (origo-) momenteilla tai keskus-
momenteilla:

(1)  Jos jakauma on parametroitu jakauman (origo-) momenteilla, ko. parametrien momentti-
estimaattoreita ovat vastaavat otosorigomomentit.

(i) Jos jakauma on parametroitu jakauman keskusmomenteilla, ko. parametrien momentti-
estimaattoreita ovat vastaavat otoskeskusmomentit.

Momenttiestimaattorin ominaisuudet

Hyva estimaattori on harhaton, tyhjentdivd, tehokas ja tarkentuva (ks. lukua 2, kappaletta 3.3 tdssd
luvussa ja lukua 7). MM-estimaattori ei vélttdmattd taytd yhtdkdan hyvén estimaattorin kriteereistd,
joten momenttimenetelméad kaytettdessd on aina erikseen varmistettava tuloksena saadun
estimaattorin hyvyys.

Esimerkki 2.1: Normaalijakauman parametrien momenttiestimointi
Satunnaismuuttuja X noudattaa normaalijakaumaa parametrein
u=E(X)
o = Var(X) = E[(X - u)’]
jos sen tiheysfunktio on muotoa

1

2
(o}

f(xu,0%)=Qro7)""? exp{— 5 (x— u)z}
—o<u<+0,0>0,-0<x<+0

Parametri 1 on normaalijakauman odotusarvo ja parametri o> on normaalijakauman
varianssi.
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Oletetaan, ettd havainnot
X, X2, .o, Xa

muodostavat satunnaisotoksen normaalijakaumasta N(u,o”). Tallsin
X, X,,....X, L
X, ~ N(u,6%),i=1,2,....n

Parametrien u ja o> MM-estimaattorit ovat havaintojen X), X3, ... , X, aritmeettinen
keskiarvo
_ 1
X==>X,
n o

ja otosvarianssi
G’ =lzn:()(i -X)*
nio
Perustelu:
Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa normaalijakaumaa parametrein u ja o
X ~N(u,0%)
Jakauman parametrien ja satunnaismuuttujan origomomenttien vélilld on seuraava bijektio:
(i)  Parametrit u jac” lausuttuina 1. ja 2. origomomentin funktioina:
u=EX)=q
{62 =Var(X)=E[(X —p)’]=E(X*)-p’ =0, -]
(ii) 1.ja 2. origomomentti lausuttuina parametrien ujac funktioina:
{al =E(X)=pu
a,=B(X*)=c’+u’
Olkoon X1, X, ... , X, satunnaisotos normaalijakaumasta N(u,dz).
Havaintojen Xj, X, ..., X, 1. ja 2. otosorigomomentti saadaan kaavoilla
a, :%iXi" k=12
i=1

Siten normaalijakauman N(u,o°) parametrien u ja o> MM-estimaattorit ovat

R 1 &
H=q :ZZXI‘
Py

n n 2 n
62=a2—af=12Xf‘(lZij - (X - Xy
n i nig n i

Huomaa, etti 4 on havaintojen aritmeettinen keskiarvo ja ¢* on havaintojen
2. otoskeskusmomentti eli havaintojen otosvarianssi, jossa nelidsumman >(X, — X)’
jakajana on kaytetty havaintojen lukuméaaréa n.
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Estimaattoreiden ominaisuudet: ks. esimerkkia 2.2.

Suurimman uskottavuuden menetelma

Satunnaisotos
Olkoon
X1, X, ..., Xy
satunnaisotos satunnaismuuttujan X jakaumasta, jonka pistetodenndikoisyys- tai tiheysfunktio
f(x;0) riippuu parametrista 6. Télloin havainnot X, Xa, ... , X, ovat rilppumattomia, identtisesti
Jjakautuneita satunnaismuuttujia, joilla on sama pistetodenndkéisyys- tai tiheysfunktio f(x;0):
X, X,,..,X, L
X, ~f(x;0),i=12,...,n
Uskottavuusfunktio
Koska havainnot Xj, X>, ..., X, on oletettu riippumattomiksi, niin otoksen

X=(X,X,,....X,)
yvhteisjakauman pistetodenndikoisyys- tai tiheysfunktiolla on tulomuotoinen esitys
S %55000,%,30) = f(x30) f(x,30) - f(x,30)
jossa
f(x;0),i=12,...,n
on yksittdiseen havaintoon X;, i =1, 2, ..., n liittyva pistetodenndkdisyys- tai tiheysfunktio.
Otoksen X, X>, ..., X, uskottavuusfunktio
L(O;x,,%,,...,x,) = f(X,X,,...,x,;0)

on havaintojen X1, Xy, ... , X, yhteisjakauman pistetodenndkoisyys- tai tiheysfunktion f arvo
pisteessd

X1, X2, oov s Xp

tulkittuna parametrin 0 arvojen funktioksi. Uskottavuusfunktio L siséltid kaiken (stokastisen)
informaation otoksesta.

Suurimman uskottavuuden estimaattori
Olkoon
t=g(x,x%,,...,X,)
parametrin 6 arvo, joka maksimoi otoksen X\, X, ... , X, uskottavuusfunktion

L(O;x,,x,,...,x,)

parametrin 6 suhteen. Huomaa, ettd uskottavuusfunktion L maksimin antava parametrin 6 arvo ¢ on
muuttujien (havaintoarvojen) xi, Xz, ... , X, funktio.
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Sijoittamalla uskottavuusfunktion L maksimin parametrin 6 suhteen antavassa lausekkeessa
t=1(x,%,,...,X,)

muuttujien
X1y X2y oev s Xy

paikalle satunnaismuuttujat (havainnot)
X, X2, .o, Xo

saadaan parametrin 6 suurimman uskottavuuden estimaattori eli SU-estimaattori

0=g(X,X,,....X,)

Parametrin 6 suurimman uskottavuuden estimaattori 0 tuottaa parametrille 0 arvon, joka maksimoi
poimitun otoksen eli saatujen havaintoarvojen uskottavuuden (todenndkoisyyden). Siten suurimman
uskottavuuden estimaattorin otoskohtainen arvo maksimoi uskottavuuden (todenndkoisyyden) saada
Jjuuri se otos, joka on saatu.

Suurimman uskottavuuden estimointimenetelmédd sovellettaessa oletetaan implisiittisesti, ettéd
uskottavuusperiaate pitee (ks. luku 2).

Suurimman uskottavuuden estimaattorin miiriaiminen
Parametrin 6 suurimman uskottavuuden estimaattori mééritaan etsimdlld uskottavuusfunktion

L(O;x,,x,,...,x,)

(globaali) maksimi parametrin 6 suhteen.

Tavallisesti uskottavuusfunktio on parametrin 6 funktiona niin sddnnéllinen, ettd sen ddriarvot
voidaan 10ytaa derivoimalla: Jos uskottavuusfunktiolla on maksimi jossakin parametriavaruuden
sisdpisteessd, se 10ydetdin kaikissa tavanomaisissa tilanteissa merkitseméilld uskottavuusfunktion
1. derivaatta L'(0) nollaksi ja ratkaisemalla 0 saadusta normaaliyhtdlostd

L'0)=0

Olkoon 6 jokin normaaliyhtdlon ratkaisu. Piste 0 vastaa uskottavuusfunktion (lokaalia) maksimia,
jos uskottavuusfunktion 2. derivaatta L"(6) on negatiivinen:

L"(0)<0

Uskottavuusfunktion kdyttdytyminen parametriavaruuden reunalla on tarkistettava erikseen, koska
on mahdollista, ettd uskottavuusfunktio saavuttaa maksiminsa parametriavaruuden reunalla
pisteessd, jossa

L'0)+#0
Logaritminen uskottavuusfunktio

Uskottavuusfunktion maksimi voidaan etsid maksimoimalla uskottavuusfunktion sijasta
logaritminen uskottavuusfunktio (uskottavuusfunktion logaritmi)

[(0;x,,x,,...,x,)=1og L(0;x,,X,,...,X,)
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parametrin 6 suhteen. Tama johtuu siitd, ettd logaritmifunktio on aidosti monotoninen, jolloin
uskottavuusfunktio ja sen logaritmi saavuttavat ddriarvonsa samoissa pisteissa.

Koska havainnot Xi, X>, ..., X, on oletettu riippumattomiksi, logaritminen uskottavuusfunktio
voidaan kirjoittaa seuraavaan muotoon:

[(0)=1og L(0)
=log(f(x,50)f(x,:0)- f(x,0))
=log f(x, ;0)+log £ (x,;0) +--+log f(x, ; 0)
=1(0;x)+1(0;x,)+--+1(0;x,)
Téassa
1(Bx;)) =log f(x;0) ,i=1,2,...,n
on havaintoarvoon x; liittyvé logaritminen uskottavuusfunktio.
Suurimman uskottavuuden estimaattorin ominaisuudet

Hyva estimaattori on harhaton, tyhjentdivd, tehokas ja tarkentuva (ks. lukua 2, kappaletta 3.3 téssd
luvussa ja lukua 7). SU-estimaattori ei valttamattd tdytd yhtdkaan hyvin estimaattorin kriteereistd,
joten suurimman uskottavuuden menetelmié kéytettédessé on aina erikseen varmistettava tuloksena
saadun estimaattorin hyvyys.

Jos parametrin 8 SU-estimaattori ei tdyti hyvdin estimaattorin kriteereitd (ks. kappaletta 3.3)
ddrellisilld havaintojen lukumddrilld, SU-estimaattorin kéyttdd parametrin 6 estimaattorina voidaan
kuitenkin usein perustella silld, ettd SU-estimaattorilla on hyvin yleisesti #yvdit asymptoottiset
ominaisuudet (ks. asymptoottista teoriaa koskevaa 7. lukua).

Voidaan osoittaa, ettd hyvin yleisin ehdoin pétee:
(1)  SU-estimaattori 0 on tarkentuva eli
Pr(d - 0)=1,kun n — + oo

(11)  SU-estimaattori 0 on asymptoottisesti normaalinen.

SU-estimaattorin farkentuvuus merkitsee sitd, ettd SU-estimaattori toteuttaa suurten lukujen lain.
Suurten lukujen lain mukaan SU-estimaattorin arvo ldhestyy (melkein varmasti) parametrin oikeata
arvoa, kun otoskoko kasvaa.

SU-estimaattorin asymptoottinen normaalisuus merkitsee sitd, ettd SU-estimaattori toteuttaa
keskeisen raja-arvolauseen. Keskeisen raja-arvolauseen mukaan SU-estimaattorin jakaumaa
voidaan suurissa otoksissa approksimoida normaalijakaumalla.

Suurimman uskottavuuden estimaattori vs momenttiestimaattori

Monissa alkeellisissa tilanteissa suurimman uskottavuuden menetelméilld ja momenttimenetelméllé
saadaan samat estimaattorit. Yleisesti tdmd ei kuitenkaan ole totta.

Nykyaikaisessa tilastotieteessd SU-menetelmd on hyvin pitkdlti syrjdyttinyt momenttimenetelmdn
estimaattoreiden johtamisen menetelménd. Tdma johtuu siitd, ettd SU-menetelmélld on momentti-
menetelmid vankempi teoreettinen perusta: Uskottavuusperiaate (ks. luku 2) tukee voimakkaasti
uskottavuusfunktioon perustuvan menetelman kéyttdmistd estimaattoreiden johtamiseen. Liséksi
SU-estimaattoreilla on Ayvdt asymptoottiset ominaisuudet (ks. tarkemmin lukua 7).

@ llkka Mellin (2010) 9/29



Mat-1.3621 Tilastollinen paattely 3. Piste-estimointi

EsimerkKki 2.2: Normaalijakauman parametrien suurimman uskottavuuden estimointi
Satunnaismuuttuja X noudattaa normaalijakaumaa parametrein
u=E(X)
o” = Var(X) = E[(X - p)’]
jos sen tiheysfunktio on muotoa

2;2 (x—u)z}

—o< pu<+0,0>0,—0<x <400

f(x;,u, 0-2) = (27'[0'_2)_1/2 exp|:_

Parametri u on normaalijakauman odotusarvo ja parametri ¢~ on normaalijakauman
varianssi.

Oletetaan, ettd havainnot
X, X0, .o, Xa

muodostavat satunnaisotoksen normaalijakaumasta N(u,o'%). Talldin
X, X, X, L
X, ~N(u,6%),i=12,...,n

Parametrien i ja o? SU-estimaattorit ovat havaintojen X1, X, ... , X, aritmeettinen
keskiarvo

Xi

i=1

X=

S | =

ja otosvarianssi
A2 1 X v\2
== > (X,-X)
nig

Perustelu:
Olkoon Xi, X, ... , X, satunnaisotos normaalijakaumasta N(u,02).
Otoksen X1, X, ... , X, uskottavuusfunktio on

L(u,az;xl,xz, cees X))

= f(x; 1,0°) f(xys 1,0°) - f(x,5 14,07)

=o-”(zn>2”exp{— 1 i(x,-—u)z}

207 <

Otoksen X, Xa, ... , X, logaritminen uskottavuusfunktio on

l(u,cz;xl,xz,... ,X,)
=log L(1,07;%,, Xy, ... ,X,)

n 1 1 &
=——logo?——nlog(27)— X, —u)?
5 logo” ——nlog(27) 202;(1 1)
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Derivoidaan logaritminen uskottavuusfunktio /(i,0%) parametrin u suhteen ja merkitisn
derivaatta nollaksi:

ol(u,0°) 1 &
» = ;(xl 1)

Derivaatan ainoa nollakohta
n

X, =X
i=1

L=

I |-

antaa log-uskottavuusfunktion maksimin parametrin u suhteen.

Sijoitetaan ratkaisu logaritmiseen uskottavuusfunktioon /(u,02):

I(%,07%) = —gloga2 —%n log(27) — 2;2 3 (x, - %)
i=1

Derivoidaan funktio /(X,0?) parametrin o suhteen ja merkitéin derivaatta nollaksi:

ol(u,c%) n I 3 _
oo’ :_202+204Z(xi_x):0

Derivaatan ainoa nollakohta
A2 1 X —\2
6" =— Z (x, —x)
n o

antaa log-uskottavuusfunktion maksimin parametrin o suhteen.

Y1l4 esitetystd seuraa, ettd normaalijakauman N(z, o) parametrien u ja o? SU-estimaattorit
ovat

G’ =12(X,.—)_()2
nig

Siten normaalijakauman N(u, o) parametrien u ja o> SU-estimaattorit yhtyvit niiden
momenttiestimaattoreihin

Voidaan osoittaa, etti normaalijakauman N(u,o%) odotusarvon 1 SU-estimaattorilla X on
seuraavat ominaisuudet (ks. lukuja 2, 3 ja 7 seké kappaletta 3.3):

(i) X on harhaton.

(ii) X ja 6% ovat yhdessi tyhjentdivii parametreille uja o
(iiiy X on tehokas eli minimivarianssinen estimaattori.

(iv) X on tarkentuva.

(v) X noudattaa normaalijakaumaa:
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2
)_(NN(/J,G—j
n

Voidaan osoittaa, ettd normaalijakauman N(u,o) varianssin o SU-estimaattorilla 6 on
seuraavat ominaisuudet (ks. lukuja 2, 3 ja 7 seké kappaletta 3.3):

(i)  &7? on harhainen, mutta estimaattori

I = no.
s :E;(Xi -X) =E62
on harhaton.
(ii) X ja 6% ovat yhdessi tyhjentdvid parametreille uja o
(iii) &7 ei ole tehokas eli minimivarianssinen estimaattori.
(iv) &7 on tarkentuva.
(v) (n—1)s* /o noudattaa ;(z-jakaumaa vapausastein (n—1):
2
D -

Lisdksi voidaan osoittaa, ettd X ja &° ovat riippumattomia ja etti (ks. lukua 1)

X—p

s/n

t=

~t(n—1)

Suurimman uskottavuuden estimaattori voidaan usein johtaa usein vetoamalla suurimman
uskottavuuden estimaattorin invarianssiominaisuuteen. Sen mukaan parametrin funktioiden
suurimman uskottavuuden estimaattorit saadaan soveltamalla ko. funktioita ko. parametrin
suurimman uskottavuuden estimaattoriin.

Ennen SU-estimaattorin invarianssiominaisuutta koskevan lauseen todistamista maarittelemme ns.
indusoidun uskottavuusfunktion: Olkoon

n=1(6)
jokin parametrin 6 funktio. T#ll6in indusoitu uskottavuusfunktio L saadaan kaavasta
(1) L'(n;x)= sup L(6;x)

{0]r(6)=n}

Olkoon 7 paramerin 7 arvo, joka maksimoi indusoidun uskottavuusfunktion L. T#lloin
estimaattoria 77 kutsutaan parametrin 7 = 7(6) suurimman uskottavuuden estimaattoriksi.

Madritelmasti (1) ndhddén suoraan, ettd uskottavuusfunktiolla L ja indusoidulla uskottavuus-
funktiolla L™ on sama maksimi.

Lause:

Olkoon 6 parametrin 6 suurimman uskottavuuden estimaattori. Talloin T(é) on parametrin
7(6) suurimman uskottavuuden estimaattori kaikille funktioille ().
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Todistus:

Olkoon 1 paramerin 7 arvo, joka maksimoi indusoidun uskottavuusfunktion
L'(17;%)
Lause tulee todistetuksi, jos osoitamme, ettd

L'(n;x)=sup sup L(6;x)

n {0lz(0)=n}

Koska uskottavuusfunktiolla L ja indusoidulla uskottavuusfunktiolla L* on sama maksimi,

niin
L'(;x)=sup sup L(6;x) | funktion ' madritelma
N {07(0)=n}
=sup L(0;x)
7]
= L(é; X) | estimaattorin 0 midritelma

jossa toinen = -merkki seuraa siitd, ettd iteroitu maksimointi yhtyy maksimointiin parametrin
0 suhteen. Edelleen

L(é; X)= sup L(6;x) | 0 on SU-estimaattori
{01(6)=r(0)}
= sup L(0;x)
0
= L' (7(0);x) | funktion L* mééritelma

Siten
L'(f;x) = L' (z(9); )

ja r(é) on parametrin 7(6) SU-estimaattori.

3.3. Estimaattoreiden ominaisuudet

Johdanto

Tassd kappaleessa tarkastellaan estimaattoreiden hyvyysominaisuuksia.

Keskineliovirhe

Olkoon W parametrin 6 estimaattori. Estimaattorin ¥ keskineliovirhe (engl. Mean Squared Error)
on

MSE(W) =E,[(W —6)’]
On helppo ndhdé, etté
MSE(W) = Var, (W) +[Bias,(W)]’

jossa
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Var,(W)=E,[(W -E,(W))’]
on estimaattorin W varianssi ja
Bias,(W)=E,(W)—-0

on estimaattorin / harha.

Perustelu:
MSE(W) =E,[(W —0)*]

=E,[(W —E,(W)+E,(W)-0)]

=E,[(W —E, (7))’ 1+ 2E,[(W —E,(W))(E, (W)~ 0)]+[E, (W) - 0T

= E,[(W —E,(W))*]+[E, (W) 0T

= Var, (W) +[Bias, (W)]’

|

Harhattomuus

Olkoon W parametrin 6 estimaattori. Estimaattorin /" harha (Bias) on
Bias,(W)=E,(W)-0
Estimaattori #/ on harhaton parametrille 6, jos
Bias,(W)=0
jolloin
E,W)=0
ja
MSEW) = Var, (W)

Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin harhattomuus

Olkoon X, X, ... , X, satunnaisotos jakaumasta, jonka odotusarvo on i ja varianssi on .
Mairitellddn havaintojen X, Xo, ... , X, aritmeettinen keskiarvo kaavalla
— 1
X==>X,
n i

ja otosvarianssi kaavalla
s :LZ(XI, - X)*
n—173

Aritmeettinen keskiarvo X ja otosvarianssi s* ovat parametrien u ja o> harhattomat estimaattorit
(ks. lukua 1):

E(X)=u

E(s’)=0"
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Jos X1, X, ..., X, on satunnaisotos normaalijakaumasta N(,u,az), ylla todetusta seuraa, etté
varianssin o suurimman uskottavuuden estimaattori (tai momenttiestimaattori)

1 & = n—1
A2 E 2 2
n izl( l ) n

on harhainen, mutta harha hdvidd, jos otoskoon n annetaan kasvaa rajatta.

Tama ndhdaidn seuraavalla tavalla: Koska

G’ :(l—ljsz
n

E(GAZ):(l—le(sz):(l—lja2 -0’
n n

niin

jos n — oo. Siten normaalijakauman varianssin o suurimman uskottavuuden estimaattori (tai
momenttiestimaattori) on asymptoottisesti harhaton.

Paras harhaton estimaattori

Saattaisi tuntua houkuttelevalta pitdé vaihtoehtoisista estimaattoreista parhaana sité, jonka keski-
nelidvirhe on pienin.

Keskineliovirhettd ei voida kuitenkaan sellaisenaan kayttda parhaan estimaattorin valintaan. Tésté
antaa esimerkin seuraava tilanne: Olkoon 6 parametrin 6 estimaattori, jolla on vakioarvo a:

A~

O=a
Jos parametrin 6 todellinen arvo sattuisi olemaan a, niin
MSE(9) =0

mutta muulloin estimaattori 6 =a on tietysti muuten tiysin kayttokelvoton.

Ongelma on siind, ettd kaikkien estimaattoreiden luokka on liian laaja jrkevien vertailujen
tekemiseen. Sen sijaan, jos tarkasteltavien estimaattoreiden luokkaa rajataan sopivasti, saatetaan
ko. luokasta loytdd paras estimaattori.

Olkoot W, ja W, kaksi parametrin 6 harhatonta estimaattoria. Talloin

E(W)=E(W,) =6

ja estimaattoreiden W, ja W, vertailuun voidaan kdyttad niiden varianssia: Estimaattori /¥, on
parempi kuin estimaattori W3, jos

Var(W,) < Var(W,)
Sanomme usein, ettd estimaattori /) on télldin tehokkaampi kuin estimaattori 1.
Itse asiassa pétee seuraava: Olkoon W parametrin 0 estimaattori, jolle

E,(W*)=1(0) =0
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Tarkastellaan estimaattoreiden luokkaa

C. =W|E,(W)=1(0);

Olkoot

W, Wy e C,
Talloin

Bias, (W,) = Bias,(W,)
ja

MSE(,) - MSE(#,) = Var, (W;) ~ Var, (,)
joten estimaattoreiden keskinelidvirhevertailut voidaan /uokassa C, perustaa estimaattoreiden
variansseihin.
Estimaattori " on parametrin 7(6) paras harhaton estimaattori, jos
E,(W")=7(0)
kaikille 6ja
Var,(W") < Var,(W)
kaikille estimaattoreille W, jotka toteuttavat ehdon
E,(W)=1(0)
Parasta harhatonta estimaattoria kutsutaan usein tasaisesti parhaaksi minimivarianssiseksi

harhattomaksi estimaattoriksi (UMVUE, eng/. Uniform Minimum Variance Unbiased Estimator)
tai (tdys-) tehokkaaksi estimaattoriksi.

Jos kaikkien harhattomien estimaattoreiden varianssille voidaan 16yti4 teoreettinen alaraja ja
estimaattorin W varianssi saavuttaa ko. alarajan, tiedetéén, ettd W on paras harhaton estimaattori eli
tehokas estimaattori.

Harhattomien estimaattoreiden varianssien teoreettista alarajaa — ns. Cramérin ja Raon alarajaa —
tarkastellaan seuraavassa kappaleessa.

Tehokkuus

Tarkastelemme tissd todenndkoisyysjakauman parametrin estimaattorin varianssin teoreettista ala-
rajaa. Todistettavat lauseet on muotoiltu padasiassa jatkuville jakaumille, mutta ne pétevét sopivasti
modifioituina my0s diskreeteille jakaumille.

Muotoilemme ja todistamme ennen timén kappaleen péatuloksen eli Cramérin ja Raon epdyhtdlon
muotoilemista ja todistamista sen todistamisessa tarvittavan Schwarzin epdyhtdlon.

Schwarzin epiyhtilo:
Olkoot satunnaismuuttujien X ja Y odotusarvot, varianssit ja kovarianssit
E(X) = Hy
E(Y) = uy,
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Var(X) =E[(X - p,)’]=D*(X) =0},
Var(Y) =E[(Y - gt,"]=D*(Y) = 0}
Cov(X,Y) = E[(X =, )Y — 1ty )] = Oy
Talloin
[Cov(X,Y)]* < Var(X) Var(Y)
ja lisdksi yhtdsuuruus pitee, jos ja vain jos on olemassa vakiot a ja b siten, ettd
Pr(Y=a+bX)=1
Todistus:
Tarkastellaan funktiota
h(t) = E[((X = )+ (Y = 11,))°]
Helposti ndhdéin, etti
h(t) = E[((X — )t + (¥ — 11,))°]
=B[(X — )" 1" +2E[(X =, )(¥ = p )]t +E[(Y = p1,)]
=o,t’+20,,t+0,

Funktio A(7) on muuttujan ¢ funktiona ylospdin aukeava paraabeli. Koska h(¢) on ei-
negatiivisen satunnaismuuttujan odotusarvo, niin

h(t) >0
kaikille ¢. Siten yhtalolla
h(t)=0
voi olla korkeintaan yksi reaalijuuri, joten yhtilon diskriminantin D on oltava ei-positiivinen:
D=(20,) 40,0, <0
eli
(cy) <00,
Yhtélolla
h(t)=0
on yksi reaalijuuri, jos yhtdlon diskriminantilla D on arvo nolla:

D=(26,) —40,0, =0

Koska

(X =)+ (Y = p1,)) 20
niin

h(t) = BI((X = )t +(Y = 1)1 =0
jos ja vain jos
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Pr([(X — e )t + (Y = p1y)J =0) =1

eli

Pr(Y=a+bX)=1
jossa

b=-t

a=pyl+ iy

ja t on yhtélon A(¢) = 0 juuri. Tdma juuri on
_ Cov(X,Y)

oy
Liséksi tdstd ndhddén, ettd vakiolla b ja satunnaismuuttujien X ja Y kovarianssilla on sama
merkki.

Huomaa, ettd Schwarzin epdyhtéldstd saadaan sivutuotteena satunnaismuuttujien X ja Y Pearsonin
(tulomomentti-) korrelaatiokerrointa
o = Cov(X,Y) oy
" D)D) o0y

koskeva epayhtélo
1< p,, <+1
Muotoillaan ja todistetaan seuraavaksi timén kappaleen paatulos:
Lause: Cramérin ja Raon epayht:ilo
Olkoon
X1, X, ..., Xy
satunnaisotos, jonka yhteisjakauman tiheysfunktio on f(x;6) ja olkoon

wXxX)y=wXx,,X,,....,X,)

parametrin 6 estimaattori, jolle

d G ,

5 Bl (01= [ — [ (x)f (x:0)Jdx
ja

Var, [V (X)] <
Talloin

[CfeEg[W(xn}
Var, [V (X)] 2 5
a .
E, ﬂa@logmx,e))} j
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Todistus:
Sovelletaan todistuksessa Schwarzin epayhtéaloa
[Cov(X,Y)]* < Var(X) Var(Y)
Epédyhtilostd seuraa satunnaismuuttujan X varianssille alaraja

[Cov(X,Y)T

Var(X) > Var(t)

Cramérin ja Raon epdyhtdlon todistus perustuu tdhdn epayhtéloon ja valintaan
X =w(X)

_9 .
Y =—5log(/(X;0))

Todetaan ensin, ettd

d o .
g BV (X)]= LW(X)_%f(x,H)}dx

o
%f(Xﬁ)
L f(x:0)
0
[ (X;0)

=E, W(X)ae—
f(X;0)

_E, W(X)%log(f(X;G))}

f(x;0)dx

=jlW(x)
(1) _

Sijoittamalla tdhin

w(X)=1
saadaan yhtélo
0 d d
2 E,| —1 X;0)) |=—E,[1]=—1=0
(2) 6[89 0g(f( ))} 40 ol1] 70

Yhdistdmaélld yhtdlot (1) ja (2) ndemme, ettd
Cov, (W(X),%log(f(X;H))j

=E, [W(X) % log(f(X; 9))} —E, [W(X)]E, [% log(f(X; 9))}

3) )
_E, {W(X)% 1og(f(X;0))}
d
= % E,[W(X)]
ja liséksi
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Var, % log(/(X: 0»)
4 —E [ilogmx-e))}z —(E [ilog(f(X'H))}
“11 60 ’ ’1 00 ’

0 T
=E, ([Elog(f (Xﬁ))} ]

Soveltamalla Schwarzin epdayhtdldad ja kaavoja (3) ja (4) saadaan haluttu tulos:

2

d 2
[d@ Ee[W(X)]}

E, ([jelog(f(x;e))} ]

Var, [W(X)] 2

Seuraus:

Jos edellisen lauseen oletukset pétevét, mutta liséksi estimaattori W(X) on harhaton
parametrille 6, niin

1

E, {[azlog(f(x; 0))} j

Var, [V (X)] >

Todistus:

Tulos seuraa suoraan Cramérin ja Raon epdyhtélon yleisestd muodosta, koska estimaattori
W(X) on harhaton parametrille 6, jos

E,[W(X)]=0

ja tilloin
d d
—E, [W(X)]|=—70=1
70 o[V (X)] 20

Lause: Cramérin ja Raon epiyhtiilo riippumattomille havainnoille
Olkoot havainnot
X1, Xy, o, Xy

rilppumattomia ja samaa jakaumaa noudattavia satunnaismuuttujia. Jos lisdksi Cramérin ja
Raon epdyhtilon yleistd muotoa koskevan lauseen oletukset pétevit, niin

[j@Ee[Wm]}
Var, [W(X)] 2

nE, Haaelog(f()(; 0))} ]
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jossa f{x;0) on satunnaismuuttujien Xi, Xa, ... , X, yhteinen pistetodenndkdisyys- tai
tiheysfunktio.

Todistus:

Lause tulee todistetuksi, jos ndytimme, ettéd

E, ([%bg(f(x;@))} ]: nE, H%log(f(X;Q))} j
E [ilo (]”(X'é’))}2
|| 20 g ;

=E, EIOg(,Hf(X”‘”H J

~E, i%leg(f(xi;e» J

L i=1

n a . 2
& EG ([% log(f(XwH))_ J

+> E, ({—IOg(f (X; 9))}[—102%(]” (X 9))D

i#]

n a ) 2
- & EG {[% IOg(f(Xl,H)):| ]

Viimeinen muoto seuraa siitd, ettd satunnaismuuttujien Xi, X, ... , X, rilppumattomuuden
takia

Nyt

E, ([%1og(f(Xl-;0))}%@0(&;0»})

_g |2 . 9 .
=E, [60 10g(f(X,-,9))}E9 [89 10g(f(X,«,9))}
=0-0=0

Koska satunnaismuuttujat Xj, X>, ... , X,, ovat samoin jakautuneita voimme kirjoittaa

ZE {[— log(f(X,ﬁ))} ]: nE, ﬁ%mg(ﬂx;e»} ]
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Seuraus:

Jos edellisen lauseen oletukset pétevét, mutta liséksi estimaattori W(X) on harhaton
parametrille 6, niin

1

nE, ﬂa‘i)log(f(x;e))} j

Var, [V (X)] =

Todistus:

Tulos seuraa suoraan Cramérin ja Raon epdyhtéldstd riippumattomille havainnoille, koska
estimaattori W(X) on harhaton parametrille 6, jos

E,[W(X)]=6
ja tilldin
d d
—E,[W(X 0=1
10 o[V (X)] = 20
[
Apulause:

Jos tiheysfunktio f(x;0) toteuttaa ehdon
j 7 f(x Q)dx—— j F(x:0)dx

niin

0 ol lo_g 2 .
E, ([Elog(f()(ﬁ))} ]— E, {692 1Og(f(Xﬁ))}

Todistus:

Léhdetdin litkkeelle todistettavan yhtdlon vasemmasta puolesta:

E { aa log( /(X 6))}

88—022 log(f (x; 6’))} S (x;0)dx

AN P
(f( 9>Hﬂ )

pat B)f(x;é’)—[zf'(x;é’)]z} Fx:0)dx
[/ (x:0)]

= [ f"(x:0)dx - | B ((xg))} £(x:0)dx

I
R —
1

Il
N'—.

Il
R —
I
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Viite seuraa téstd yhtdlostd, koska

vy e - O N
!;f (x,H)dx—w;[f(x,H)dx—Wl—O
ja
ACTIN
/ { f(x;e)} T

. j [%log(f(x;e»} 1 (x:0)dx
=E [i lo (f(x@))}2
=Ly 20 g ;

Voidaan osoittaa, ettd ns. eksponenttiperheeseen kuuluvat (jatkuvat) jakaumat toteuttavat
apulauseen sdédnnollisyysehdon.

Huomautus:

Suuri osa tilastotieteen tavanomaisista jakaumista kuuluu eksponenttiperheeseen.

Tallaisia ovat esimerkiksi sellaiset diskreetit jakaumat kuten Bernoulli-jakauma, binomi-
jakauma, geometrinen jakauma, negatiivinen binomijakauma ja Poisson-jakauma seka
sellaiset jatkuvat jakaumat kuten eksponenttijakauma, normaalijakauma, gamma-jakauma,
¥’-jakauma ja beta-jakauma.

Seuraava lause antaa vdlttamdttomdn ja riittdvin ehdon sille, ettd harhaton estimaattori saavuttaa
Cramérin ja Raon lauseen alarajan.

Lause:
Olkoon
X17X27 7Xn

satunnaisotos satunnaismuuttujan X jakaumasta, jonka pistetodenndkoisyys- tai tiheysfunktio
f(x;0) riippuu parametrista 6. Olkoon

LO;x)=]] f(x:6)
i=1
otoksen Xj, Xy, ... , X, uskottavuusfunktio. Olkoon
wX)=w(X,,X,,...,X,)

harhaton estimaattori parametrin 6 funktiolle 7 0). Téll6in estimaattori W(X) saavuttaa
Cramérin ja Raon alarajan, jos ja vain jos on olemassa funktio a(6) siten, etti

%log L(0;x) = a(O)[W (x)—1(0)]
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Todistus:
Esitetddn Cramérin ja Raon epdyhtdilo Schwarzin epdyhtdlon mukaisessa muodossa.

Koska havainnot on téssé oletettu riippumattomiksi ja samaa jakaumaa noudattaviksi
satunnaismuuttujiksi, niin saamme epayhtalon

Cov, (W(X),%log [ll[ f(X; Q)D < Var,[W (X)] Var, (%log [li[ f(X[;Q)D

i=1

Koska W on oletettu harhattomaksi parametrille 6, niin
E,(W)=1(0)

Lisdksi Cramérin ja Raon epdyhtdlon todistuksen kaavasta (2) seuraa, ettd

“(gawa{ o))

Kayttdmalla hyvéksi edelld esitettyd Schwarzin epayhtdlon todistusta, ndemme, ettd ylla
esitetyssd epdyhtilossé vallitsee yhtdsuuruus, jos termi

W(x)-7(0)
on (todennikoisyydelléd 1) suhteessa termiin

Elog(n f(X,,Q)J

i=1

Tyhjentavyys ja harhattomuus

Seuraava lause antaa menetelmén, jolla on mahdollista parantaa sellaisia harhattomia
estimaattoreita, jotka eivdt ole (tdys-) tehokkaita eli parhaita Cramérin ja Raon epdyhtdilom
mielessd.

Raon ja Blackwellin teoreema:

Olkoon W harhaton estimaattori parametrin 6 funktiolle 7(6) ja olkoon T tyhjentdiivi
tunnusluku parametrille 6. Miaritelldén tunnusluku

¢(T)=EW[T)
Télloin

Ey[¢(T)]=17(0)
ja

Var, [¢(T)] < Var,(W)

kaikille @ eli (T) on tasaisesti estimaattoria W parempi harhaton estimaattori parametrin 0
funktiolle 7(6).
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Todistus:

Todetaan ensin, ettd (olettaen, ettd ko. odotusarvot ovat olemassa)

(1 E(X) =E[E(X [Y)]
ja
(2) Var(X) = Var[E(X | Y)]+E[Var(X | Y)]

Yhtélostd (1) seuraa, ettd
T(0) =E,(W)=E,[EW |T)]=Ey[¢(T)]

joten (T) on harhaton parametrin 6 funktiolle 7(6).
Soveltamalla yhtilo4 (2) saadaan arvio
Var,(W) = Var,[EW |T)]+E,[Var(W | T)]
= Var,[¢(T)]+E, [Var(W | T)]
> Var, [¢(T)] | Var(W |T) =0
Siten (7)) on tasaisesti parempi kuin W.
Nyt on vield ndytettiva, ettd ¢(7T) on estimaattori eli ettd
$(T)=E(W |T)
on otoksen funktio, joka ei rijpu parametrista 6. Tima seuraa siitd, ettd /¥ on otoksen funktio,

joka ei riipu parametrista 0 ja siitd, ettd 7 on tyhjentdvé parametrille 6, jolloin satunnais-
muuttujan W ehdollinen jakauma ehdolla T ei riipu parametrista 6.

Siten olemme néyttineet, ettd ¢ 7) on tasaisesti estimaattoria W parempi harhaton
estimaattori parametrin 6 funktiolle 7(6).

Raon ja Blackwellin teoreemasta seuraa, ettd ehdollistamalla mielivaltainen harhaton estimaattori
jonkin tyhjentdvdn tunnusluvun suhteen saadaan alkuperdisti estimaattoria tasaisesti parempi
estimaattori. Timi merkitsee sité, ettd parasta harhatonta estimaattoria etsittdessa riittda
tarkastella tyhjentdvien tunnuslukujen funktioita.

Tarkastellaan seuraavaa ongelmaa: Olkoon ¢ harhaton parametrin 6 funktiolle 7(0) eli, ettd
Ey[¢]=7(0)

Oletetaan lisdksi, ettd ¢ perustuu tyhjentéviédn tunnuslukuun 7. Miten saamme selville onko ¢ paras
harhaton estimaattori?

Jos estimaattorin ¢ varianssi saavuttaa Cramérin ja Raon alarajan, tiedimme, ettd ¢ on paras
harhaton estimaattori. Entd jos ndin ei tapahdu? Esimerkiksi, jos ¢" on toinen harhaton estimaattori
parametrin 6 funktiolle 7(6), niin miten

E(¢"|T)

suhtautuu estimaattoriin ¢ ?
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Osittaisen ratkaisun tdhén ongelmaan antaa seuraava lause:
Lause:

Jos W on paras harhaton estimaattori parametrin 6 funktiolle (), niin W on yksikdsitteinen.
Todistus:

Olkoon W paras harhaton estimaattori parametrin 6 funktiolle 7(6) ja olkoon W’ jokin toinen
paras harhaton estimaattori parametrin 6 funktiolle ().

Tarkastellaan estimaattoria
W= 1 W +w"
2
Estimaattori " on selviisti harhaton parametrin 6 funktiolle o 6):
* 1 12 1
E, (W)= E[E“’ (W)+E, (W] = 5[7(9) +7(0)]=7(0)

Schwarzin epdyhtdldstd ja siitd, ettd
Var, (W)= Var,(W')
seuraa epayhtdlo
Var,(W") = Var, (l W+ 1 W'j
2 2
1 1 w1 ,
= ZVarg W)+ ZVarG(W )+ ECovg w.,w"

< %Vare W)+ %Varg W'+ %[Varg (W) Var, W")]"*
= Var,(W)

Jos tdmi epdyhtild on aito, niin W ei voi olla paras harhaton estimaattori. Schwarzin
epdyhtdldstd seuraa, etté tissi epayhtilossid vallitsee yhtdsuuruus vain, jos on olemassa
sellaiset funktiot a(6) ja b(0), ettd (todennédkoisyydelld 1)

W'=a(0)+bO)W
Siten kovarianssin yleisistd ominaisuuksista seuraa, ettd
Cov,(W,W'")=Cov,(W,a(0)+b(OW)
=Cov,(W,b(OW)
=b(0)Cov, (W, W)
=b(0) Var,(W)
Koska ylla esitetysséd epayhtdlossé vallitsee yhtasuuruus, niin valttimétta
b(0)=1
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Liséksi, koska
EW')=a(@)+EW)=1(0)=EW)
niin valttamatta
a(@)=0
Koska h(0) =1 ja a(0) =0, niin
w=w

ja W on yksikésitteinen.

Tarkastellaan vield seuraavaa ongelmaa: Oletetaan, ettd olemme 16ytdneet harhattoman
estimaattorin. Voimmeko parantaa sitd?

Oletetaan, ettd W on harhaton estimaattori parametrin 6 funktiolle 7(6), ts.
E,(W)=1(0)
Olkoon U jokin nollan harhaton estimaattori, ts.
E,(U)=0
kaikille 6. Mééritelladn estimaattori
¢, =W +aU
jossa a on vakio. Estimaattori ¢, on harhaton parametrin 6 funktiolle (), koska
E,(¢)=E,W)+aE,[U)=1(0)+a-0=1(0)
Voisiko estimaattori ¢, olla parempi kuin estimaattori W?
Estimaattorin ¢, varianssi on
Var,(¢,) = Var,(W +aU) = Var,(W)+2aCov,(W,U) +a’ Var,(U)
Oletetaan, ettd
Cov,(W,U)<0
jollekin 8= 6,. Talloin
2aCov,(W,U)+a” Var,(U)<0
jos
ae(0,-2Cov,(W,U)/Var,(U))

Siten estimaattori ¢, on parempi kuin estimaattori W pisteessd 0= 6y ja W ei voi olla paras harhaton
estimaattori.

Vastaavalla tavalla ndytetddn, ettd W ei voi olla paras harhaton estimaattori, jos

Cov,(W,U)>0
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Siten ylld kuvattu suhde estimaattorin W ja nollan harhattoman estimaattorin U vililla ratkaisee

sen, onko W paras harhaton estimaattori. Itse asiassa ylld kuvattu suhde karakterisoi parhaat
harhattomat estimaattorit.

Lause:
Jos
E,(W)=1()
niin W on paras harhaton estimaattori parametrin 6 funktiolle 7(6), jos ja vain jos W
korreloimaton kaikkien nollan harhattomien estimaattoreiden kanssa.
Todistus:
Olkoon W on paras harhaton estimaattori parametrin 6 funktiolle ().
Y114 esitystd seuraa, ettd tdlloin estimaattorin # on toteutettava ehto
Cov,(W,U)=0
jokaiselle estimaattorille U, joka toteuttaa ehdon
E,(U)=0
Siten ehdon vdlttimdttémyys on todistettu.

Oletetaan nyt, ettd /¥ on harhaton estimaattori, joka on korreloimaton kaikkien nollan
harhattomien estimaattoreiden kanssa.

Olkoon W mielivaltainen estimaattori, joka toteuttaa ehdon
E,(W)=E,(W)=1(6)
Naytdmme, ettd estimaattori W on parempi kuin estimaattori WW".
Kirjoitetaan
W=W+W-W)
ja madratddn estimaattorin W’ varianssi:
Var,(W') = Var,(W)+ Var,(W'-=W)+2Cov,(W,W'-W)
= Var,(W)+ Var,(W'-W)

koska W’ — W on nollan harhaton estimaattori ja olemme olettaneet, etti kaikki nollan
harhattomat estimaattorit ovat korreloimattomia estimaattorin # kanssa.

Koska

Var,(W'-W)=0
niin

Var,(W') =2 Var,(W)

Koska I’ oli mielivaltainen harhaton estimaattori, tistd seuraa, ettd W on paras harhaton
estimaattori ja ehdon riittdvyys on todistettu.
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On syytd huomata, etti edellisen lauseen kdyttokelpoisuus on rajoitettu, koska on usein hyvin
vaikeata néyttdd, ettd annettu estimaattori on korreloimaton kaikkien nollan harhattomien
estimaattoreiden kanssa.

Sen sijaan tarkasteltavan jakaumaperheen tdydellisyys (ks. lukua 2) takaa sen, ettd nollalla ei ole
muita harhattomia estimaattoreita kuin nolla itse. Koska aina pitee, ettd

Cov,(W,0)=0
niin W on paras harhaton estimaattori, jos se on harhaton.

Lause:

Olkoon T tédydellinen ja tyhjentdvd estimaattori parametrille 0 ja olkoon ¢(7) mielivaltainen
estimaattori, joka perustuu vain estimaattoriin 7. Télloin ¢(7) on odotusarvonsa paras
harhaton estimaattori ja lisdksi ¢(T) on yksikdsitteinen.
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