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2.1. Tyhjentavyys

Otos ja otostunnusluvut

Olkoon
X, X2, .o, Xa
satunnaisotos jakaumasta, jonka pistetodenndikoisyys- tai tiheysfunktio f(x;0) riippuu parametrista
0. Talloin havainnot X, X, ... , X, ovat riippumattomia, identtisesti jakautuneita satunnais-
muuttujia, joilla on sama pistetodenndkéisyys- tai tiheysfunktio f(x;0):
X, X, X, L
X, ~f(x;0),i=12,...,n
Olkoon
X=X,X2 ..., X))
satunnaismuuttujien Xj, X3, ... , X;, muodostama n-vektori.
Kutsumme satunnaismuuttujien X, X, ... , X, (mitallisia) funktioita

TX)=T(X,,X,,.... X,)

(otos-) tunnusluvuiksi.

Olkoot satunnaismuuttujien X1, Xa, ... , X, havaitut arvot
X1y X2y ovr s Xp

Merkitddn téta:

Xi=x,X=x2, ..., X, =X,

Satunnaismuuttujien X, X, ... , X, havaitut arvot xi, x, ... , x, médrddvit havaintopisteen
X = (X1, X2, ..., Xp)

Jos satunnaismuuttujat X, X3, ... , X, ovat saaneet otannan tuloksena havaituiksi arvoikseen

havaintoarvot x1, x, ... , X, , niin tunnusluku

IX)=T(X,,X,,....X,)
saa havaituksi arvokseen t funktion 7{(-) arvon havaintopisteessd x = (xy, x2, ... , X,):

t=Tx)=T(x,,%,,...,X,)

Tyhjentavyysperiaate

Tunnusluku 7(X) on tyhjentdvi parametrille 0, jos se kdyttid — jossakin mielessd — kaiken
otoksessa olevan informaation parametrista 6.

Tama on tyhjentdvyyden naiivi mddritelmd, joka kuitenkin tavoittaa olennaiset piirteet
tyhjentdvyyden késitteestd. Maéritelma tismennetddn seuraavassa kappaleessa.

@ llkka Mellin (2010) 3/28



Mat-1.3621 Tilastollinen paattely 2. Datan redusoinnin periaatteet

Tyhjentiavyysperiaate sanoo, ettd jos 7(X) on tyhjentdvi parametrille 6, niin parametria 6
koskevat johtopédatokset riippuvat otoksesta X vain tunnusluvun 7(X) arvojen kautta. Toisin sanoen,
jos x ja 'y ovat kaksi havaintopistettd, joille

T(x) =1(y)

niin ne johtavat samoihin johtopaitoksiin parametrista 6.

Tyhjentavyys

Tunnusluku 7(X) on tyhjentivi parametrille 0, jos otoksen X ehdollinen jakauma kiinteélla
tunnusluvun 7(X) arvolla (ehdolla 7(X) = ¢) ei riipu parametrista 6.

Tarkastelemme seuraavassa (ja myds jatkossa) tyhjentédvyyttd ja sen karakterisointia vain
diskreettien jakaumien tapauksessa. Sivuutamme tdssd esityksessd jatkuvien jakaumien tapauksen
kdsittelyn sithen liittyvien teknisten hankaluuksien takia.

Hankaluudet jatkuvien jakaumien tapauksessa liittyvét sithen, ettd soveltamamme ehdollisen
todenndkoisyyden mééritelma ei salli sellaisten tapahtumien ehdollisten todenndkoisyyksien
kasittelyn, joissa ehtotapahtuman todenndkoisyys = 0 (muista, ettd jatkuvien jakaumien tapauksessa
yhden pisteen todenndkdisyys = 0). Ehdollisen todenndkoisyyden mééritelmé voidaan kuitenkin
yleistdd sellaiseen muotoon, ettd tdstd ei ole haittaa. Siten kaikki se, mité tésséd (ja my0s jatkossa)
tyhjentdvyydesta esitetddn diskreettien jakaumien tapauksessa, patee my0s jatkuvien jakaumien
tapauksessa.

Oletetaan, ettd tunnusluku 7(X) on tyhjentdvdi parametrille 6. Olkoon ¢ tunnusluvun 7(X)
mahdollinen arvo eli sellainen arvo, jolle

Pr,(T(X)=¢)>0
Tarkastellaan ehdollista todennékoisyyttad
Pr,(X=x|T(X)=1¢)
Jos x on havaintopiste, jolle
T(x) # ¢
niin
Pr,(X=x|T(X)=1)=0
Tama seuraa siitd, ettd (ehdollisen todennikdisyyden médritelmén mukaan)

Pr,(X=x jaT(X)=1)
Pr,(T(X) =¢)

Pr,(X=x|T(X)=1)=
ja

{X=xjaT(X)=t} c{T(X) =t}
joten

Pr, X=x|T(X)=1¢)=1
Siten voimme rajoittua tarkastelemaan ehdollisia todennékoisyyksia

Pr, X =x[T(X) =T(x))
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Koska olemme olettaneet, ettd tunnusluku 7(X) on tyhjentdva parametrille 6, niin (tyhjentdvyyden
madritelmédn mukaan) ehdollinen todennékoisyys

Pr, X =x[T(X)=T(x))
ei rijpu parametrista 6. Siten voimme jatkossa jittda indeksin 6 pois tistd ehdollisesta toden-
ndkoisyydesti ja kirjoittaa

Pr(X=x|T(X)=T(x))
Tarkastelemme seuraavassa sitd, missd mielessd parametrille 0 tyhjentdivd tunnusluku T(X) sisdltdd
kaiken otoksessa olevan informaation parametrista 6.

Oletetaan, ettd henkild A havaitsee otoksen X = x ja méérdd tunnusluvun 7(X) arvon 7(x).
Tehdesséddn padtelmid parametrista 6, hin voi siis kdyttda seki tietoa siité, ettd X = x ettd tietoa siiti,
ettd 7(X) = 7T(x).

Oletetaan, ettd henkildlle B kerrotaan vain se, ettd tunnusluku 7(X) on saanut arvon 7(x). Henkilé B
voi tdmén tiedon perusteella méériti todenndkodisyydet

Pr(X=x|T(X)=T(x))
eli joukossa
AT(X) = {y | T(y)= T(X)}

madritellyn todennikoisyysjakauman, koska siihen liittyvit todenndkdisyydet voidaan
tyhjentdvyyden mééritelmén mukaan mairata ilman tietoa parametrin 6 todellisesta arvosta. Siten A
voi generoida (esimerkiksi pseudosatunnaislukujen avulla) havainnon Y, joka toteuttaa ehdon

Pr(Y =y [T(X)=T(x)) =Pr(X =y |T(X) =T(x))

Kuten alla osoitetaan, satunnaismuuttujilla X ja 'Y on sama ei-ehdollinen todennékoisyysjakauma.
Tama merkitsee sitd, ettd A:lla ja B:11d on kdytettdvissddn tismélleen yhtd paljon informaatiota
parametrista 6. Koska havainto Y on generoitu, B:n informaatio parametrista 6 ei ole aidosti
lisddntynyt. B:n aito informaatio parametrista 6 siséltyy siihen, ettd tunnusluvulla 7(X) on

arvo 7(x).

Edella esitetystd seuraa, ettd B:114, joka tietdd vain sen, ettd
I(X)=T(x)

on tdsmalleen yhté paljon informaation parametrista 6 kuin A:lla, joka tuntee myds otoksen
X=x

Taydennetédén ylla esitettya tarkastelua lopuksi silld, ettd niytetdédn, ettd satunnaismuuttujilla X ja' Y
on sama ei-ehdollinen todennédkoisyysjakauma eli ettd

Pr,(X=x)=Pr, (Y =x)
Huomaa, ettd tapahtumat {X = x} ja {Y = x} ovat tapahtuman {7(X) = 7(x)} osajoukkoja. Lisdksi
Pr(X=x|T(X)=T(x))=Pr(Y =x|T(X) =T(x))

janama ehdolliset todennikoisyydet eivdt riijpu parametrista 6.
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Siten
Pr,(X=x)=Pr,(X=xja T(X)=T(x))
=Pr(X=x|T(X) =T(x)) Pr,(T(X) =T(x))
=Pr(Y =x|T(X) =T(x)) Pr, (T(X) =T(x))
=Pr,(Y=xjaT(X)=T(x))
=Pr, (Y =x)

Tyhjentavyyden karakterisointi

Jotta voisimme kayttdd ylla esitettyd tyhjentdvyyden méaaritelmaa todistaaksemme, ettd tunnusluku
T(X) on tyhjentivd parametrille 6, meidan on todistettava, ettd ehdollinen todenndkoisyys

Pr,(X=x|T(X)=1)

ei riipu parametrin 0 arvosta kaikille kiinteille x ja ¢.

Lause:
Olkoon
/(x;0)
otoksen X yhteisjakauman pistetodennékdisyys- tai tiheysfunktio ja
q(t;0)

tunnusluvun 7(X) pistetodenndkdisyys- tai tiheysfunktio. Talloin 7(X) on tyhjentdvd
parametrille 6, jos suhde

f(x;0)
q(T(x);0)

ei riipu parametrista 6.
Perustelu:

Todistamme lauseen vain diskreettien jakaumien tapauksessa.

Jos x on havaintopiste, jolle
T(x)#t

niin
Pr, X=x|T(X)=1)=0

kaikille parametrin 6 arvoille. Siten riittdé todistaa, ettd todennékdisyys
Pr, X=x|T(X)=T(x))

ei riipu parametrista 6.
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Koska tapahtuma {X = x} on tapahtuman {7(X) = 7(x)} osajoukko, niin

Pr,(X=xja T(X)=T(x))

PR X=x[TX)=T() == X = Tx)

_ Pr,(X=x)
PR (T(X) =T (x)
_ f(x:0)
q(T(x);0)
Téassa
fx;60)
on otoksen X yhteisjakauman pistetodennékoisyysfunktio ja
q(t;0)

on tunnusluvun 7(X) pistetodennékoisyysfunktio.

Siten tunnusluku 7(X) on tyhjentdva parametrille 6, jos ja vain jos suhde

f(x;0)
q(T(x);0)

el riipu parametrista 6.

Esimerkki 1.1: Otos normaalijakaumasta
Satunnaismuuttuja X noudattaa normaalijakaumaa parametrein
u=E(X)
o” = Var(X) = E[(X - p)’]
jos sen tiheysfunktio on muotoa

1

2
(o)

f(x;p)=Q2ro)"? exp[— 5 (x, —,u)z} ,i=12,...,n

Oletamme téssi, ettd varianssi o on funnettu.
Oletetaan, ettd havainnot
X, X0, .., Xa
muodostavat satunnaisotoksen normaalijakaumasta N(u,o%). Talldin
X, X, X, L
X, ~N(u,0%),i=1,2,...,n
Olkoot satunnaismuuttujien X1, Xa, ... , X, havaitut arvot
X1, X025 oev s Xy
Merkitddn téta:

X1=x,X=x2, ..., X, =X,
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Olkoon
X= (Xl,Xz, ,Xn)
satunnaismuuttujien X, X3, ... , X;, muodostama vektori ja
X = (X1, X2, ... , Xp)
niiden havaittujen arvojen muodostama vektori.
Naytetddn, ettd havaintojen aritmeettinen keskiarvo
1
TX)=X==) X,
i=1
on tyhjentévi tunnusluku odotusarvoparametrille f.

Otoksen X1, Xa, ... , X, yhteisjakauman tiheysfunktio voidaan kirjoittaa satunnaismuuttujien
X1, Xo, ..., X, riippumattomuuden takia muotoon

f(X;u)=]_l[f(x,-;u)

SICERS exp[— ! (xi—u)z}

20°

=Q2r) "0 " exp {— 2(172 Zn: (x, — ,u)z}

i=1

Nyt
lZ::(xl. —u)’ =§,(x,- ~X+X-p)
:,Z::(x” -X)’ +2§(xi —f)(f—u)+g(f—#)2
:lznl“(x,. —%) +n(x - p)’
jossa _

1
X =— in =T(x)
n o
Tama seuraa siité, ettd

Y (5~ 0)E - )= (- )Y (5~ )

i=1

:(f—‘u){ixi —nf} =0
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Siten

1
20°

{i(x,- _%)’ +n(f—u)2}}

Otosjakaumia koskevassa luvussa on todistettu, ettd ylli esitettyjen oletuksien pétiessi
aritmeettinen keskiarvo T(X)= X noudattaa normaalijakaumaa parametrein yja o/n:

2
n

Siten sen tiheysfunktio on muotoa

f(xsu)=Q2r) "0 exp {—

g(T(x); ) = 2m) 2o ' exp[— 2” (x- u)z}

0_2
Koska tiheysfunktioiden
e — 1 |< — _
f(Xu) (27T) /26 eXp{— 262 |:z(xi_x)2+n(x_ﬂ)2:|}
s _ i=1
q(t(x); 1) (277:)71/26—1”1/2 exp{— 222 ()T—/,t)z}

e |- L Sy
20 i=1

suhde ei riipu parametrista y, tunnusluku 7(X) = X on tyhjentdivi parametrille pu.

Tyhjentédvyyden todistaminen tyhjentdvyyden mairitelméaén nojaten on usein hankalaa.
Todistaminen tapahtuu tavallisesti paljon helpommin vetoamalla seuraavassa esitettdviin
faktorointiteoreemaan.

Faktorointiteoreema:
Olkoon
f(x;0)

otoksen X yhteisjakauman pistetodennikdisyys- tai tiheysfunktio. Tunnusluku 7(X) on
tyhjentdvd parametrille 6, jos ja vain jos on olemassa funktiot g(¢;6) ja A(x) siten, ettd

J(x;0) = g(T(x);0)h(x)

kaikille havaintopisteille x ja parametrin 8 mahdollisille arvoille ja funktio g riippuu otoksesta
X =x vain tunnusluvun 7(X) kautta ja funktio 4 ei riipu parametrista 6.

Perustelu:
Todistamme lauseen vain diskreettien jakaumien tapauksessa.

(1)  Olkoon T(X) tyhjentdvd.
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(ii)

Valitaan
g(t;0) =Pr,(T(X)=1)
ja
h(x) =Pr(X=x|T(X)=T(x))
Funktio g(¢;0) riippuu parametrista 6. Mutta koska 7(X) on tyhjentdva, funktion A(x)
maédritteleva ehdollinen todenndkdisyys ei riipu parametrista 6.

Kayttamalla hyviksi ylla esitettyjd mairitelmid, otoksen X yhteisjakauman piste-
todennikoisyysfunktio f{x;6) voidaan kirjoittaa seuraaviin muotoihin:

J/(x;0) =Pry(X=x)
=Pr,(X=xja T(X)=T(x))
=Pr, (T(X) =T(x)) Pr(X =x|T'(X) =T(x))
= g(T(x);0)h(x)

Siten otoksen X yhteisjakauman pistetodenndkdisyysfunktio f{(x;6) voidaan faktoroida
vaaditulla tavalla.

Lisdaksi ndemme, ettd
Pr, (T(X) =T(x)) = g(T(x); 0)
joten g(7'(x);0) on tunnusluvun 7(X) pistetodennédkdisyysfunktio.

Oletetaan, ettd otoksen X yhteisjakauman pistetodennikoisyysfunktio f(x;6) voidaan
faktoroida seuraavalla tavalla:

J(x;0) = g(T(X);0)h(x)

Olkoon ¢(¢;0) tunnusluvun 7(X) pistetodennikdisyysfunktio. Nayttddksemme, ettd
T(X) on tyhjentdva, tarkastelemme suhdetta

f(x;0)
q(T(x);0)
Maiiritelldin joukko
AT(x) = {y | T(y)= T(X)}
Siten
S(x0) _ g(T'(x);0)h(x)
q(T(x);0)  q(T(x);0)
_ 8T (x);0)h(x)
2. 8T (X):0)A(y)
__ 8(I'(x);0)h(x)
gT(x:0)., h(y)
h(x)
ZAW h(y)
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Koska olemme siis todistaneet, ettd jos suhde

/(x;0)
q(T(x);0)
el riipu parametristad, niin tyhjentdivyyden karakterisointilauseesta seuraa, etti
tunnusluku 7(X) on #yhjentdvdi parametrille 6.

[
Esimerkki 1.2: Otos normaalijakaumasta (jatkoa esimerkille 1.1)
Sovelletaan faktorointiteoreemaa esimerkin 1.1 tilanteeseen.
Esimerkissd 1.1 todettiin, ettd otoksen X, X, ... , X, yhteisjakauman tiheysfunktio voidaan

kirjoittaa muotoon

1
20°

{Zn‘,(xi -x)’ +n(f—u)2}}

Siten tiheysfunktio f{(x;0) voidaan faktoroida seuraavalla tavalla:

Fsw =@ry "o exp{— — {i(x,- ~xy }}exp {— (- u)z}

fxu)=Q2r) "o " exp {—

Olkoon

gt )= exp{— 2;2 n(% - u)z}

h(x)=Q2r) "0 ™" exp {— 2;2 {i(xi -x) }}

Funktio g(z; ) riippuu havaintoarvoista x vain funktion
T(x)=x

kautta ja funktio A(X) ei riipu tuntemattomasta parametrista .
Siten faktorointiteoreemasta seuraa, etti tunnusluku 7(X) = X on tyhjentdivi parametrille p.

Esimerkeissi 1.1 ja 1.2 tyhjentdvénd tunnuslukuna on ollut otoksen reaaliarvoinen funktio ja
kiinnostuksen kohteena olevaa parametria 6 koskeva informaatio otoksesta on tiivistetty yhteen
tunnuslukuun 7(x).

Tilastotieteessd kohdataan kuitenkin usein tilanteita, joissa parametria koskevaa informaatiota ei
voida tiivistdad yhteen tunnuslukuun. Téll6in tyhjentdvdnd tunnuslukuna T(X) on jokin vektori:

T(X) = (T,(X),..., T.(X))

Téllainen on tilanne usein silloin, kun myds parametrina on vektori:
0=0,...,0,)

Tavallisesti » = s, mutta ndin ei tarvitse olla.

Myos vektoriarvoiset tyhjentévit tunnusluvut 16ydetdén tavallisesti helpoiten faktorointiteoreemaa
soveltamalla.
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Esimerkki 1.3: Otos normaalijakaumasta (jatkoa esimerkille 1.1)
Oletetaan, ettd havainnot
X17X2: 7Xn

muodostavat satunnaisotoksen normaalijakaumasta N(u,0) kuten esimerkissi 1.1, mutta
oletamme nyt, ettd sekd odotusarvoparametri u ettd varianssiparametri o> ovat funtemattomia.

Siten parametrivektorina on

0=(u,0’)
Esimerkin 1.1 mukaan otoksen X, Xa, ... , X, yhteisjakauman tiheysfunktio voidaan kirjoittaa
muotoon
2 -n/2 __-n 1 C —\2 — 2
fxme’)=2r) " o exp{— >~ {Zm %) +n(¥ - 1) }}
i=1

Miiritell4in otosvarianssi S° kaavalla

S*=— (X, -X)
Y-
jossa

v-1 X,

n i
Olkoon
s2=—1 Z(x,.—)?)z
— 1=l
jossa

tunnusluvun S havaittu arvo. Siten otoksen normaalijakautuneen otoksen yhteisjakauman
tiheysfunktio voidaan kirjoittaa muotoon

f(x;u,az) _ (27[)7"/267’1 exp {_ 2;2 [(n -t, +n(t, —,u)2 ]}

jossa
L=T(x)=Xx
t,=T,(x)=s"
Maidritellddn vektori

t:(tlatz)
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Olkoon
g(t0)=f(x;,07)
h(x)=1
Olemme siis ndyttdneet, ettd
S p,0%) = g(t, 4,5 1, 07)h(x) = (T,(x), T, (x); 1,67 )h(x)
jossa funktio g riippuu otoksesta X = x vain tunnusluvun T(X) = (7;(X), 7, (X)) = (X, S?)
kautta ja funktio 4 ei riipu parametrista 8 = (1,0%).
Siten faktorointiteoreemasta seuraa, ettd tunnusluku

T(X) = (,(X),1,(X)) =(X,S”)

on tyhjentdvi parametrille 8 = (1,0%).
Esimerkki 1.4: Otos eksponenttiperheesti
Oletetaan, ettd havainnot
X1, X, ..., Xy
muodostavat satunnaisotoksen eksponenttiperheesti, jonka pistetodennidkdisyys- tai
tiheysfunktio on muotoa

f(x;0) =h(x)c(0)exp {z w,(0)t, (x)}

jossa@®=(6,, 6, ..., 0, ,d< k. Tilloin tunnusluku
T(X) :(Zzl(Xj),...,sz(Xj)j
J=1 J=1

on tyhjentdvd parametrille 0.

Huomautus:
Huomattava osa tilastotieteen tavanomaisista todenndkdisyysjakaumista kuuluu eksponentti-
perheeseen. Téllaisia jakaumia ovat esimerkiksi sellaiset diskreetit jakaumat kuten Bernoulli-
Jjakauma, binomijakauma, geometrinen jakauma, negatiivinen binomijakauma ja Poisson-
Jjakauma seka sellaiset jatkuvat jakaumat kuten eksponenttijakauma, normaalijakauma,

gammajakauma, y*~jakauma ja betajakauma.

Tyhjentavan tunnusluvun funktioiden tyhjentavyys

Lause:
Jokainen tyhjentdvén tunnusluvun bijektio on tyhjentava.

Perustelu:
Olkoon funktio r bijektio, jonka kéinteisfunktio on .
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Oletetaan, ettd 7(X) on tyhjentdva tunnusluku ja
T (x)=r(T(x))
kaikille x. Faktorointiteoreeman mukaan on olemassa funktiot g ja /4 siten, etté
f(x;0) = g(T(X);0)h(x) = g (" (T"(X)); 0)h(x)
Maééritelldén
g (60)=g(r ' (t),0)
Talloin
f(x:0) =g (T" (X);0)h(x)
joten faktorointiteoreeman mukaan tunnusluku 7"(X) on tyhjentdivd.
Esimerkki 1.5: Otos normaalijakaumasta (jatkoa esimerkille 1.3)
Oletetaan, ettd havainnot
X17X2: 7Xn

muodostavat satunnaisotoksen normaalijakaumasta N(u,0°) kuten esimerkissi 1.1, mutta
oletamme nyt, ettd sekd odotusarvoparametri u ettd varianssiparametri o> ovat funtemattomia.

Esimerkissa 1.3 todettiin, ettd tunnusluku
T(X) = (T(X), T,(X)) = (X,S%)

on tyhjentdvi parametrille 8 = (11,6%).

Koska kuvaus

(i}g,i){fj%(xsz)

i=1 i=1

on bijektio, niin myds havaintojen X, X», ... , X, summa
24X
i=1

ja neliosumma
i=l1

ovat yhdessd tyhjentdivid parametreille i ja 0.

Minimaalinen tyhjentavyys

Tyhjentdva tunnusluku 7(X) on minimaalisesti tyhjentiiva, jos 7(X) on jokaisen (muun)
tyhjentédvan tunnusluvun funktio.
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Talla tarkoitetaan seuraavaa: Jos 7" (X) on mielivaltainen tyhjentdivé tunnusluku ja
T'(x)=T'(y)
niin tdlloin 7(X) on minimaalisesti tyhjentdivd, jos

T(x) = T(y)

Minimaalisen tyhjentavyyden karakterisointi
Lause:
Olkoon
S (x;0)

otoksen X yhteisjakauman pistetodennékoisyys- tai tiheysfunktio. Oletetaan, ettd funktiolla
T(X) on seuraava ominaisuus: Suhde

JS(x0)
S (y;0)
ei riipu parametrista 6 (eli on vakio parametrin 6 funktiona), jos ja vain jos
T(x) = 1(y)
Talloin tunnusluku 7(X) on minimaalisesti tyhjentdvd.
Perustelu:
Todistuksen yksinkertaistamiseksi oletetaan, ettd
f(x;0)>0
kaikille havaintopisteille x ja parametrin arvoille 6.
(1) Naytetddn ensin, ettd tunnusluku 7(X) on tyhjentdvd.
Olkoon
T:{t|t=T(x)jollekinxeX}
jossa X on kaikkien mahdollisten havaintopisteiden x joukko. Siten T on joukon X
kuva kuvauksessa 7(x).

Olkoon
A4 ={x|T(x)=t}

kuvauksen 7(x) méadrittelemé ositus joukossa X. Valitaan jokaisesta joukosta 4, yksi
mielivaltainen alkio x, € 4, . Télloin x,,, € 4, jokaiselle x € X.

Koska x, ja x;,, kuuluvat aina samaan joukkoon 4;, niin
T(x)=T(xy))

ja suhde

f(x;0)
S (X730)
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on vakio parametrin 6 funktiona. Siten voimme mairitelld funktion
) = L 50
S (X730)
joukossa X ja funktio A(x) ei riipu parametrista 6.
Mairitellddn vield funktio
g(t;0) = f(x,;0)
joukossa T.
Y1l4 esitetystd seuraa, etti
S (Xp:0)/(%:0)
S (X730)

joten tunnusluku 7(X) on faktorointiteoreeman mukaan tyhjentdvdi parametrille 6.

f(x;0) = h(x) = = g(T(x);0)h(x)

(1) Naytetdén, ettd tunnusluku 7(X) on minimaalisesti tyhjentdvd.

Olkoon T'(X) mielivaltainen toinen tyhjentava tunnusluku. Faktorointiteoreeman
mukaan on olemassa funktiot g” ja 4’ siten, ettd

f(x0)=g'(T'(x);0)'(x)
Olkoot x ja y kaksi havaintopistetti, joille 77(x) = 7°(y).
Télloin
f(50) _ g (T (10K () _ H(x)
f(y:0)  T'(y:Oh(y) Hh(y)
Koska tdmi suhde ei riijpu parametrista 6, oletuksesta seuraa, etti
T(x) = 1(y)

joten tunnusluku 7(x) on tunnusluvun 77”(x) funktio. Koska 7"(X) oli valittu mieli-
valtaisesti, tunnusluku 7(X) on minimaalisesti tyhjentdivd.

Esimerkki 1.6: Otos normaalijakaumasta (jatkoa esimerkeille 1.1-1.3)
Oletetaan, ettd havainnot
X17X27 7Xn

muodostavat satunnaisotoksen normaalijakaumasta N(u,0) kuten esimerkissi 1.1, jossa
oletettiin, ettd varianssiparametri o' on tunnettu.

Esimerkeissd 1.1 ja 1.2 todettiin, ettd tunnusluku 7(X) = X on tyhjentdvi parametrille s
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Esimerkin 1.3 mukaan otoksen X, X, ... , X, yhteisjakauman tiheysfunktio voidaan kirjoittaa
muotoon
f(xu)=Q2r) "o exp {— 21 3 {Z(xi -X)* +n(x —u)z}}
O |

=(27) """ exp {— 2;2 [(n —~t, +n(t, — p)’ }}

jossa
L=T(x)=x
L, =T(x)=s ’
Siten faktorointiteoreemasta seuraa, ettd myos tunnusluku

T'(X) = ([(X),,(X)) = (X,S?)

on tyhjentdvd parametrille .

Tunnusluku
TX)=X
selvisti redusoi havaintoaineiston voimakkaammin kuin tunnusluku
T'(X) = ([,(X), (X)) = (X, S%)
koska emme vieli tunne otosvarianssin arvoa, jos tunnemme tunnusluvun 7(X) =X arvon.
Tunnusluku 7(X) on tunnusluvun T’(X) funktio, mikad ndhddan mairittelemélld funktio
r(a,b)=a
jolloin
r(T'(x) = r(L,(x), T,(x) =7(%,5*) =X = T(x)

Koska tunnusluvut 7(X) ovat T’ (X) tyhjentdvid parametrille u, ne sisdltavit saman
informaation parametrista g.

Siten otosvarianssiin S” siséltyvi lisdinformaatio ei lisd tietoamme parametrista 1, kun
varianssi o> on funnettu. Jos varianssi 6> on tuntematon, tunnusluku

TX)=X
el ole tyhjentdvé ja tunnusluku

T'(X) = ([,(X), 7,(X)) = (X, S?)

sisiltdd tunnuslukua 7'(X) = X enemmén informaatiota parametrista © = (1,0%).
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Esimerkki 1.7: Otos normaalijakaumasta (jatkoa esimerkeille 1.1-1.3 ja 1.6)
Oletetaan, ettd havainnot
X17X2: 7Xn

muodostavat satunnaisotoksen normaalijakaumasta N(u,0) kuten esimerkissi 1.1, mutta
oletamme nyt, ettd sekd odotusarvoparametri u ettd varianssiparametri o> ovat funtemattomia.

Olkoot x ja y kaksi mielivaltaista havaintopistettd ja olkoot

= = 42 2
X, V58058,

havaintoarvoista xi, x, ... , X, ja yi, y2, ... , v, madrityt aritmeettiset keskiarvot ja
otosvarianssit.

Esimerkin 1.3 mukaan voimme kirjoittaa

1

2
(o}

Fx.0) ) Q2r)"*o " exp {— 5 [(n ~1)s? +n(x — p)’ }}

f(y;u,07) (2ﬂ)—n/za—nexp{_ ! [(n—l)sjw(y—u)z]}

20°

= exp{— 2(172 [(n—l)(sf —Si)-l—l’l()?z —yz)—Znu(f—)_/)}}

Siten suhde

f(x;u,07%)
f(y; o)

on riippumaton parametreista (L ja o, Jos ja vain Jos

xX=y
2

:Sy

o)
= N

Siten minimaalisen tyhjentdvyyden karakterisointilauseesta seuraa, ettd tunnusluku
(X,$%)

on minimaalisesti tyhjentivi parametrille (1,6°)

Ansillaarisuus

Tunnusluku S(X) on ansillaarinen tunnusluku eli sivutunnusluku, jos sen jakauma ei riipu
parametrista 6.

Esimerkki 1.8: Paikkaparametriperhe ja havaintojen vaihteluvili
Olkoon f(x) tiheysfunktio ja olkoon
—00 < Yy < +oo

parametri. Télloin parametrin p indeksoimaa tiheysfunktioiden perhetté

Sox— )
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kutsutaan paikkaparametriperheeksi, jonka standarditiheysfunktio on f(x) ja, jonka paikka-
parametrina on L.

Oletetaan, ettd havainnot
X, X, ..o, Xy
muodostavat satunnaisotoksen paikkaparametriperheestd, jonka kertyméfunktio on
Fx—p),—o<pu<+owo
Olkoot
Xy, X, - 5 X
otokseen Xj, X, ..., X, liittyvét jdrjestystunnusluvut. Naytimme, ettd vaihteluvdlin pituus
R = Xoy — Xy
on ansillaarinen tunnusluku.
Olkoon
VANV, N/
otos jakaumasta F(x), jossa siis y = 0 ja olkoot
Xi=Z1+uXo=2+u ..., X,=2Z,+u
Talloin tunnusluvun R kertymdfunktio on
Fp(r;p)=Pr(R<r)
= Pr(mlaxXl. —ml_inXl. <r)
= Pr(ml_ax(Zl. + ) —ml_in(Zi +u)<r)
= Pr(miax(Zl.) —miin(Z,.) +u—pu<r)
= Pr(ml_ax(Zl.) — ml_in(Zl.) <r)
mika ei riipu paikkaparametrista u, koska satunnaismuuttujien Zj, 25, ... , Z, jakauma ei riipu
paikkaparametrista . Siten vaihteluvéli R on ansillaarinen tunnusluku.
Esimerkki 1.9: Skaalaparametriperhe ja havaintojen osaméiirit
Olkoon f{x) tiheysfunktio ja olkoon
c>0
parametri. Télloin parametrin o indeksoimaa tiheysfunktioiden perhetti

fix/o)

kutsutaan skaalaparametriperheeksi, jonka standarditiheysfunktio on f(x) ja, jonka skaala-
parametrina on o.

Oletetaan, ettd havainnot
X17X2: 7Xn
muodostavat satunnaisotoksen paikkaparametriperheestd, jonka kertyméfunktio on

F(x/o),0c>0
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Naytamme, ettd kaikki tunnusluvut, jotka riippuvat otoksesta ainoastaan suhteiden
X1/ X, Xo/ Xy ..., Xt/ X,
kautta ovat ansillaarisia.
Olkoon
2\, 2oy ... s Zy
otos jakaumasta F(x), jossa siis ¢ = 1 ja olkoot
Xi=ocZ\, X, =02, ..., X,= 0z,
Talloin satunnaismuuttujien X,/X,, Xo/X,, ... , X,-1/X, yhteisjakauman kertymdfunktio on
F(y,....y,50)=Pr(X, /X, <y, ,..X /X, <y, )
=Pr(cZ, /(cZ)<y,....0Z _(CZ )<y, )
=Pr(Z,/Z <y,....Z /Z <y )

mika ei riipu skaalaparametrista o, koska satunnaismuuttujien Z,, Z,, ... , Z, jakauma ei riipu
skaalaparametrista o. Siten tunnuslukujen X1/X,, X2/X,, ..., X,-1/X, jakauma on riippumaton
skaalaparametrista o ja niin on my0s mika tahansa tunnuslukujen X1/X,, Xo/X,, ..., X,.1/X,
funktio.
Taydellisyys
Olkoon
g(t:0)

pistetodennékoisyys- tai tiheysfunktioiden perhe tunnusluvulle 7(X). Jakaumaperhe on tiydellinen,
jos siitd, ettd

E[g(#,0)]=0
kaikille 0 seuraa, ettd
Pr(g(1;,0)=0)=1
kaikille 6. Télloin myds tunnuslukua 7(X) kutsutaan tiydelliseksi.

Taydellisyys on minimaalisesti tyhjentdvdn tunnusluvun ominaisuus, joka takaa sen, ettd ko. tunnus-
luku on riippumaton kaikista ansillaarisista tunnusluvuista eli sivutunnusluvuista.

Basun teoreema:

Jos tunnusluku 7(X) on tdydellinen ja minimaalisesti tyhjentdvd, niin 7(X) on riippumaton
kaikista ansillaarisista tunnusluvuista.

Perustelu:
Todistamme lauseen vain diskreettien jakaumien tapauksessa.
Olkoon S(X) mielivaltainen ansillaarinen tunnusluku. Talloin todennékdisyys

Pr(S(X) =1s)

el riipu parametrista 6.
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Mydskddn ehdollinen todenndkoisyys
Pr(S(X)=s|T(X)=¢)=Pr(X e {x|Sx)=s}|T(X)=1)
el riipu parametrista 6, koska tunnusluku 7(X) on tyhjentdivd.

Siten sen todistamiseksi, ettd tunnusluvut 7(X) ja S(X) ovat riippumattomia, riittdé osoittaa,
etta

Pr(S(X) = 5 | T(X) =) = Pr(S(x) = 5)
kaikille € T,

Kokonaistodenndkoisyyden kaavan mukaan

Pr(S(x) =)= > Pr(S(X) = 5| T(X) =) Pr, (T(X) = 1)

teT

Edelleen, koska
D Pr,(T(X)=1t)=1

niin

Pr(S(x) =5) =Y Pr(S(X) =) Pr, (T(X) = 1)
Maidritelladn tunnusluku

g()=Pr(S(X)=s|T(X) =1)—-Pr(S(X) = 5)

Y114 esitetystd seuraa, ettd

E,[g(0]=2. g(0)Pr,(T(X)=1)=0

teT
kaikille 6. Koska 7(X) on tdydellinen, niin tistd seuraa, ettd
g(n=0
kaikille ¢ € T, jolloin
Pr(S(X)=s|T(X) =¢t) =Pr(S(X) =)

]
Esimerkki 1.10: Otos eksponenttiperheesti
Oletetaan, ettd havainnot
X1, X, ..., Xy
muodostavat satunnaisotoksen eksponenttiperheestd, jonka pistetodenndkdisyys- tai tiheys-
funktio on

f(x;0) = h(x)c(0)exp {z w,(0)t, (x)}

jossa@=(6,, 6, ..., 6.
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Talloin tunnusluku

T(X):(itl(Xj),...,itk(Xj)j

on tdydellinen, jos joukko

{(wl(O),...,wk(B)) |0 e ®}
(® on parametrin ® mahdollisten arvojen muodostama parametriavaruus) sisiltad avaruuden
R* avoimen joukon.

Basun teoreeman todistuksessa ei ole kdytetty hyvdiksi tyhjentdvén tunnusluvun minimaalisuutta.
Itse asiassa voidaan todistaa, ettd seuraava lause pétee:

Lause:

Jos minimaalisesti tyhjentidva tunnusluku on olemassa, niin jokainen taydellinen tunnusluku
on minimaalisesti tyhjentdva.

Siten vaatimus tyhjentdvén tunnusluvun minimaalisuudesta Basun teoreemassa on redundantti.
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2.2. Uskottavuus

Uskottavuusfunktio

Olkoon
/(x;0)

otoksen
X=(X,X,,.... X))

vhteisjakauman pistetodenndkéisyys- tai tiheysfunktio. Oletetaan, ettad
X =(X,X,,...,X,)

on otoksen X havaittu arvo eli havaintopiste. Télldin parametrin 8 funktiota
L(0:x) = 1 (x;0)

kutsutaan (otoksen X) uskottavuusfunktioksi.

Erityisesti, jos X on diskreetti satunnaismuuttuja, niin
L(0;x)=Pr,(X=x)

Jos vertaamme uskottavuusfunktion arvoa kahdessa eri parametriavaruuden pisteessé ja
havaitsemme, ettd

Pr, (X=x)=L(6,;x) > L(6,;x) = Pr, (X =X)
niin otos, jonka olemme havainneet, on uskottavampi, jos

0= 06,
kuin silloin, kun

9:92

Uskottavuusperiaate

Olkoot x ja y ovat kaksi havaintopistettd, joille
L(6:;x) oc L(6:y)

eli joille on olemassa parametrista 0 riippumaton vakio C(x, y) siten, etti
L(6:x) = L(6;y)C(X,y)

Uskottavuusperiaatteen mukaan havaintopisteisti x ja y pitdé talloin tehdéd samat parametria 6
johtopddtokset. Erikoistapauksessa

Cx,y)=1

uskottavuusperiaate sanoo, ettd jos havaintopisteet x ja y tuottavat saman uskottavuusfunktion, niin
havaintopisteet x ja y siséltdvét saman informaation parametrista 6.
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Fidusiaalisuus

Fidusiaalisuusperiaatteen mukaan uskottavuudet voidaan tulkita todenndkoisyyksiksi. Tama
merkitsee sitéd, ettd jos uskottavuusfunktio

L(6;x)
jaetaan normeeraustekijdlld

N(x) = jf:L(e;x)de

(jos parametriavaruus on ddrellinen tai numeroituva, niin integraali on korvattava summalla) niin
L(0;x)
N(x)
voidaan tulkita parametrin 0 todennikoisyysjakaumaksi (olettaen, ettd N(x) < o).

On syytd ottaa huomioon, ettd houkuttelevuudestaan huolimatta monet tilastotieteen teorian
keskeisisté kehittdjistd eivdt ole hyvdiksyneet fidusiaalisuusperiaatetta.

Esimerkki 2.1: Normaalinen fidusiaalinen jakauma
Oletetaan, ettd havainnot
X, X, ..., Xy

muodostavat satunnaisotoksen normaalijakaumasta N(u,o%) kuten esimerkissé 1.1, jossa
oletettiin, ettd varianssiparametri o on tunnettu.

Esimerkissd 1.2 todettiin, ettd otoksen yhteisjakauman tiheysfunktio f(x;p) voidaan faktoroida
seuraavalla tavalla:

S =Qn) "o exp{— 2;2 {i(x,- —ff}exp {— 2;2 n(x - uf}

Siten otoksen X, X>, ... , X, uskottavuusfunktio on muotoa
L(psx) = (270~ expl ~= | 35~ %)’ exp{— 1 n(f—u)z}
’ 20 |5 20°

Olkoot x ja y kaksi havaintopistettd. Talloin
L(p;%) = L(5y)C(X,y)

Jos javain jos
x=y

jolloin

C(XaY):eXp{_ 2;2 |:i(xi _)?)2 _i(yi _)_/)2j|}
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Siten uskottavuusperiaatteesta seuraa, ettd havaintopisteisti x ja y pitdé tehda samat johto-
pddtokset parametrista 1, Jos

X =Yy

Fidusiaalinen todennédkdisyysjakauma parametrille 2 saadaan jakamalla uskottavuusfunktio
L(6;x) normeeraustekijdlldi

N = [ Lux)dp

— (27T)—(n—1)/20—(n—1)n—1 eXp|:— 21 . Z()Ci —f)2:|
(o)

Tulokseksi saadaan

L(p;x)
N(x)

n

=2n)"? o 'nexp {— 5 (x - /,t)z}

2
(o)

Siten parametrin u fidusiaalisena jakaumana on normaalijakauma N(x,0° /n).

Evidenssi

Olkoon X satunnaisvektori, jonka pistetodenndkdisyys- tai tiheysfunktio on f(x;6) ja olkoon 6
parametriavaruuden O piste. Kutsutaan kolmikkoa

E=(X,0,{f(x;0)})
tilastolliseksi kokeeksi.

Oletetaan, ettd on tehty tilastollinen koe E, jolloin on havaittu otos X = x ja haluamme tehda
otoksen X = x perusteella jonkin parametria 6 koskevan johtopédédtdksen. Olkoon timé johtopddtos

Ev(E,x)

milla tarkoitetaan kokeeseen E ja havaintoihin X sisdltyvid evidenssia parametrista 6.

Formaali tyhjentavyysperiaate
Formuloidaan tyhjentévyysperiaate uudelleen.
Olkoon

E=(X,0,{f(x0)})

tilastollinen koe ja olkoon tunnusluku 7(X) tyhjentdvd parametrille 6. Jos x ja y ovat kaksi
havaintopistettd, joille

(X)=1(Y)
niin

Ev(E.x) = Ev(E)y)
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Ehdollisuusperiaate
Olkoot

E =(X,,0,{/(x;;0)})
ja
E, =(X,,0,{/,(x,:0)})
kaksi tilastollista koetta, joilla ei vilttdmattd ole muita yhteisid elementtejd kuin parametri 6.
Olkoon J satunnaismuuttuja, jolle (riippumatta parametrista 6 ja satunnaismuuttujista X; ja X»)
Pr(J=1)=Pr(J=2)=0.5

Tarkastellaan sekoitettua koetta, jossa havaitaan ensin satunnaismuuttujan J arvo ja tehdiin sen
Jjdlkeen koe E;. Tami merkitsee sité, ettd sekoitettu koe on muotoa

E"=(X",0,{/"(x;0)})
jossa

X' =(.X;),j=12
ja

* * * . 1 .

S (x50)=f ((J,X,»);O):Ef,»(xj;(?),/ =12
Ehdollisuusperiaatteen mukaan

EV(E",(j,x,)) =EV(E,.X,), j =1,2

Ehdollisuusperiaate sanoo, etti jos valitsemme kahdesta tilastollisesta kokeesta toisen satunnaisesti
ja havaitsemme kokeen tuloksena havaintopisteen x, parametrista 0 saatava informaatio riippuu
ainoastaan tehdystd kokeesta.

Formaali uskottavuusperiaate
Olkoot

E =(X,0,{/(x;;0)})
ja
E, =(X,,0,{1,(x,;0)})
kaksi tilastollista koetta, joilla ei vilttdimatta ole muita yhteisid elementtejd kuin parametri 6.

Oletetaan, ettd x; on havaintopiste kokeesta £ ja X, on havaintopiste kokeesta E,. Oletetaan
edelleen, ettd

L(0;x;)=CL(6;x,)

kaikille 6. Vakio C saa riippua havaintopisteistd x; ja X, , mutta ei saa riippua parametrista 6.
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Formaalin uskottavuusperiaatteen mukaan
EV(E,,x;) =EV(E,,X;)

Formaalista uskottavuusperiaatteesta seuraa, etté jos
E=(X,0,{f(x0)})

on tilastollinen koe, niin
Ev(E.x)

saa riippua kokeesta E ja havaintopisteestd X vain uskottavuusfunktion
L(6; x)

kautta.

Birnbaumin teoreema:

Formaali tyhjentdvyysperiaate ja ehdollisuusperiaate implikoivat formaalin uskottavuus-
periaatteen, ja kdantéen, formaali uskottavuusperiaate implikoi formaalin tyhjentdvyys-
periaatteen ja ehdollisuusperiaatteen.

Perustelu (luonnos):

(1)  Todistetaan, ettd formaali tyhjentdvyysperiaate ja ehdollisuusperiaate implikoivat
formaalin uskottavuusperiaatteen.

Olkoot (kuten formaalissa uskottavuusperiaatteessa)
E =(X,0,{/(x;;0)})

ja
E, =(X,,0,{/,(x,:0)})

kaksi tilastollista koetta, joilla ei valttaméttd ole muita yhteisid elementtejd kuin
parametri 6 ja olkoot liséksi x; on havaintopiste kokeesta E; ja x; on havaintopiste
kokeesta £,.

Olkoon (kuten ehdollisuusperiaatteessa)
E"=(X"0.{/"(x";0)})

sekoitettu koe, jossa havaitaan ensin satunnaismuuttujan J arvo ja tehdiin sen jdlkeen
koe E, jossa

X' =(/,X,),j=12
ja
* * * . 1 .
[ (x50)=f ((J,X,»);Q):Ef,»(xj;f)),] =1,2
Madritellddan kokeen E* otosavaruudessa tunnusluku

Lx') ,josj=ljax, =x; taij=2jax, =X,
T(j,xj):{( 1) sJosj=ljax, =x; taij Jax, =X,

(J,x;) , muulloin
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(i)

Olkoon lisdksi
g(1:0)=g((j.x,):0)= " ((/,x,);6,), j =12

ja

C,jos (j,x,) =(2,x3)

1 , muulloin

h(j,X,»)={

Koska
g(T(j,x,);0h(j,x,)=f"((/,x,)50,), j=12
kaikille (j, x;), niin faktorointiteoreemasta seuraa, etta
T(J,x,)
on tyhjentivi tunnusluku kokeessa E".
Edelleen formaalista tyhjentdvyysperiaatteesta seuraa, etti
Ev(E",(1,x])) = EV(E",(2,X}))
ja ehdollisuusperiaatteesta seuraa, ettd
Ev(E",(LX))) = Ev(E,. X))
EV(E",(2,x;)) =EV(E,,X}))
Siten
EV(E,. X)) = EV(E,. X))
mikd merkitsee sitd, ettd formaali uskottavuusperiaate on tosi.

Todistetaan, ettd formaali uskottavuusperiaate implikoi formaalin tyhjentdivyys-
periaatteen ja ehdollisuusperiaatteen.

Tarkastellaan kokeita E* ja Ej, jotka on médritelty kuten kohdassa (i).
Voidaan osoittaa, ettd
EV(E",(j,X}))=EV(E,,x,), j=1,2
mikd merkitsee sité, ettd ehdollisuusperiaate on tosi.
Edelleen, jos 7(X) on tyhjentéva ja
I(x) = 1(y)

niin uskottavuusfunktiot ovat proportionaalisia ja formaalista uskottavuusperiaatteesta
seuraa, ettd

Ev(E,x)=Ev(E,y)

mikd merkitsee sitd, ettd ehdollisuusperiaate on tosi.
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