Todennakdisyyslaskennan kertausta

Todennakoisyyslaskennan kertausta

1. Joukko-oppi
Alkio, Erotus, Joukko, Komplementti, Leikkaus, Perusjoukko, Pistevieraus, Tyhja joukko, Unioni,
Yhdiste

2. Todennakoisyys ja sen maaritteleminen

Alkeistapahtuma, Alkio, Empiirinen todennakoéisyys, Frekvenssi, Frekvenssitulkinta, Joukko,
Klassinen todennakdoisyys, Koetoisto, Lukumaarafunktio, Mahdoton tapahtuma, Mitta, Otosavaruus,
Perusjoukko, Sattuma, Satunnaisilmi6, Satunnaiskoe, Suhteellinen frekvenssi, Suhteellinen osuus,
Suotuisa alkeistapahtuma, Symmetrisyys, Tapahtuma, Todennakdisyys, Tyhja joukko, Varma
tapahtuma

3. Todennakoisyyslaskennan peruslaskusaannot

Alkeistapahtuma, Ehdollinen todennakdisyys, Ehtotapahtuma, Erotustapahtuma, Joukko,
Komplementtitapahtuma, Leikkaus, Mahdoton tapahtuma, Otanta, Otanta palauttaen, Otanta
palauttamatta, Otosavaruus, Pistevieraus, Riippumattomuus, Satunnaisotanta, Tapahtuma,
Todennakoisyys, Toisensa poissulkevuus, Tulosaantd, Varma tapahtuma, Yhdiste, Yhdistetty
tapahtuma, Yhteenlaskusaanto

4. Klassinen todennakoisyys ja kombinatoriikka

Binomikaava, Binomikerroin, Jono, Joukko, Kertoma, Klassinen todennakoisyys, Kombinaatio,
Kombinatoriikka, Kertolaskuperiaate, Lukumaarafunktio, Multinomikerroin, Osajono, Osajoukko,
Pascalin kolmio, Permutaatio, Riippumattomuus, Suotuisa alkeistapahtuma, Variaatio, Yhteen-
laskuperiaate

5. Todennakoisyyden aksioomat

Boolen algebra, Joukko, Komplementtitapahtuma, Otosavaruus, Perusjoukko, Riippumattomuus,
o-algebra, Tapahtuma, Todennakdisyyden aksioomat, Todennakdisyyskentta, Todennakodisyys-
mitta, Toisensa poissulkevuus, Yhdistetty tapahtuma, Yhteenlaskusaanto

6. Kokonaistodennakoisyys ja Bayesin kaava
Bayesin kaava, Ehdollinen todennakdisyys, Kokonaistodennakdisyyden kaava, Ositus
7. Verkot ja todennakoisyyslaskenta

Insidenssikuvaus, Piste, Puu, Puutodennakdisyys, Reitti, Rinnan kytkentd, Sarjaan kytkenta,
Sarma, Toimintatodennakdisyys, Toimintaverkko, Tulosaanto, Verkko, Yhteenlaskusaanto

8. Satunnaismuuttujat ja todennakodisyysjakaumat

Diskreetti jakauma, Diskreetti satunnaismuuttuja, Jatkuva jakauma, Jatkuva satunnaismuuttuja,
Pistetodennakdisyysfunktio, Satunnaismuuttuja, Tiheysfunktio, Todennakoisyysjakauma

9. Kertymafunktio

Diskreetti jakauma, Diskreetti satunnaismuuttuja, Jatkuva jakauma, Jatkuva satunnaismuuttuja,
Kertymafunktio, Pistetodennakoisyysfunktio, Satunnaismuuttuja, Tiheysfunktio, Todennakdisyys-
jakauma

10. Jakaumien tunnusluvut

Diskreetti jakauma, Diskreetti satunnaismuuttuja, Huipukkuus, Jatkuva jakauma, Jatkuva
satunnaismuuttuja, Keskusmomentti, Markovin epayhtalé, Momentti, Odotusarvo, Painopiste,
Pistetodennakdisyysfunktio, Satunnaismuuttuja, Standardipoikkeama, Tiheysfunktio, Toden-
nakoisyysjakauma, Todenndkoisyysmassa, Tshebyshevin epayhtald Tunnusluku, Varianssi,
Vinous
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1.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Diskreetteja jakaumia

Bernoulli-jakauma, Bernoulli-koe, Binomijakauma, Diskreetti tasainen jakauma, Eksponentti-
jakauma, Geometrinen jakauma, Hypergeometrinen jakauma, Kertymafunktio, Negatiivinen
binomijakauma, Odotusarvo, Otanta, Otanta palauttaen, Otanta palauttamatta, Otantasuhde,
Pistetodennakdisyysfunktio, Poisson-jakauma, Standardipoikkeama, Varianssi

Jatkuvia jakaumia

Binomijakauma, Beta-jakauma, Cauchy-jakauma, Eksponenttijakauma, Gamma-jakauma,
Jatkuva tasainen jakauma, Kertymafunktio, Keskeinen raja-arvolause, Log-normaalijakauma,
Normaaliapproksimaatio, Normaalijakauma, Odotusarvo, Poisson-jakauma, Standardipoikkeama,
Standardointi, Taulukot, Tiheysfunktio, Varianssi, Weibull-jakauma

Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia

zz-jakauma, F-jakauma, Normaalijakauma, Normaalijakaumasta johdetutut jakaumat, Odotusarvo,
Standardipoikkeama, t-jakauma, Taulukot, Tiheysfunktio, Vapausasteet, Varianssi

Moniulotteiset satunnaismuuttujat ja todennakoisyysjakaumat

Diskreetti jakauma, Ehdollinen jakauma, Ehdollinen odotusarvo, Ehdollinen varianssi, Jatkuva
jakauma, Karteesinen tulo, Kertymafunktio, Korrelaatio, Korreloimattomuus, Korreloituneisuus,
Kovarianssi, Odotusarvo, Pistetodennakdisyysfunktio, Regressiofunktio, Reunajakauma,
Riippumattomuus, Riippuvuus, Tiheysfunktio, Varianssi, Yhteisjakauma

Moniulotteisia jakaumia

Binomijakauma, Diskreetti jakauma, Ehdollinen jakauma, Ehdollinen odotusarvo, Ehdollinen
varianssi, Jatkuva jakauma, Kaksiulotteinen normaalijakauma, Korrelaatio, Korreloimattomuus,
Korreloituneisuus, Kovarianssi, Kulmakerroin, Multinomijakauma, Odotusarvo, Painopiste, Piste-
todennakdisyysfunktio, Regressiofunktio, Regressiosuora, Reunajakauma, Riippumattomuus,
Riippuvuus, Suora, Tiheysfunktio, Todennakdisyysmassa, Varianssi, Yhteisjakauma, Yhteis-
korrelaatiokerroin

Momenttiemafunktio ja karakteristinen funktio

Binomijakauma, Diskreetti tasainen jakauma, Eksponenttijakauma, Geometrinen jakauma,

Jatkuva tasainen jakauma, Karakteristinen funktio, Kolmiojakauma, Momentit, Momenttiemafunktio,
Negatiivinen binomijakauma, Normaalijakauma, Odotusarvo, Poisson-jakauma, Summan jakauma,
Taylorin sarja, Varianssi

Satunnaismuuttujien muunnokset ja niiden jakaumat

Jacobin determinantti, Maksimi, Minimi, Monotoninen muunnos, Muunnos, Osamaaran jakauma,
Summan jakauma, Yhteisjakauma

Konvergenssikasitteet ja raja-arvolauseet

Approksimatiivinen jakauma, Aritmeettinen keskiarvo, Jakaumakonvergenssi, Kertymafunktio,
Keskeinen raja-arvolause, Konvergenssikasitteet, Kvadraattinen konvergenssi, Melkein varma
konvergenssi, Normaalijakauma, Odotusarvo, Standardipoikkeama, Standardointi, Stokastinen
konvergenssi, Summan jakauma, Suurten lukujen laki, Varianssi
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1. Joukko-oppi

Joukko ja sen alkiot

Adrellinen joukko voidaan aina méiritelld luettelemalla sen alkiot. Yleisemmin joukko
madritelldédn antamalla ehto, jonka joukon alkioiden on toteutettava. On syytd huomata, etta
Jjoukkoja on aina syytd tarkastella jonkin hyvin mddritellyn perusjoukon osajoukkoina.

Jos perusjoukon S alkio x on joukon A alkio eli x kuuluu joukkoon A, niin merkitsemme
xeAd

Vastaavasti, jos perusjoukon S alkio x ei ole joukon A alkio eli x ei kuulu joukkoon A, niin
merkitsemme

xg A

Jos 4 on niiden perusjoukon S alkioiden x joukko, jotka toteuttavat ehdon P(x) eli joille lause P(x)
on tosi, niin merkitsemme

A={xeS|P(x)}

Osajoukko

Jos jokainen joukon A alkio on my®s joukon B alkio, niin joukko 4 on joukon B osajoukko ja
merkitsemme

AcB tai Bo A4

Siten A c B, jos ja vain jos
xeA=xeB

Tyhji joukko

Joukko on tyhji, jos siind ei ole yhtdén alkiota. Merkitsemme tyhjdé joukkoa symbolilla
)

Tyhjé joukko on kaikkien joukkojen osajoukko. Siis, jos 4 on perusjoukon S mielivaltainen
osajoukko, niin

DA
Joukko-opin perusoperaatiot: yhdiste

Olkoot joukot 4 ja B perusjoukon S osajoukkoja. Joukkojen 4 ja B unioni eli yhdiste 4B on
niiden perusjoukon § alkioiden joukko, jotka kuuluvat joukkoon A tai joukkoon B (tai molempiin):

AUB:{xeS|xeAtaixeB}

Joukko-opin perusoperaatiot: leikkaus

Olkoot joukot 4 ja B perusjoukon S osajoukkoja. Joukkojen 4 ja B leikkaus 4B on niiden
perusjoukon S alkioiden joukko, jotka kuuluvat joukkoon 4 ja joukkoon B:

AﬁB={xeS|xeAjaxeB}
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Jos

ANB =
niin sanomme, ettd joukot 4 ja B ovat pistevieraita.
Joukko-opin perusoperaatiot: komplementti

Olkoon joukko A4 perusjoukon S osajoukko. Joukon 4 komplementti A° on niiden perusjoukon S
alkioiden joukko, jotka eivét kuulu joukkoon 4:

A”={xeS|x§EA}
Joukko-opin perusoperaatiot: erotus

Olkoot joukot 4 ja B perusjoukon S osajoukkoja. Joukkojen 4 ja B erotus A\B on niiden
perusjoukon S alkioiden joukko, jotka kuuluvat joukkoon 4, mutta eivét kuulu joukkoon B:

A\B={x|xeAjaerB}
Selvésti

A\B = ANB*
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2. Todennakoisyys ja sen maaritteleminen

Satunnaisilmio
Reaalimaailman ilmi6 on stokastinen ilmi6 eli satunnaisilmio, jos silld on seuraavat ominaisuudet:

(1) Ilmio voi paidtya alkutilastaan useisiin erilaisiin lopputiloihin eli ilmi6lla on useita erilaisia
vaihtoehtoisia tuloksia.

(1i1) Ilmion alkutilan perusteella ei voida tarkasti ennustaa ilmion lopputilaa eli sitd, mika
mahdollisista tulosvaihtoehdoista realisoituu eli toteutuu.

(111)) Vaikka ilmion lopputilaa ei voida ennustaa tarkasti, tulosvaihtoehtojen suhteellisten
frekvenssien eli osuuksien ndhdddn 1lmion toistuessa kdyttdaytyvin sddannonmukaisesti.

Kutsumme satunnaisilmiotd usein satunnaiskokeeksi ja satunnaisilmion esiintymiskertaa
koetoistoksi.

Todennékoisyyslaskennan peruskaisitteet
Todennékoisyyslaskennan peruskdsitteet ovat otosavaruus, tapahtuma ja alkeistapahtuma:

(1)  Satunnaisilmion (satunnaiskokeen) kaikkien mahdollisten tulosvaihtoehtojen muodostamaa
joukkoa sanotaan otosavaruudeksi.

(11)  Tapahtuma on jokin otosavaruuden tulosvaihtoehtojen muodostama joukko.

(i11) Alkeistapahtuma on satunnaisilmion (satunnaiskokeen) tulosvaihtoehto, jota alkeellisempiin
tulosvaihtoehtoihin satunnaisilmioti ei voida purkaa.

Kun sanomme, etti jokin tapahtuma sattuu, tarkoitamme, etté jokin tapahtumaan liittyvistd alkeis-
tapahtumista sattuu.

Todennékoisyyslaskennan ja joukko-opin peruskisitteet vastaavat seuraavalla tavalla toisiaan:
Otosavaruus <> Perusjoukko
Tapahtuma < Joukko
Mahdoton tapahtuma <> Tyhji joukko
Alkeistapahtuma < Alkio

Todennikoisyys ja sen perusominaisuudet

Olkoon 4 jokin otosavaruuden S tapahtuma eli olkoon
AcS

Todenniikdisyys Pr(:) on joukkofunktio, joka liittdd tapahtumaan A reaaliluvun:
Pr(4) e R

Todenndkdisyyden perusominaisuudet:

(i)  Olkoon tapahtuma 4 jokin otosavaruuden S tapahtuma. Talloin
0<Pr(4)<1

(i1) Tyhjd joukko & ja mahdoton tapahtuma samastetaan ja
Pr()=0
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(i11)) Otosavaruus S ja varma tapahtuma samastetaan ja
Pr(S)=1
Empiirinen todennikoisyys
Tarkastellaan satunnaiskoetta, jota voidaan foistaa siten, ettd seuraavat ehdot patevit:
(1)  Kokeen olosuhteet sdilyvit muuttumattomina koetoistosta toiseen.

(11) Koetoistot ovat riippumattomia siind mielessa, ettd yhdenkéén koetoiston tulos ei riipu siitd
mité tuloksia muista koetoistoista saadaan.

Tarkkaillaan tapahtuman A esiintymista koetoistojen aikana. Jos tapahtuman A suhteellinen
frekvenssi eli osuus ldhestyy jotakin kiintedtd lukua koetoistojen lukuméaaridn kasvaessa rajatta, tita
lukua kutsutaan ko. tapahtuman empiiriseksi todenniikoisyydeksi.

Oletetaan, ettd satunnaiskoetta foistetaan n kertaa. Olkoon f; tapahtuman A4 frekvenssi eli /uku-
mddrd koetoistojen joukossa. Talloin

fa

n

on tapahtuman A suhteellinen frekvenssi eli suhteellinen osuus koetoistojen joukossa.

Annetaan koetoistojen lukuméérédn »n kasvaa rajatta. Oletetaan, ettd (jossakin mielessd)
— Dy

kun n — oo. Talloin luku p4 on ko. tapahtuman empiirinen todenndkoisyys.

Todennikoisyyden frekvenssitulkinta

Oletetaan, ettd foistamme jotakin satunnaiskoetta ja tarkkailemme tapahtuman A suhteellista
frekvenssid koetoistojen aikana. Todenndkéisyyden frekvenssitulkinnan mukaan tapahtuman A
suhteellinen frekvenssi vaihtelee satunnaisesti koetoistosta toiseen, mutta saa keskimddrin
tapahtuman todenndkéisyyttd ldhelld olevia arvoja.

Olkoon tapahtuman A todenndkdisyys
Pr(4) =p

Oletetaan, ettd sitd satunnaiskoetta, jonka tulosvaihtoehtona tapahtuma 4 on, toistetaan » kertaa.

Talloin todenndkdisyyden frekvenssitulkinnasta seuraa, ettd on odotettavissa, etti tapahtuman A
frekvenssi f on ldhelld lukua

np
Lukuméirifunktio
Olkoon

n(A)

funktio, joka kertoo joukon A alkioiden lukumddrdn. Jos siis
A={a,,a,,...,a,}

on ddrellinen joukko, jonka alkioiden lukumééra on £, niin

n(A)=k

@ llkka Mellin (2010) 6/94



Todennakdisyyslaskennan kertausta

Kutsumme funktiota n(-) lukuméarifunktioksi.

Klassinen todennikoisyys
Oletetaan, ettd ddrellisen otosavaruuden
S= {51,852, ..., Sn}
alkeistapahtumat
si,i=1,2,...,n

ovat yhtd todenndkdéisid eli

Pr(s)=—,i=12,...,n

S |-

Talloin sanomme, ettd alkeistapahtumat s; , i =1, 2, ... , n ovat symmetrisii.

Olkoon tapahtuma A otosavaruuden S osajoukko. Tdlloin tapahtuman 4 klassinen
todenniikoisyys Pr(4) saadaan maarddmalla tapahtumalle A suotuisien alkeistapahtumien
suhteellinen osuus kaikista alkeistapahtumista eli

Pr(4)= n(A)/n(S)
jossa
n(4) = tapahtumalle 4 suotuisien alkeistapahtumien lukuméaéara
= joukkoon 4 kuuluvien alkeistapahtumien lukumaara
ja

n(S) = kaikkien mahdollisten alkeistapahtumien lukuméaéra

= otosavaruuteen S kuuluvien alkeistapahtumien lukumééra

Todenniakoisyys mittana

Todennédkoisyys on mitta, joka mittaa satunnaisilmion tapahtumien sattumisen mahdollisuutta.
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3. Todennakoisyyslaskennan peruslaskusaannot

Todennikoisyyslaskennan perusoperaatiot

Todennékoisyyslaskennan perusoperaatioilla tarkoitetaan operaatioita, joilla tapahtumista
johdetaan uusia tapahtumia.

Todennékoisyyslaskennan peruslaskusidinnoilla tarkoitetaan laskusdidntojé, joilla alkeellisemmista
tapahtumista joukko-opin operaatioilla johdettujen uusien, yhdistettyjen tapahtumien toden-
ndkoisyydet madritddn alkeellisempien tapahtumien todennékdisyyksien avulla.

Todennékoisyyslaskennan ja joukko-opin perusoperaatiot vastaavat seuraavalla tavalla toisiaan:
Tapahtuma 4 ei satu eli tapahtuman 4 komplementtitapahtuma sattuu
<> Joukon 4 komplementti A°
Tapahtuma A4 sattuu tai tapahtuma B sattuu fai molemmat sattuvat
<> Joukkojen 4 ja B unioni eli yhdiste AUB
Tapahtuma A4 sattuu ja tapahtuma B sattuu
<> Joukkojen 4 ja B leikkaus ANB
Tapahtuma A sattuu ja tapahtuma B ei satu
<> Joukkojen 4 ja B erotus A\B
Komplementtitapahtuman todennakoisyys
Olkoon tapahtuma A otosavaruuden S osajoukko. Joukon 4 komplementtitapahtuman

A"={xeS|x¢A}

todennikoisyys on
Pr(4°)=1-Pr(4)

Yhdisteen todennikoisyys

Olkoot tapahtumat 4 ja B otosavaruuden S osajoukkoja. Téalldin
Pr(4UB)

on todenndkdisyys sille, ettd tapahtuma A sattuu tai tapahtuma B sattuu tai molemmat sattuvat.

Leikkauksen todennikoisyys

Olkoot tapahtumat 4 ja B otosavaruuden S osajoukkoja. Téalldin
Pr(4nB)

on todenndkdisyys sille, ettd tapahtuma A sattuu ja tapahtuma B sattuu.

Yleinen yhteenlaskusiinto

Yleisen yhteenlaskusddnnén mukaan

Pr(4UB) = Pr(4) + Pr(B) — Pr(ANB)
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Toisensa poissulkevien tapahtumien yhteenlaskusianto
Jos tapahtumat A4 ja B eivit voi sattua samanaikaisesti eli ovat toisensa poissulkevia, niin
ANB =

Siten toisensa poissulkevat tapahtumat ovat joukkoina pistevieraita. Jos tapahtumat 4 ja B ovat
toisensa poissulkevia eli ANB = J, niin pétee foisensa poissulkevien tapahtumien yhteenlasku-
sdaanto

Pr(AuUB) = Pr(A) + Pr(B)

Olkoot 41, A», ... , Ax pareittain toisensa poissulkevia, jolloin 4,n4; = &, kun i # j. Talloin
yhdisteen

A1UAL O - VA=A tai A tai ... tai Ay sattuu”
todennikoisyys on

Pr(A4, 04,0 - UAy) = Pr(4;) + Pr(4;) + -+ + Pr(4y)
Ehdollinen todennikoisyys

Olkoot tapahtumat 4 ja B otosavaruuden S osajoukkoja. Télldin tapahtuman 4 ehdollinen

todenniikoisyys silld ehdolla, ettd tapahtuma B on sattunut saadaan kaavalla
Pr(4| B) = Pr(4N B)
Pr(B)

jossa Pr(ANB) on tapahtumien A4 ja B leikkauksen todennékoisyys eli todennékoisyys sille, etti
tapahtuma 4 on sattunut ja tapahtuma B on sattunut.

Yleinen tulosiéinto
Yleisen tulosddnnon mukaan
Pr(ANB) = Pr(A|B)Pr(B)
Tarkastellaan tapahtumia A4, A,, ... , A . Télloin leikkauksen
AinA, - NA="A4y ja Az ja ... ja Ay sattuvat”
todenniikoisyys on
Pr(4, mA4,N---NA4,)
=Pr(A4)x Pr(4,|4) x Pr(A4, |4 N Ay) x---xPr(A, |4, N A, =N A4,)
Riippumattomuus ja riippumattomien tapahtumien tulosainto
Tapahtumat 4 ja B ovat riippumattomia, jos ja vain jos riippumattomien tapahtumien tulosddnto
Pr(AN B) =Pr(A)Pr(B)
pitee. Riippumattomien tapahtumien tulosdintd on yhtépitdva sen kanssa, ettd
Pr(A|B) =Pr(A)
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Tarkastellaan tapahtumia Ay, 4, ... , Ay . Jos tapahtumat Ay, 4, ... , Ay ovat rilppumattomia, niin
talooin pétee rilppumattomien tapahtumien tulosddnnon yleistys

Pr(4 M A, "---nA,)=Pr(A4)Pr(A4,)Pr(4,)---Pr(4,)

Satunnaisotanta ja tulosianto

Yleistd tulosddntéd sovelletaan tapahtumien todenndkodisyyksien madrdédmisessd otannassa ilman
takaisinpanoa eli palauttamatta.

Riippumattomien tapahtumien tulosddntdod sovelletaan tapahtumien todennékoisyyksien
madrddmisessa otannassa takaisinpanolla eli palauttaen.
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4. Klassinen todennakoisyys ja kombinatoriikka

Kombinatoriikan perusperiaatteet
(1) Kertolaskuperiaate

Oletetaan, ettd operaatio M voidaan suorittaa m:114 eri tavalla ja operaatio N voidaan suorittaa
n:114 eri tavalla ja oletetaan lisdksi, ettd operaatiot M ja N voidaan suorittaa toisistaan
riippumatta. Télloin yhdistetty operaatio

’Suoritetaan operaatio M ja operaatio N’
voidaan suorittaa mxn:114 eri tavalla.
(i1)) Yhteenlaskuperiaate

Oletetaan, ettd operaatio M voidaan suorittaa m:114 eri tavalla ja operaatio N voidaan suorittaa
n:114 eri tavalla ja oletetaan lisédksi, ettd operaatiot M ja N ovat toisensa poissulkevia. Talloin
yhdistetty operaatio

’Suoritetaan operaatio M tai operaatio N”’
voidaan suorittaa (m + n):114 eri tavalla.
Joukko
Joukko on tiysin maérétty, jos sen alkiot tunnetaan. Olkoot ddrellisen joukon S (erilaiset) alkiot
S1y 82y ov 5 Sp
Talloin merkitdén
S= {51,852, ..., Sn}
Joukot 4 ja B ovat samat, jos niissd on samat alkiot eli
A=B
jos ja vain jos
xeAsxeB
Olkoon
ns = n(S)

lukumiérifunktio, joka kertoo joukon § (erilaisten) alkioiden lukumaéirin. Siten joukon S
(erilaisten) alkioiden lukuméérd on

ns=n(S)=n
Jono

Jono on tiysin madritty, jos sen alkiot ja niiden jéirjestys tunnetaan. Olkoon direllisen jonon s i.
alkio

si,i=1,2,...,n
Talloin merkitdan

S = (81,52, -ov 5 Sn)
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Jonota=(a, as, ... ,a,)jab= (b, by, ..., b,) ovat samat, jos niissd on samat alkiot samassa
jarjestyksessa eli

a=>b
jos ja vain jos
a;=b;,i=1,2,...,n
Kombinatoriikan perusongelmat
Olkoon § aérellinen joukko, jonka (erilaisten) alkioiden lukumééra on
n=n(S)
Kombinatoriikan perusongelmat:
(1a) Kuinka monella eri tavalla joukon S alkiot voidaan jarjestdé jonoon?
(1b) Kuinka monella eri tavalla joukon S alkioista voidaan muodostaa k:n alkion osajono?
(2) Kuinka monella eri tavalla joukon S alkioista voidaan muodostaa k:n alkion osajoukko?
Kombinatoriikan perusongelmien ratkaisut
Olkoon § aérellinen joukko, jonka (erilaisten) alkioiden lukumééra on
n=n(S)
Kombinatoriikan perusongelmien ratkaisut:

(1a) Kutsumme joukon S kaikkien alkioiden jonoja joukon S alkioiden permutaatioiksi.
Joukon § alkioiden kaikkien mahdollisten permutaatioiden lukuméaéré on

n!
jossa

n! =nx(n—1)x - x2x1
on n-kertoma.

(1b) Kutsumme joukon S k:n alkion osajonoja joukon S alkioiden k-permutaatioiksi eli
variaatioiksi. Joukon S alkioiden kaikkien mahdollisten k-permutaatioiden lukumééra on

n!

P(n, k) = T

=nx(n—-1)x---x(n—k-1)

(2) Kutsumme joukon S k:n alkion osajoukkoja joukon S alkioiden k alkiota sisdiltiviksi
kombinaatioiksi. Joukon S alkioiden kaikkien mahdollisten & alkiota sisdltdvien
kombinaatioiden lukuméairid on

Cn k)—(”j
Tk

ny n!
k) k\n—k)!

on binomikerroin.

jossa
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Kombinatoriikan perusongelmien (1a), (1b) ja (2) ratkaisut voidaan perustella kombinatoriikan
kertolaskuperiaatteen avulla.

Pascalin kolmio
Binomikertoimet saadaan ns. Pascalin kolmiosta. Alla on annettu Pascalin kolmion 8 ensimmaista
rivia.

1

1/\1
NN
N N N
NN N N
/\ /\ /\ /\ /\
/\ /\ /\ /\ /\ /\
(\7 /\21/\35/\35/\21/\7 ,/\1

Lukuun ottamatta kolmion reunoilla olevia ykkosid jokainen kolmion luvuista on saatu laskemalla
yhteen kaksi edeltdvén rivin lukua nuolten suuntaan.

Pascalin kolmio ja binomikertoimet

Pascalin kolmion (n+1). rivin luvut voidaan ilmaista binomikertoimien avulla seuraavassa

muodossa: (gj@@(”ilj@

Pascalin kolmion muodostamissaintd voidaan ilmaista binomikertoimien avulla seuraavassa

TR

Kaavan mukaan Pascalin kolmion #. rivin £. luku saadaan laskemalla yhteen rivin (n—1) luvut
paikoissa (k—1) ja k.

Se, ettd Pascalin kolmio on symmetrinen kolmion rivien keskikohdan suhteen, voidaan ilmaista
binomikertoimien avulla seuraavassa muodossa:

ny n! B n
k) k\n-k)! \n—k
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Binomikaava
Binomikaavan mukaan binomin
Xty
k. potenssi voidaan esittdd muodossa
k - n k _k
n—
(x+»)'=>1 |x"y
k=0 k

Adrellisen joukon osajoukkojen lukumairi

Olkoon joukon S alkioiden lukuméérd n = n(S). Talloin joukon S osajoukkojen lukumééréd on

Nz(oj(lj(zj(

Multinomikerroin

Olkoon joukon S alkioiden lukuméérd n = n(S). Oletetaan, etté positiiviset kokonaisluvut

n,-,i=1,2, ,k
toteuttavat ehdon

n1+n2+...+nk:n

Ositetaan joukko S pistevieraisiin osajoukkoihin

Ai,i=1,2,...,k

niin, ettd joukossa A4; on n; = n(4;) alkiota. Kuinka monella erilaisella tavalla tillainen ositus voidaan

tehdi?

Vastauksen antaa multinomikerroin
( n j n!
mn,--n ) nlnl-n!

nmtnyt--tn=n

jossa siis
Huomaa, ettd jos k& = 2, saadaan binomikerroin

mn,) nl'n! \n n,

ntn=n

jossa

|
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5. Todennakoisyyden aksioomat

Todennakoisyys dérellisissi otosavaruuksissa

Tarkastellaan ensin todenndkodisyyden maarittelemista ddrellisissd otosavaruuksissa. Huomattava
osa todennikdisyyden peruslaskusddanndistd voidaan todistaa ddrellisten otosavaruuksien
aksioomista.

Boolen algebra
Olkoon § joukko ja jokin § joukon S osajoukkojen muodostama perhe eli

AeF =>AcS

Joukkoperhe § on Boolen algebra, jos seuraavat 3 ehtoa pétevit:

(1) DJeF
(i) AeF 2 A€
(iii) AeF,Bel > AUBe

Kutsumme todennékoisyyslaskennassa perusjoukkoa S otosavaruudeksi ja Boolen algebraan §
kuuluvia otosavaruuden S osajoukkoja A tapahtumiksi.

Olkoot
Aef,Bef

Boolen algebran aksioomista seuraa suoraan, etti
Jed
A ef§
Bef¥
AUuBef
Lisdksi voidaan osoittaa, ettd
Sef
ANB=(A"UB) ef§
A\B=ANBegF
Todenniakoisyyden aksioomat dérellisisséi otosavaruuksissa

Olkoon § éérellinen joukko ja § jokin joukon S osajoukkojen muodostama Boolen algebra. Olkoon
liséksi Pr joukkofunktio, joka liittdé jokaiseen Boolen algebraan § kuuluvaan joukon S osa-
joukkoon A reaalikuvun eli

Ae§ = AcS =Pr(4)eR
Joukkofunktio Pr on dérellisen otosavaruuden todenniikodisyysmitta, jos seuraavat 3 ehtoa pétevit:
(1) Pr(S)=1
(i1) 0 <Pr(A4) <1 kaikille 4 € §
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(111) AeF,BeF, AnB=0 = Pr(4UB)=Pr(4)+Pr(B)
Adrellinen todenniikéisyyskentti
Kolmikko
(S,5,Pr)

on ddrellinen todennékdéisyyskentti, jos S on ddrellinen otosavaruus, § on otosavaruudessa S
madritelty Boolen algebra ja Pr on Boolen algebrassa § mairitelty todennédkoisyysmitta.

Riippumattomuus ja riippumattomien tapahtumien tulosiinto

Tapahtumat 4 ja B ovat riippumattomia, jos ja vain jos riippumattomien tapahtumien tulosddnto
Pr(A N B) =Pr(A)Pr(B)

pétee.

Todennikoisyys mielivaltaisissa otosavaruuksissa

Tarkastellaan todennékoisyyden madrittelemistd mielivaltaisissa otosavaruuksissa.

o-algebra

Olkoon § joukko ja jokin § joukon S osajoukkojen muodostama perhe eli

AeF =>AcS

Joukkoperhe § on o-algebra, jos seuraavat 3 ehtoa pétevit:

(i) Deg
(ii) AeF = A€
(i) A4y, 4,,...eF =) A4 eF

Kutsumme perusjoukkoa S otosavaruudeksi ja o-algebraan § kuuluvia otosavaruuden S osa-
joukkoja A tapahtumiksi.

Kaikki Boolen algebroille todistetut teoreemat pdtevit myos o-algebroille.
Todennikoisyyden aksioomat mielivaltaisissa otosavaruuksissa

Olkoon S joukko ja § jokin joukon S osajoukkojen muodostama o-algebra. Olkoon lisdksi Pr
Jjoukkofunktio, joka liittdd jokaiseen o-algebraan § kuuluvaan joukon S osajoukkoon A4 reaaliluvun
eli

Ae§ =>AcS = Pr(4)eR

Joukkofunktio Pr on todennikoisyysmitta, jos seuraavat 3 ehtoa patevit:

Q) Pr(S) =1
(ii) 0<Pr(4) <1 kaikille A € §
(ii) A Ay Ay, eFjadnA, =D ixj = Pr( U;Al.):z;Pr(Ai)
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Todennakoisyyskentti
Kolmikko

(S,8,Pr)

on todennikoisyyskentti, jos S on otosavaruus, § on otosavaruudessa S méadritelty o-algebra ja Pr
on o-algebrassa § maédritelty todennikdisyysmitta.

Kaikki ddrellisille todenndkoisyyskentille todistetut teoreemat pdtevdt myés ddrettomissd
todenndkoisyyskentissd.

Epéimitalliset joukot

On syytd huomata, etti jos otosavaruus S on ddreton, sen kaikille osajoukoille ei voida valttamatta
madritelld todenndkdisyyttd. Niitd otosavaruuden S osajoukkoja, joille todennikoisyys voidaan
madritelld, sanotaan mitallisiksi ja niitd, joille todenndkdisyyttéd ei voida méairitelld, sanotaan
epdmitallisiksi.

Voidaan osoittaa, ettd otosavaruuden S mitalliset osajoukot muodostavat aina o-algebran.
Lause 1.

Olkoon (S,3,Pr) todennékdisyyskenttd ja 4,4,,4;,...€§

Télloin pétee:

(@ Jos 4 cA4,cA4, < ,nin

Pr(OA,-]=1grgPr(4>

(b) Jos 4, o54,>4,>-- ,niin

Pr(ﬂ A,.j =1imPr(4,)

i i—0

Lause 2.
Olkoon (S,3,Pr) todennékdisyyskenttd ja 4,4,,4;,...€§
Téalloin patee: Jos 4, > 4, D 4, >+ —J, niin

limPr(4,)=0

i—o0

Voidaan osoittaa, ettd Kolmogorovin aksiooma

(iif) A Ay Ay, eFjadnA, =D ixj = Pr(UZlAl.):z:Pr(Ai)
on yhtédpitivi aksioomien

(iii)’ ANA,=D=Pr(4 UA,)=Pr(4)+Pr(4,)

(iv) A13A23A3D-~-—>@:>limPr(An)zo

n—>+%

kanssa. Aksioomaa (iv) kutsutaan usein todennékoisyyden jatkuvuusaksioomaksi.
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6. Kokonaistodenndkoisyys ja Bayesin kaava

Ositus

Joukon § osajoukot

B, By, ..., B,
muodostavat joukon S osituksen, jos seuraavat 3 ehtoa pitevit:
(1) B #0,i=12,...,n
(i1) BNB =0,i#j
(111) S=BUB,U---UB,

Kokonaistodennikoisyyden kaava
Olkoon A4 epétyhji otosavaruuden S osajoukko:
Ac S, A+
Oletetaan, ettd joukot
By, By, ..., By,
muodostavat otosavaruuden S osituksen. Télloin pitee kokonaistodennéikdéisyyden kaava
Pr(A) = i Pr(B,)Pr(A4|B,)
)
Bayesin kaava
Olkoon A4 epétyhji otosavaruuden S osajoukko:
Ac S, A+
Oletetaan, ettd joukot
By, By, ..., B,
muodostavat otosavaruuden S osituksen. Tilloin pitee Bayesin kaava
Pr(B,)Pr(A4|B,)

Pr(B, | A) = ,i=12,...,n

n

> Pr(B,)Pr(4|B)
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7. Verkot ja todennakoisyyslaskenta

Verkko

Verkko eli graafi muodostuu pisteiden joukosta V, sirmien joukosta A ja insidenssikuvauksesta
A:A->V XV

jossa
VD A+, ANV =0

Insidenssikuvaus A kertoo, mitkd verkon pisteistd ovat sdrmien yhdistimid.

Verkkoja tarkastellaan tdssi suunnattuina verkkoina, milla tarkoitetaan sitd, ettd verkon jokaisella
sarmélld on suunta, joka osoittaa sirmin alkupisteestd sirmén loppupisteeseen.

EsimerkKki:
Kuviossa oikealla
Vo= {01V5, V35 Vi Vsy Vs Vis Vs Vs Vigs Vi
A=Aa,,a,,a;,a,,a5,0a5,0a,,d5,dy, 0, }
ja esimerkiksi
A(as) = (V(), V3)
Reitti

Sarmat

{al,az,...,a,ﬁl}

muodostavat reitin pisteestd v, pisteeseen v, , jos on olemassa
pisteet

Vi, V2, ee s Vi
siten, ettd
Alg)=,v,),i=L2,...,k-1

Jos pisteestd v| pisteeseen vy on reitti, sanotaan, ettd reitti vie pisteestd v pisteeseen vy tai, ettd
pisteestéd v| pddsee pisteeseen vy .
Esimerkki:

Kuviossa ylld sirmét ai, as, a7, ag muodostavat reitin pisteesti v, pisteeseen vy.
Puu
Verkko on puu, jonka juurena on piste vy, jos seuraavat ehdot patevit:
(1)  Verkko on yhtendinen.
(11) Verkossa ei ole silmukoita.

(i11)) Jos w # v; on mielivaltainen verkon piste, pisteestd v; pisteeseen w padsee tdasmdlleen yhtd
reittid pitkin.
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EsimerkKki:

Y1l olevan kuvion verkko ei ole puu, koska siind on
silmukoita ja se ei ole yhtenéinen.

Sen sijaan oikealla olevan kuvion verkko on puu.
Puudiagrammin konstruointi satunnaisilmiolle

Satunnaisilmiotd voidaan kuvata puudiagrammilla, jos ilmid
osataan esittdd seuraavassa muodossa:

(1) Ilmiolla on yksi alkutila ja yksi tai useampia lopputiloja.

(1) Ilmio6 koostuu vaihtoehtoisista tapahtumajonoista.

(i11)) Tapahtumajonoissa edetdédn vaiheittain tapahtumasta

toiseen ldhtien ilmion alkutilasta ja padtyen johonkin
ilmion lopputiloista.

(iv) Jokaisessa vaiheessa kohdataan yksi tai useampia tapahtumavaihtoehtoja, joista yksi
realisoituu ja johtaa uusin tapahtumavaihtoehtoihin.

Satunnaisilmioti vastaava puudiagrammi konstruoidaan seuraavalla tavalla:

(1)  Asetetaan puun juuri vastaamaan ilmion alkutilaa.

(1)  Asetetaan puun loppupisteet (”oksien kérjet”) vastaamaan ilmion lopputiloja.

(i11)) Asetetaan puun pisteet ("oksien haarautumiskohdat™) vastaamaan ilmion tapahtumia.

(iv) Viedidan puun jokaisesta pisteestd sdrmd (’oksa”) kaikkiin sellaisiin pisteisiin, joita
vastaavat tapahtumavaihtoehdot ovat ilmion siind vaiheessa mahdollisia.

(v) Liitetddn jokaiseen pisteestd ldhtevddn sdarmaan siind vaiheessa mahdollisten
tapahtumavaihtoehtojen todenndkéisyydet.

Puutodennikoisyydet

Puutodennikoisyydella tarkoitetaan todennékoisyyttd padstd puun alkupisteestd yhden tai
useamman muun puun pisteen mddrddamddn yhdistettyyn tapahtumaan.

Pisteen todenndkéisyys saadaan madrddmalla alkupisteestd ko. pisteeseen vievén reitin
todenndkoisyys.

Reitin todenndikoisyys saadaan soveltamalla reittiin kuuluvien sdrmien todennédkoisyyksiin
tulosddntod.

Usean pisteen mddrddmdn yhdistetyn tapahtuman todenndkéisyys saadaan soveltamalla ko.
pisteisiin vievien reittien todenndkoisyyksiin yhteenlaskusddntod.

Puutodennikoisyyksien tulosiianto
Reitin todenndikoisyys saadaan maaraamalla reittiin kuuluvien sdrmien todennikdéisyyksien fulo.
Puutodennikoisyyksien yhteenlaskusianto

Jos useita (loppu-) tiloja yhdistetddn yhdeksi tapahtumaksi, ndin saadun yhdistetyn tapahtuman
todenndkoisyys saadaan madrddmalla ko. tiloithin vievien reittien todenndkoisyyksien summa.
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Toimintaverkot
Toimintaverkko on systeemi, joka koostuu komponenteista, jotka on kytketty rinnan tai sarjaan.

Alla olevat kytkentidkaaviot kuvaavat kahden komponentin K; ja K, muodostamia sarjaan- ja
rinnankytkentoja.

Sarjaankytkenta: Rinnankytkenta:
K
[ ]
L |
Kl Kz
[ ] [ 1
L LI
Kz
[ ]
L1

Sarjaan kytkennéin toimintatodennakoisyys

Oletetaan, ettd komponentit K; ja K, on kytketty sarjaan ja oletetaan lisdksi, ettd komponentin K;
toiminta (tai toimimattomuus) ei riipu komponentin K, toiminnasta (ja kidintéen).

Komponenttien K; ja K, muodostama sarjaan kytkentd toimii, jos komponentti K, toimii ja
komponentti K, toimii.

Maédritelldén tapahtumat
A ="Komponentti K; toimii”
A, ="Komponentti K, toimii”
Olkoot tapahtumien 4; ja 4, todenndkoisyydet
p1="Pr(4)
P2=Pr(4y)

Koska tapahtumat A4, ja 4, ovat oletuksen mukaan riippumattomia, saadaan komponenttien K; ja K,
muodostama sarjaan kytkenndn toimintatodenndkéisyydeksi riippumattomien tapahtumien
tulosddnnon mukaan

Pr(Komponentti K; toimii ja komponentti K, toimii)

=Pr(41n4,)

= Pr(4,)Pr(4;)

=pip2

= Pr(Komponentti K; toimii)Pr(Komponentti K, toimii)
Rinnankytkennéin toimintatodennakoisyys

Oletetaan, ettd komponentit K; ja K, on kytketty rinnan ja oletetaan liséksi, ettd komponentin K
toiminta (tai toimimattomuus) ei riipu komponentin K, toiminnasta (ja kidintéen).
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Komponenttien K; ja K, muodostama rinnan kytkentd toimii, jos komponentti K| toimii tai
komponentti K, toimii (tai molemmat toimivat).

Maédritelldén tapahtumat
A ="Komponentti K| toimii”
A, = "Komponentti K, toimii”
Olkoot tapahtumien 4; ja 4, todenndkoisyydet
p1="Pr(4)
P2=Pr(4y)

Koska tapahtumat 4, ja 4, ovat oletuksen mukaan riippumattomia, saadaan komponenttien K; ja K,
muodostama rinnan kytkenndn toimintatodenndikoisyydeksi yleisen yhteenlaskusddnnon ja
riippumattomien tapahtumien tulosddnnon mukaan

Pr(Komponentti K; toimii fai komponentti K, toimii)
= Pr(4,vA4>)

=Pr(4,) + Pr(4,) — Pr(4:n4,)

= Pr(4,) + Pr(4,) — Pr(4,)Pr(4>)

= p1Tp2—pip2

= Pr(Komponentti K; toimii) + Pr(Komponentti K, toimii)
— Pr(Komponentti K; toimii)Pr(Komponentti K, toimii)
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8. Satunnaismuuttujat ja todennakodisyysjakaumat

Satunnaismuuttuja

Olkoon (S,§,Pr) todenndkoisyyskenttd, jossa
S = otosavaruus (perusjoukko)
§ = otosavaruuden S osajoukkojen joukossa mairitelty o-algebra
Pr = o-algebran § alkioille mééritelty todenndkoisyysmitta

Jos & on otosavaruuden S reaaliarvoinen (mitallinen) funktio eli

E:S>R

niin & on satunnaismuuttuja. Jos siis
ses

niin
E(s)eR

Todennikoisyysjakauma
Satunnaismuuttujan & todennéikoisyysjakaumalla tarkoitetaan kuvauksen
E:S>R
reaalilukujen joukkoon indusoimaa todenndkdisyysmittaa.
Diskreetti satunnaismuuttuja
Olkoon
E:S—>R
satunnaismuuttuja. Jos otosavaruus S on ddrellinen tai numeroituvasti ddreton, jolloin myos

funktion & arvoalue on ddrellinen tai numeroituvasti dérellinen, sanotaan satunnaismuuttujaa &
diskreetiksi.

Diskreetin satunnaismuuttujan pistetodenniakoisyysfunktio

Olkoon
E:S>R
diskreetti satunnaismuuttuja, jonka arvot ovat xj, Xz, X3, ... , X, tal X1, X2, X3, ... , Xp, ...
Olkoon
T={x1,X2, X3, ... , Xn}
tai
T=1{X1,X20 X35 o0 s Xpy .. }

satunnaismuuttujan & arvojen joukko. Joukko 7 on siis ddrellinen tai numeroituvasti déreton.
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Reaaliarvoinen funktio f maérittelee diskreetin satunnaismuuttujané pistetodenniikoisyysfunktion,
jos seuraavat 3 ehtoa patevit:

(1) f(x,)=Pr(& =x,) kaikillex, e T
(2) f(x;)=0 kaikillex, e T
3) D f)=1
i‘x,eT
Todennékoisyys

Pr§=x)=f(x)=p,,i=123,...
on satunnaismuuttujan & arvoa x; vastaava pistetodennikoisyys.
Diskreetti todenniikoisyysjakauma
Jos f'on diskreetin satunnaismuuttujan
E:S>R
pistetodennékoisyysfunktio, sanomme, ettd satunnaismuuttuja & noudattaa diskreettis
todennékdisyysjakaumaa, jonka pistetodennikoisyysfunktio on f.
Reaaliakselin viilien todennékoisyydet
Olkoon
E:S—>R

diskreetti satunnaismuuttuja ja f vastaava pistetodenndkéisyysfunktio. Talloin reaaliakselin vilin
[a, b] todennidkoisyys on

Prasé<h)= Y f(x)= 3 PrE=x)

i x;€la.b] i|x;€[a.b]

Jatkuva satunnaismuuttuja
Olkoon

E:S>R
satunnaismuuttuja. Satunnaismuuttuja & on jatkuva, jos seuraavat 2 ehtoa pétevit:
(1)  Satunnaismuuttuja & saa kaikki reaalilukuarvot joltakin reaaliakselin valilta.
(i) Todenndkdisyys, ettd satunnaismuuttuja & saa minkd tahansa yksittdisen arvon = 0.
Jatkuvan satunnaismuuttujan tiheysfunktio
Olkoon

E:S—>R

Jjatkuva satunnaismuuttuja.
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Reaaliarvoinen funktio f maéarittelee satunnaismuuttujané tiheysfunktion, jos seuraavat 4 ehtoa
patevit:

(1) f(x) on x:n jatkuva funktio
(2) f(x) =0 kaikille x
3) | f@dx=1

(4) Pr(a<&<b)= j F(x)dx

Jatkuva todennikoisyysjakauma
Jos f'on jatkuvan satunnaismuuttujan
E:S>R
tiheysfunktio, sanomme, ettd satunnaismuuttuja & noudattaa jatkuvaa todenniikdisyysjakaumaa,
jonka tiheysfunktio on f.
Reaaliakselin viilien todennékoisyydet
Olkoon
E:S—>R

Jjatkuva satunnaismuuttuja ja f vastaava tiheysfunktio. Télloin reaaliakselin vélin [a, b]
todenndkdisyys on

Pr(a<&<b)= j F(x)dx

Huomaa, etti
Pr(é=x)=0
kaikille x e R.
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9. Kertymafunktio

Kertyméfunktio
Olkoon
E:S>R
satunnaismuuttuja. Satunnaismuuttujan & kertyméfunktio on reaaliarvoinen funktio

F(x)=Pr(& <x)

Funktio
F:R —>]0,1]
on kertymdfunktio, jos ja vain jos
(1) lim_,  F(x)=0
(2) lim . F(x)=1
3) F on ei -vihenevd:
F(x)<F(x,),jos x, <x,
4) F on jatkuva oikealta:
lim, ,,, F(x+h)=F(x)
Jos funktio
F:R —>]0,1]
on kertyméfunktio, niin
(5) Pr(§ >x)=1-F(x)
(6) Pr(a<& <b)=F(b)—-F(a)

Diskreetin jakauman kertymiafunktio
Olkoon
E:S>R

diskreetti satunnaismuuttuja ja f vastaava pistetodenndkoisyysfunktio. Talloin satunnaismuuttujan &
kertymdfunktio on

F(x)=Prg<x)= ) f(x)= D Pr(§=1x)

i‘xin i‘x[Sx
ja kaintden

f(x,.):Pr(é :xi):F(xi)_F(xi—l)

Reaaliakselin viilien todennékoisyydet
Olkoon
E:S—>R
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diskreetti satunnaismuuttuja, f vastaava pistetodenndkéisyysfunktio ja F vastaava kertymdfunktio.
Talloin reaaliakselin vélin (a, b] todenndkdisyys on

Pr(a <& <b)=F(b)-F(a)
= > f(x)

i‘ X; e(a,b]

= Y Pré=x)

i‘ X; e(a,b]
Jatkuvan jakauman kertyméafunktio

Olkoon
E:S>R

Jatkuva satunnaismuuttuja ja f vastaava tiheysfunktio. Télloin satunnaismuuttujan & kertymdfunktio
on

F(x)=Pr(£ <x) = j F(0)dt
ja kddntden
£ = F'(x) = dim)
X

Reaaliakselin vilien todennikoisyydet
Olkoon
E:S>R

Jatkuva satunnaismuuttuja, f vastaava tiheysfunktio ja F vastaava kertymdfunktio. Talloin
reaaliakselin vélin (a, b] todenndkdisyys on

Pr(a < & <b)=F(b)—F(a)
= [ f(@)dx

Huomaa, etté jatkuville satunnaismuuttujille pétee:

Pr(a<&<b)=Pr(a<é<b)=Pr(a<& <b)=Pr(a<&<b)
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10. Jakaumien tunnusluvut

Diskreetin satunnaismuuttujan odotusarvo
Olkoon
f(x)=Pr(X=x)=p, ,i=123,...

satunnaismuuttujan X pistetodenndkéisyysfunktio. Talloin satunnaismuuttujan X ja sitd vastaavan
todenndkoisyysjakauman odotusarvo on ei-satunnainen vakio

E(X)=u, =inf(xl.) :le. Pr(X:xl.):inpi

Diskreetin satunnaismuuttujan X odotusarvo on olemassa, jos

Z|xi|f(xi)zz‘xi‘Pr(X:xi):Z|xi|pi<oo

Jatkuvan satunnaismuuttujan odotusarvo
Olkoon
S (x)

jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio. Talloin satunnaismuuttujan X ja sitd vastaavan
todennékoisyysjakauman odotusarvo on ei-satunnainen vakio

+00

E(X) =ty = [ 4f ()

—00

Jatkuvan satunnaismuuttujan X odotusarvo on olemassa, jos
J 121 f()dx <o

Odotusarvon ominaisuuksia

Satunnaismuuttujan X odotusarvo on satunnaismuuttujan X todennikoisyysjakauman
todenndkoisyysmassan painopiste.

Olkoon a vakio. Talléin
E(a)=a

Olkoot X;,i=1, 2, ..., n satunnaismuuttujiajaa; , i =1, 2, ... , n vakioita. Talloin

E(iai)(i}:iai E(X,)

Diskreetin satunnaismuuttujan funktion odotusarvo
Olkoon

f(x)=Pr(X=x)=p, ,i=123,...

diskreetin satunnaismuuttujan X pistetodenndkdisyysfunktio ja olkoon g reaaliarvoinen funktio.
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Talloin satunnaismuuttujan g(X) odotusarvoe on ei-satunnainen vakio
E((X0) = f ) = 2, 8(x) f(5) = 2 () Pr(X =x) = g(x)p,
Jatkuvan satunnaismuuttujan funktion odotusarvo
Olkoon
S (x)
jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio ja olkoon g reaaliarvoinen funktio.

Talloin satunnaismuuttujan g(X) odotusarvoe on ei-satunnainen vakio
E(g(X)) =ty = | £(0)f(x)dx

Varianssi

Olkoon satunnaismuuttujan X odotusarvo
E(X)=py
Télloin satunnaismuuttujan X varianssi on ei-satunnainen vakio
D*(X) =Var(X) =0} = E[(X —,)’]
Varianssi voidaan laskea myos kaavalla
D*(X) = Var(X) =0} = E(X")~
jossa
E(X?) = satunnaismuuttujan X 2.momentti

Diskreetin satunnaismuuttujan varianssi
Olkoon

f(xi):Pr(X:xi):pi ,1=1,2,3,...

diskreetin satunnaismuuttujan X pistetodenndkéisyysfunktio. Télloin satunnaismuuttujan X
varianssi on

D*(X)=Var(X) =0} =E[(X - 1,)’]1= > (x,~ 1)’ p,

Diskreetin satunnaismuuttujan X varianssi on olemassa, jos
D*(X) <o

Jatkuvan satunnaismuuttujan varianssi

Olkoon
S (x)

jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio. Tdlloin satunnaismuuttujan X varianssi on
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+ 00

D(X) = Var(X) =0} =E[(X -1, )*]= [ (x—p, )’ f(x)dlx

Jatkuvan satunnaismuuttujan X varianssi on olemassa, jos
D*(X) <o

Standardipoikkeama

Satunnaismuuttujan X standardipoikkeama on ei-satunnainen vakio
D(X)=0, = E[(X_,u)()z]

Varianssin ominaisuuksia

Satunnaismuuttujan X varianssi ja standardipoikkeama kuvaavat satunnaismuuttujan X
todennékoisyysjakauman todennikodisyysmassan hajaantuneisuutta todennidkoisyysmassan
painopisteen E(X) = u, ympérilla.

Olkoon a vakio. Talléin
D?*(a) = Var(a) =0

Olkoot X;,i=1, 2, ..., n rilppumattomia satunnaismuuttujia jaa; ,i =1, 2, ... , n vakioita. Talloin

D’ (iaiXij = iaf D*(X,)
i=1 i=l

Markovin epiyhtilo
Olkoon g(X) satunnaismuuttujan X positiivinen reaaliarvoinen funktio, jonka odotusarvo on

E(g(X))

Talloin jokaiselle reaaliselle, ei-satunnaiselle vakiolle a > 0 patee Markovin epayhtilo:

Pr(g(X)>a)< E(g(X)
a

Tshebyshevin epiyht:ilo

Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka odotusarvo on
EX)=u

ja varianssi on
Var(X) = o

Télloin patee Tshebyshevin epéayhtilo:
Pr(\X—y|2k0)S%

Komplementtitapahtuman todennékdisyyden kaavasta seuraa, ettéd

Pr(\X—y|<k0):1—Pr(|X—y|2k0)21—%
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Momentit

Olkoon X satunnaismuuttuja. Tilloin satunnaismuuttujan X" odotusarvo
E(XY)=a,,k=0,12,...
on satunnaismuuttujan X k. momentti eli k. momentti origon suhteen.
Erityisesti:
o, =1
o, =E(X)=u
Siten satunnaismuuttujan X 1. momentti origon suhteen on satunnaismuuttujan X odotusarvo.
Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka odotusarvo on
E(X)=u
Tillin satunnaismuuttujan (X — u)* odotusarvo

E[(X - |=p . k=0,1,2,...

on satunnaismuuttujan X k. keskusmomentti eli k. momentti painopisteen u suhteen.
Erityisesti:

u =0

1, =E[ (X -p)’ | =0 = Var(X) =D*(X)
Siten satunnaismuuttujan X 1. keskusmomentti sdvidd ja 2. keskusmomentti on satunnaismuuttujan
X varianssi.
Satunnaismuuttujan X k. origomomentti on olemassa, jos

B X [) <o
Satunnaismuuttujan X k. keskusmomentti on olemassa, jos vastaava origomomentti on olemassa.
Voidaan osoittaa, etti jos

E(X[") <o
jollekin n € N, niin

E( X ) <o

kaikille k£ < n. Jos siis satunnaismuuttujalla on #. origomomentti, niin silld on my0s kaikki alempien
kertalukujen momentit.
Vinous

Tunnuslukua

M
Yi="3n
2

kaytetddn todenndkoisyysjakaumien vinouden mittana.
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Jos todennékdoisyysjakauman piste-todennikdisyys- tai tiheysfunktio on yksihuippuinen, pitee
seuraava:

y1 <0: Jakauma on negatiivisesti vino eli vino vasemmalle, jolloin jakauman
vasen hénté on pitempi kuin oikea hinta.

y1 =0: Jakauma on symmetrinen.

y1 >0: Jakauma on positiivisesti vino eli vino oikealle, jolloin jakauman
oikea hinti on pitempi kuin vasen hénta.

Huomautus: Normaalijakaumalle y, = 0.
Huipukkuus
Tunnuslukua

= Ha

_3
T

V2

kaytetddn todenndkoisyysjakaumien huipukkuuden mittana.

Jos todennékdoisyysjakauman pistetodenndkoisyys- tai tiheysfunktio on yksihuippuinen, pitee
seuraava:

7> >0: Jakauma on huipukas (normaalijakaumaan verrattuna).
7> =0: Jakauma on yhta huipukas kuin normaalijakauma.
7> <0: Jakauma on laakea (normaalijakaumaan verrattuna).
Huomautus: Normaalijakaumalle y, = 0.
Kvantiilit
Olkoon X satunnaismuuttuja. Olkoon liséksi
0<p<l
Jos luku x, toteuttaa ehdot
Pr(X<x,)2p
Pr(X=x,)>21-p

sanomme, ettd x, on satunnaismuuttujan X ja sen jakauman kvantiili kertalukua p. Kvantiili x,
toteuttaa epayhtilot

Pr(X<x,) <p<Pr(X<x,)
Kvantiilit voidaan mairitd myds sellaisille satunnaismuuttujille, joilla ei ole momentteja.
Kvantiilit eivdt vdlttimdttd ole yksikdsitteisid:
(1)  Diskreettien satunnaismuuttujien kvantiilit ovat usein monikdsitteisid.
(11) Jatkuvien satunnaismuuttujien kvantiilit ovat yksikdsitteisid.
Olkoon
F(x)=Pr(X<x)
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Jjatkuvan satunnaismuuttujan X kertymdfunktio. Télloin satunnaismuuttujan X kvantiili x,, toteuttaa
yhtélon

F(x,)=p

Kvantiili x, jakaa satunnaismuuttujan X jakauman todennékdisyysmassan kahteen osaan niin, ettd
massasta

px100 %
on kvantiilista x, vasemmalla ja

(1 —p)x100 %
on kvantiilista x,, oikealla.
Kvantiilit ja tilastolliset taulukot

Useimmissa todenndkoisyyslaskennan ja tilastotieteen oppikirjoissa on taulukoituna keskeisten
tilastollisessa pddittelyssd kiytettivien jatkuvien jakaumien (so. normaalijakauman, y*-jakauman,
t-jakauman ja F-jakauman) kvantiileja x,, ja niitd vastaavia todennékoisyyksid p ja useimmissa
tilastollisissa tietokoneohjelmissa on aliohjelmia, jotka laskevat tavallisimpien jatkuvien
jakaumien kvantiileja x,, ja niitd vastaavia todenndkoisyyksid p.

Prosenttipisteet
Jos p on muotoa

p=¢q/100,¢=1,2,...,99
kvantiilia x, kutsutaan ¢. prosenttipisteeksi.

Jatkuvan satunnaismuuttujan tapauksessa q. prosenttipiste jakaa jakauman todennékodisyysmassan
kahteen osaan niin, ettd massasta

q %
on g. prosenttipisteestd vasemmalla ja
(100 —gq) %

on g. prosenttipisteestd oikealla.
Desiilit
Jos p on muotoa
p=10xq/100,¢9=1,2,...,9
kvantiilia x, kutsutaan g. desiiliksi.

Jatkuvan satunnaismuuttujan tapauksessa q. desiili jakaa jakauman todennédkoisyysmassan kahteen
osaan niin, ettd massasta

10xq %
on g. desiilistd vasemmalla ja
(100 — 10xq) %

on g. desiilistd oikealla.
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Kvartilit
Jos p on muotoa

p=25xq/100,9=1,2,3
kvantiilia x, kutsutaan ¢. kvartiiliksi.

Jatkuvan satunnaismuuttujan tapauksessa q. kvartiili jakaa jakauman todenndkoisyysmassan
kahteen osaan niin, ettd massasta

25%q %
on g. kvartiilista vasemmalla ja
(100 — 25%q) %
on g. kvartiilista oikealla.
Kvartiileja merkitidn tavallisesti symboleilla Oy, 0>, Qs ja sanotaan, etti
0O, = alakvartiili
0, = keskikvartiili
0 = yldkvartiili

Jatkuvan satunnaismuuttujan tapauksessa kvartiilit jakavat jakauman todennikdisyysmassan
neljddn yhtd suureen osaan:

25 % massasta on kvartiilista Q) vasemmalle
25 % massasta on kvartiilien Q) ja O, vilissd
25 % massasta on kvartiilien Qs ja Q3 vilissd
25 % massasta on kvartiilista Qs oikealle
Mediaani
Jos
p=0.5
kvantiilia x, kutsutaan mediaaniksi. Mediaania merkitéan tavallisesti symbolilla Me.

Jatkuvan satunnaismuuttujan tapauksessa mediaani Me jakaa jakauman todenndkodisyysmassan
kahteen yhtd suureen osaan niin, ettd massasta

50 %

on mediaanista vasemmalla ja
50 %

on mediaanista oikealla.

Jakauman mediaani ei vélttamdttd ole yksikisitteinen. Jakauman mediaani yhtyy jakauman 50.
prosenttipisteeseen, 5. desiiliin ja keskikvartiiliin O,. Mediaani voidaan méératd myos sellaisille
satunnaismuuttujille, joilla ei ole odotusarvoa.

Jos satunnaismuuttujan X jakauma on symmetrinen suoran x = a suhteen, niin jakauman mediaani
yhtyy pisteeseen a:

Me=a
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Jos symmetriselld jakaumalla on odotusarvo E(X) = u, niin jakauman mediaani yhtyy pisteeseen u:
Me = u

Moodi

Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, jonka pistetodenndkéisyysfunktio on
fix)=Pr(X=x)

Piste Mo on diskreetin satunnaismuuttujan X ja sen jakauman moodi, jos pistetodenndkoisyys-
funktio f{x) saavuttaa maksiminsa pisteessd x = Mo:

f(Mo) = max f(x)

Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio on

Sx)

Piste Mo on jatkuvan satunnaismuuttujan X ja sen jakauman moodi, jos tiheysfunktio f{x) saavuttaa
maksiminsa pisteessd x = Mo:

f(Mo) = max f(x)

Jakauman moodi ei vdlttimdittd ole yksikéasitteinen. Moodi voidaan maaritd myds sellaisille
satunnaismuuttujille, joilla ei ole odotusarvoa.
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11. Diskreetteja jakaumia

Diskreetti tasainen jakauma

Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, jonka mahdolliset arvot ovat

X1, X2, e 5 Xp
Oletetaan, ettd satunnaismuuttujan X mahdollisiin arvoihin x;, xy, ... , x, liittyvdt todenndkdisyydet
ovat yhté suuria:
1 .
Pr(X=x)=—,i=12,...,n
n

Talloin satunnaismuuttuja X noudattaa diskreetti tasaista jakaumaa, jonka pistetodenndikoisyys-
funktio on

f(x)=Pr(X =x)=p, =l,i:1,2,...,n
n

Diskreetin tasaisen jakauman tunnusluvut

Odotusarvo:
1
E(X)::uX =X :—in
n o
2. momentti:
E(X’)= 1fo
n o
Varianssi:
DA(X) = Var(X) =% =+ 3 (x, %)} = B(X*)~[E(X)]
i=1
Standardipoikkeama:

DX) =0, = [~ (¥~ %)’
n i

Bernoulli-jakauma

Olkoon A4 otosavaruuden S tapahtuma ja olkoon
Pr(4) =p

Téll6in tapahtuman 4 komplementtitapahtuman (tapahtuma A ei satu) A todennédkoisyys on
Prd)=1-p=¢

Madritellddn diskreetti satunnaismuuttuja X seuraavalla tavalla:

P {1, jos tapahtuma A4 sattuu

0, jos tapahtuma 4 ei satu
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Talloin satunnaismuuttujan X jakauma on
Pr(X=D)=p
Pr(X=0)=1-p=¢

ja satunnaismuuttujan X pistetodenndkoisyysfunktio on

f(x)=p'¢™,0<p<l,g=1-p,x=0,1

Sanomme, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa Bernoulli-jakaumaa parametrilla p ja kiytimme
tastd merkintdé:

X ~ Bernoulli(p)

Bernoulli-kokeiden yhteys eriisiin diskreetteihin todennikoisyysjakaumiin

Toistetaan toisistaan riippumatta samaa Bernoulli-koetta ja tarkastellaan tapahtuman 4 sattumista
toistojen aikana.

(1) Binomijakauma saadaan mairdamalld todenndkoisyys sille, ettd tapahtuma A4 sattuu x kertaa,
kun koetta toistetaan » kertaa.

(1)) Geometrinen jakauma saadaan méairaamalld todenndkdisyys sille, ettd tapahtuma A4 sattuu
ensimmaisen kerran x. koetoistossa.

(i11)) Negatiivinen binomijakauma saadaan maaraamailla todennikdisyys sille, ettd tapahtuma A
sattuu 7. kerran x. koetoistossa.

(iv) Poisson-jakauma voidaan johtaa binomijakauman raja-arvona, kun koetoistojen lukuméaéran
annetaan tiettyjen ehtojen vallitessa kasvaa rajatta. Siten Poisson-jakauma kuvaa harvinaisten
tapahtumien todennikdisyyksié pitkissd toistokoesarjoissa.

Binomijakauma

Olkoon A4 otosavaruuden S fapahtuma ja olkoon
Pr(4) =p

Téll6in tapahtuman 4 komplementtitapahtuman (tapahtuma A ei satu) A todennédkoisyys on
Prd)=1-p=¢

Toistetaan sitd satunnaiskoetta, jonka tulosvaihtoehtoja otosavaruus S kuvaa, n kertaa, jossa n on

kiinted (ei-satunnainen), ennen koetoistojen tekemistd paitetty luku. Oletetaan lisdksi, ettd koe-
toistot ovat toisistaan riippumattomia.

Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, joka kuvaa tapahtuman A4 esiintymiskertojen lukumaéraa
koetoistojen joukossa.

Talloin satunnaismuuttuja X noudattaa binomijakaumaa parametrein # ja p:

X ~ Bin(n, p)

ja sen pistetodenndkoisyysfunktio on

f(x)zPr(X:x):(njp"q”x ,0<p<l,g=1-p,x=0,1,2,...,n
X
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Binomijakauman tunnusluvut

Odotusarvo:

E(X)=p, =np
Varianssi:

D’(X)=Var(X) =0} =npq
Standardipoikkeama:

D(X)=0, =/npq

Binomijakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien summan jakauma

Olkoot X;, Xa, ... , X, ovat riippumattomia satunnaismuuttujia, jotka noudattavat binomijakaumia
parametrein (n1, p), (n2, p), ... , (1, p):
X, X,,.., X, L

X, ~Bin(n,,p),i=12,....k

Talloin diskreetti satunnaismuuttuja

X:i&
i=1

noudattaa binomijakaumaa parametrein n = n; + ny + -+ + ng ja p:
X ~ Bin(n, p)
Binomijakauman ja Bernoulli-jakauman yhteys

Olkoot X, X2, ... , X, ovat riippumattomia, samaa Bernoulli-jakaumaa Bernoulli(p) noudattavia
diskreettejd satunnaismuuttujia:

X, X,,....X, L
X, ~Bermoulli(p),i=12,...,n

Talloin diskreetti satunnaismuuttuja

x=Yx,
i=1

noudattaa hinomijakaumaa parametrein n ja p:

X ~ Bin(n, p)

Geometrinen jakauma

Olkoon 4 otosavaruuden S tapahtuma ja olkoon
Pr(4) =p

Tall6in tapahtuman A komplementtitapahtuman (tapahtuma A ei satu) 4° todennékoisyys on
Prd)=1-p=¢q
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Toistetaan sitd satunnaiskoetta, jonka tulosvaihtoehtoja otosavaruus S kuvaa kunnes tapahtuma 4
havaitaan 1. kerran. Oletetaan lisdksi, ettd koetoistot ovat toisistaan riippumattomia.

Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, joka kuvaa tehtyjen koetoistojen lukumaardi, kun
tapahtuma A havaitaan 1. kerran.

Talloin satunnaismuuttuja X noudattaa geometrista jakaumaa parametrilla p:
X ~ Geom(p)

ja sen pistetodenndkdisyysfunktio on
f(X)=Pr(X=x)=¢""'p,0<p<l,g=1-p,x=1,2,3,...
Satunnaismuuttujan X kertymdfunktio on
F(x)=Pr(X <x)=1—(1- p)"
jossa

[x] = suurin kokonaisluku, joka < x

Komplementtitapahtuman todenndkdisyyden kaavan mukaan
Pr(X > x)=1-Pr(X <x)=1-F(x)=(1- p)I

Geometrisen jakauman tunnusluvut

Odotusarvo:
1
E(X)= Hy =—
p
Varianssi:
D*(X)=Var(X)=c2 =L
p
Standardipoikkeama:

D(X)zaxzﬁ
p

Negatiivinen binomijakauma

Olkoon 4 otosavaruuden S tapahtuma ja olkoon
Pr(4) =p

Tall6in tapahtuman A komplementtitapahtuman (tapahtuma A ei satu) 4° todennékoisyys on
Prd)=1-p=¢q

Toistetaan sitd satunnaiskoetta, jonka tulosvaihtoehtoja otosavaruus S kuvaa kunnes tapahtuma 4
havaitaan r. kerran. Oletetaan liséksi, ettd koetoistot ovat toisistaan riippumattomia.

Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, joka kuvaa tehtyjen koetoistojen lukuméarii, kun
tapahtuma A4 havaitaan r. kerran.
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Talloin satunnaismuuttuja X noudattaa negatiivista binomijakaumaa parametrein r ja p:
X ~ NegBin(r, p)

ja sen pistetodenndkdisyysfunktio on

-1
f(X)=Pr(X=X)=()C Jq“p’ ,0<p<l,g=1-p

l/'_
r=123,...;x=r,r+1,r+2,...

Negatiivisen binomijakauman tunnusluvut

Odotusarvo:
r
E(X) = Hy =—
p
Varianssi:
D*(X)=Var(X)=c2 =L
p
Standardipoikkeama:

D(X)zGX:\/E

Geometrinen jakauma negatiivisen binomijakauman erikoistapauksena
Olkoon
X ~ NegBin(r, p)
jossa
r=1
Talloin X noudattaa geometrista jakaumaa parametrilla p:
X ~ Geom(p)

Hypergeometrinen jakauma
Olkoon perusjoukon § alkioiden lukumééra
n(S)=N

Tarkastellaan perusjoukon S ositusta joukkoon 4 ja sen
komplementtiin 4° ja olkoon

n(A)=r
n(A)Y=N-r

N\

Valitaan perusjoukosta S satunnaisesti osajoukko B ja
olkoon B

n(B)=n
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Perusjoukon S ositus joukoiksi 4 ja A° indusoi joukon B osituksen joukoiksi BNA4 ja BNA° .

Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, joka kuvaa joukossa B olevien joukon A4 (eli joukon BNA)
alkioiden lukuméaraa.

Talloin satunnaismuuttuja X noudattaa hypergeometrista jakaumaa parametrein N, r ja n:

X ~ HyperGeom(N,r,n)

ja sen pistetodenndkdisyysfunktio on

X n

o
f()=Pr(X =x)= T_x , max[0, 72— (N —r)] < x < min(n, r)
»)

Hypergeometrisen jakauman tunnusluvut

Odotusarvo:
B(X) =, =n—
N
Varianssi:
r r\(N-n
D’(X)=Var(X) =0, :nﬁ(l—ﬁj( N—lj
Standardipoikkeama:

=)
N N J\N-1

Hypergeometrisen jakauman ja binomijakauman yhteys
Hypergeometrista jakaumaa voidaan approksimoida binomijakaumalla, jos otantasuhde
n/N
jossa
n =n(B) = otoskoko
N =n(S) = perusjoukon koko
on kyllin pieni. Néin on kdytdnndssé, jos
n/N < 0.05

Huomaa, etté jos perusjoukon S koko N ldhestyy ddretontd, otantasuhde konvergoi nollaa kohden ja
siten hypergeometrinen jakauma lédhestyy binomijakaumaa.

Otanta takaisinpanolla ja ilman takaisinpanoa

Poimitaan perusjoukosta satunnaisesti otos (osajoukko) arpomalla alkiot perusjoukosta otokseen
yksi kerrallaan.
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Otoksen poiminta voidaan toteuttaa joko takaisinpanolla tai ilman takaisinpanoa:

(1)  Otannassa takaisinpanolla eli palauttaen perusjoukon alkiot arvotaan otokseen yksi
kerrallaan niin, ettd alkiot palautetaan vilittdmasti jokaisen arpomisen jdlkeen takaisin
perusjoukkoon, jolloin sama alkio voi tulla poimituksi otokseen useita kertoja.

(1)  Otannassa ilman takaisinpanoa eli palauttamatta alkiot arvotaan otokseen yksi kerrallaan
niin, ettd alkioita ei palauteta arpomisen jélkeen takaisin perusjoukkoon, jolloin sama alkio
voi tulla poimituksi otokseen vain kerran.

Olkoon perusjoukon S koko
N=n(S)
Tarkastellaan perusjoukon S osajoukkoa 4, jonka koko on
r=n(A)
Poimitaan perusjoukosta S satunnaisesti osajoukko B, jonka koko on
n=n(B)
Madritelldén diskreetti satunnaismuuttuja
X ="A-tyyppisten alkioiden lukumaiiri otoksessa B”

Jos otos poimitaan perusjoukosta palauttaen eli takaisinpanolla, satunnaismuuttuja X noudattaa
binomijakaumaa parametrein n ja p:

X ~ Bin(n, p)

Jos otos poimitaan perusjoukosta palauttamatta eli ilman takaisinpanoa, satunnaismuuttuja X
noudattaa hypergeometrista jakaumaa parametrein N, r ja n:

X ~ HyperGeom(N,r,n)

Poisson-jakauma

Toistetaan samaa satunnaiskoetta ja oletetaan, ettd toistot ovat toisistaan riippumattomia.
Tarkastellaan jonkin tapahtuman A sattumista toistojen aikana. Oletetaan, ettd tapahtuman 4
tapahtumaintensiteetti eli keskimddrdinen lukumddrd aika- (tai tilavuus-) yksikkod kohden on A.

Maédritelldén diskreetti satunnaismuuttuja X:
X = Tapahtuman 4 esiintymisten lukumaira aika- (tai tilavuus-) yksikk6d kohden

Tietyin oletuksin satunnaismuuttuja X noudattaa Poisson-jakaumaa parametrilla As:

X ~ Poisson(As)
jossa
s = ajanjakson pituus aikayksikoissi
A = tapahtuman 4 esiintymisten keskimddrdinen lukumddrd

aika- (tai tilavuus-) yksikkod kohden

ja sen pistetodenndkoisyysfunktio on
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e’ (As)”

f(x)=Pr(X =x)= ,x=0,1,2,...

Poisson-jakauman tunnusluvut

Odotusarvo:
E(X)=u, =2s
Varianssi:
D*(X)=Var(X) =0 = s
Standardipoikkeama:
D(X)=0, =15
Poisson-jakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien summan jakauma
Olkoot Xi, X>, ..., X, ovat rilppumattomia satunnaismuuttujia, jotka noudattavat Poisson-jakaumia
parametrein Ay, Ay, ..., A :
X, X,,..,X, L

X, ~Poisson(4,),i=12,....k

Talloin diskreetti satunnaismuuttuja

X:ix
i=1

noudattaa Poisson-jakaumaa parametrilla A =24, + A, + -+ + Ay :
X ~ Poisson(A)

Poisson-jakauman ja binomijakauman yhteys

Olkoon
X, ~ Bin(n, p)
Annetaan
n— o
ja
p—0
siten, ettd
np=»A

Talloin satunnaismuuttujan X, jakauma lihestyy Poisson-jakaumaa parametrilla A:

lg{l@ fBin(",P)(x) = fPoisson(/l) (x),x=0,L2,...

p—0
np=2L

@ llkka Mellin (2010) 43/94



Todennakdisyyslaskennan kertausta

Poisson-jakauman ja eksponenttijakauman yhteys
Olkoon
X = tapahtumien lukumairé aikayksikkod kohden
Oletetaan, etti
X ~ Poisson(A)
ja olkoon

Y = odotusaika 1. tapahtumalle (tai tapahtumien véliaika)

Talloin Y on jatkuva satunnaismuuttuja, joka noudattaa eksponenttijakaumaa parametrilla A:

Y ~ Exp(4)
jolloin
E(Y)=1/4

Voidaan osoittaa, ettd jakaumien vilinen yhteys toimii molempiin suuntiin: ts. jos satunnais-
muuttuja

X = odotusaika 1. tapahtumalle (tai tapahtumien viliaika)
noudattaa eksponenttijakaumaa parametrilla A:

X ~ Exp(1)
niin satunnaismuuttuja

Z = tapahtumien lukuméérd aikayksikkod kohden
noudattaa Poisson-jakaumaa parametrilla A:

Z ~ Poisson(A)
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12. Jatkuvia jakaumia

Jatkuva tasainen jakauma
Olkoon jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio

O,x<a

f(x)= ! ,a<x<bh
b—a

O,x>a
Télloin satunnaismuuttuja X noudattaa jatkuvaa tasaista jakaumaa parametrein a ja b.
Merkitéén:
X ~ Uniform(a,b)
Jatkuvan tasaisen jakauman tunnusluvut
Odotusarvo:

a+b

E(X) =

Varianssi ja standardipoikkeama:

(b—a)’
12

D*(X) = Var(X) =
b—a

23

Jatkuvan tasaisen jakauman kertyméafunktio

D(X) =

Jatkuvan tasaisen jakauman kertymdfunktio on

0,x<a

xX—

F(x)=Pr(X <x)=42"% a4<x<b

1,x>b

Eksponenttijakauma
Olkoon jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio
flx) = Aexp(-Ax) ,A>0,x>0
Télloin satunnaismuuttuja X noudattaa eksponenttijakaumaa parametrilla A.
Merkitéén:

X ~ Exp(4)
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Eksponenttijakauman tunnusluvut

Odotusarvo:
E(X) =+
A
Varianssi ja standardipoikkeama:
1
D*(X) = Var(X) =

D(X) = %

Eksponenttijakauman kertymifunktio

Eksponenttijakauman kertymdfunktioksi saadaan
F( = [ f(t)dt = [ Lexp(-Ands
0 0

= [—exp(-20)];
=l-exp(—-Ax),A>0,x>0
Siten
Pr(X>x)=1-PX<x)=1-F(x) = exp(—Ax)
jossa F{(x) on eksponenttijakauman kertymdfunktio.
Eksponenttijakauman ja Poisson-jakauman yhteys
Olkoon
X = odotusaika 1. tapahtumalle (tai tapahtumien véliaika)
Oletetaan, ettd
X ~Exp(4)
ja olkoon
Z = tapahtumien lukumééra aikayksikkod kohden
Talloin Z on diskreetti satunnaismuuttuja, joka noudattaa Poisson-jakaumaa parametrilla A:
Z ~ Poisson(A)
jolloin
E(Z2)=A

Voidaan osoittaa, ettd jakaumien vélinen yhteys toimii molempiin suuntiin: ts. jos satunnais-
muuttuja

Z = tapahtumien lukumééra aikayksikkod kohden
noudattaa Poisson-jakaumaa parametrilla A:
Z ~ Poisson(A)

niin satunnaismuuttuja
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X = odotusaika 1. tapahtumalle (tai tapahtumien viliaika)
noudattaa eksponenttijakaumaa parametrilla A:

X ~ Exp(A)

Normaalijakauma

Olkoon jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio

2
exp{—%(x_uj },—oo<u<+oo,a>0,—oo<x<+oo
o

1
fx)= N
Tilloin satunnaismuuttuja X noudattaa normaalijakaumaa parametrein u ja o,
Merkitéén:
X ~N(u,07)
Normaalijakauman tiheysfunktion ominaisuuksia
(1) Normaalijakauman tiheysfunktio f{x) on kaikkialla positiivinen:
fix)>0,—0<x<+4o0
(i) Tiheysfunktio on yksihuippuinen.
(ii1) Tiheysfunktio saa maksimiarvonsa pisteessi L.
(iv) Tiheysfunktio on symmetrinen pisteen x = u suhteen:
Au—x)=fp+x),—0<x<+too
Normaalijakauman tunnusluvut
Odotusarvo:
E(X)=u
Varianssi ja standardipoikkeama:

D*(X)=Var(X)=0"

D(X)=0
Standardoitu normaalijakauma
Jos
X ~ N(0,1)
sanomme, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa standardoitua normaalijakaumaa.
Standardointi
Jos
X ~N(u,0%)
niin
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z=X7F N
(o2

Normaalijakauma ja standardoitu normaalijakauma

Olkoon
X ~N(u,0%)
Talloin
Z= Xl N(0,1)
o
ja

Pr(angb):Pr(a_”sX_”sb_”szr(ﬂgzsb_”j
(@2 (@2 (@2 (@2 (@2

Siten normaalijakaumaan N(u, *) liittyvit todenniikoisyydet voidaan mdiritd standardoidun
normaalijakauman N(0,1) avulla.

EsimerkKki:
X ~N(2,1/4) Z=(X -y} oy ~N(O,1)
9 09
0.8 {#x =2 08 {#z=0
07 {o3 =1/4 07 {o; =1
0.6 | 0.6 -
0.5 1 0.5 1
0.4 0.4
0.3 | 0.3 -
0.2 0.2
0.1 - e 0.1 4
0 T T T T T T T U T T T T
4 3 2 414 0 1 2 3 4 4 3 -2 4 0 1 2 3 4
t— ot
a=15 b=3 a iy b,
Oy e
Standardoidun normaalijakauman N(0,1) taulukoista saadaan:
Alueen 4 pinta-ala
=Pr(1.5< X £3)
_pr 1'5_2£X_2£3_2
1/2 /2 1/2
=Pr(-1<£Z<2) | Z ~ N(0,1)
=Pr(Z<2)-Pr(Z <-1)
=0.9772-0.1587 = 0.8185
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Normaalijakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien summan jakauma
Olkoon

Xi,i=1,2,...,n
jono riippumattomia normaalijakautuneita satunnaismuuttujia:

X, ~N(y,,02),i=1,2,....,n

X, X, X, L
Olkoon

Y =) X,

i=1

riippumattomien satunnaismuuttujien X; , i =1, 2, ... , n summa. Talloin

Y, ~ N(ty + y +--4 11,07 +0; +--+0,)
Oletetaan, ettd riippumattomat satunnaismuuttujat X; , i =1, 2, ... , n noudattavat samaa
normaalijakaumaa:

X, ~N(u,6%),i=12,...,n

X, X, X, L
Talloin

Y, => X, ~ N(nu,no?)

i=1
Normaalijakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien aritmeettisen keskiarvon jakauma
Olkoon
Xi,i=1,2,...,n
jono riippumattomia, samaa normaalijakaumaa noudattavia satunnaismuuttujia:

X, ~N(u,0%),i=1,2,...,n

X, X,,..,X, L
Olkoon
_ 1
X=-) X,
nig
riippumattomien satunnaismuuttujien X; , i = 1, 2, ... , n aritmeettinen keskiarvo. Télloin

2
)_(NN(/J,G—j
n

Keskeinen raja-arvolause
Olkoon
Xi,i=1,2,....n
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jono riippumattomia, samoin jakautuneita satunnaismuuttujia, joiden odotusarvo ja varianssi ovat
E(X,))=u,i=L2,...,n
DZ(XZ.) =c’,i=12,....n

Olkoon
v=Yx,
i=1
riippumattomien satunnaismuuttujien X; , i =1, 2, ... , n summa. Talloin
E(Y,)=nu
D*(Y,) = no”

Standardoidaan satunnaismuuttuja Y,

7 Yi—nu

n G\/E

Jos

n— +00
niin satunnaismuuttujan 7, jakauma ldihestyy rajatta standardoitua normaalijakaumaa N(0,1):
z X, —nu

lim Pr| = <z |=Dd(2)

ST ol

jossa @(z) on standardoidun normaalijakauman N(0,1) kertymdfunktio.

Merkinta:
Z, ~, N(O,1)
Keskeinen raja-arvolause ja binomijakauma
Olkoon
X ~ Bin(n, p)
ja
q=1-p
jolloin
E(X) =np
D*(X) =npq

Koska binomijakautunut satunnaismuuttuja X voidaan esittda riippumattomien, samaa Bernoulli-
jakaumaa Bernoulli(p) noudattavien satunnaismuuttujien summana, keskeisestd raja-arvolauseesta
seuraa, etta

lim P{X_”p Szqu)(z)

n—+w \/@
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jossa @ on standardoidun normaalijakauman N(0,1) kertymdfunktio. Téta keskeisen raja-arvo-

lauseen erikoistapausta kutsutaan tavallisesti De Moivren ja Laplacen raja-arvolauseeksi.

Keskeinen raja-arvolause ja Poisson-jakauma

Olkoon
X ~ Poisson(A)
jolloin
E(X)=4
D*(X)=1

Talloin keskeisestd raja-arvolauseesta seuraa, etti

n—>+ow

lim Pr(X_l SZ)ZCD(Z)

jossa @ on standardoidun normaalijakauman N(0,1) kertymdfunktio.

Log-normaalijakauma

Olkoon jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio

11 1 logx—ujz
X)=——— —expi——| ———| t,—o<u<+40,0>0,0<x<+w
S(x) oo x p{ 2( - H

Tilldin satunnaismuuttuja X noudattaa log-normaalijakaumaa parametrein y ja o

Merkitéén:
X ~ LogN(u,0?)
Log-normaalijakauman tunnusluvut

Odotusarvo:
E(X)=et "2
Varianssi ja standardipoikkeama:
D*(X) = Var(X) = Q2 Hro7) _ p2uratin)
D(X)= \/W
Log-normaalijakauman ja normaalijakauman yhteys
Olkoon
log X ~ N(u,0%)
Télloin

X ~ LogN(u,0%)
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Cauchy-jakauma

Olkoon jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio

f)=

————,—0<0 <40, -0 <x <+0
n 1+(x—-0)

T&lloin satunnaismuuttuja X noudattaa Cauchy-jakaumaa parametrilla 6.
Merkitdén:

X ~ Cauchy(0)

Cauchy-jakauman tunnusluvut

Cauchy-jakaumalla ei ole momentteja ja siten silld ei ole odotusarvoa eikd varianssia.

Parametri 6 on Cauchy-jakauman mediaani ja my6s moodi.

Gamma-jakauma

Olkoon jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio

1
f(x)z—ax“"le"”ﬁ,a>0,ﬂ>0,x20
(o) p

jossa
I(a)= j e dt
0

on ns. gamma-funktio.
Télloin satunnaismuuttuja X noudattaa gamma-jakaumaa parametrein o ja .
Merkitéén:
X ~ Gamma(a, )
Gamma-funktion ominaisuudet

Gamma-funktio maaritelldan kaavalla
(@)= J't““e"dt
0

Gamma-funktiolla on seuraavat ominaisuudet:

(1) INa+l)=al(a)
(11) I'n)=(n-1)!,nell
(iii) r&)=r

Gamma-jakauman tunnusluvut

Odotusarvo:

E(X)=ap
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Varianssi ja standardipoikkeama:

D*(X)=Var(X)=af’

D(X) = pva
Gamma-jakauman ja Poisson-jakauman yhteys
Olkoon

X ~ Gamma(a, )
jossa a on luonnollinen luku eli

aeN
Talloin

Pr(X <x)=Pr(Y 2 )
jossa

Y ~ Poisson(x/ )
Eksponenttijakauma gamma-jakauman erikoistapauksena
Olkoon

X ~ Gamma(a, )
jossa

a=1

Talloin X noudattaa eksponenttijakaumaa parametrilla 1/f :

X ~ Exp(l/ B)
xz-j akauma gamma-jakauman erikoistapauksena
Olkoon
X ~ Gamma(a, f)
jossa
g
2
L=2
Tilldin X noudattaa y*-jakaumaa (ks. lukua 11) vapausastein p:
X~ (p)

Beta-jakauma
Olkoon jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio
1
B(a, B)

x*'1-x)"a>0,>0,0<x<1

fx)=

jossa
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B(a, B) = Tt“-l (1-1)""dt

on ns. beta-funktio.

Talloin satunnaismuuttuja X noudattaa beta-jakaumaa parametrein « ja .

Merkitian:

X ~ Beta(a, f)

Beta-funktion ominaisuuksia

Beta-funktio méairitellaian kaavalla
B(a, ) = j 7 (1—-1) " dt
0

Beta-funktiolla ja gamma-funktiolla on seuraava yhteys:

F'(@)I'(B)
I'a+p)

jossa I'(+) ns. gamma-funktio.

B(a, p) =

Beta-jakauman tunnusluvut
Odotusarvo:

a
a+pf

E(X) =

Varianssi ja standardipoikkeama:

D*(X) = Var(X) = op
(a+p) (a+p+1)

D(X) = 1 af
a+pB\N(a+p+1)

Jatkuva tasainen jakauma beta-jakauman erikoistapauksena

Olkoon

X ~ Beta(a, )

jossa
a=p=1

Talloin X noudattaa jatkuvaa tasaista jakaumaa vililla (0,1):
X ~ Uniform(0,1)
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Weibull-jakauma

Olkoon jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio

f(x)=%x7*e‘x”ﬂ,y>o,ﬂ>o,0gx<oo

Talloin satunnaismuuttuja X noudattaa Weibull-jakaumaa parametrein yja £.

Merkitéén:
X ~ Weibull(y, B)

Weibull-jakauman tunnusluvut

Odotusarvo:
E(X)=B""T(1+1/y)

jossa I'(+) ns. gamma-funktio.

Varianssi ja standardipoikkeama:
D*(X)=Var(X)=B>"T(1+2/y)-[E(X)]
D(X) = /Var(X)

jossa I'(+) ns. gamma-funktio.

Weibull-jakauman ja eksponenttijakauman yhteys
Olkoon

X ~ Exp(B)

Tallsin X7 noudattaa Weibullin jakaumaa parametrein yja [

X ~ Weibull(y, B)
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13. Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia

Zz-jakauma

Olkoot X; ,i=1, 2, ..., n riippumattomia, standardoitua normaalijakaumaa N(0,1) noudattavia
satunnaismuuttujia:

X ~N@©,1),i=12,....n
X, Xy X, L

Talloin satunnaismuuttuja

X= Zn:Xiz
i=1

noudattaa y’-jakaumaa vapausastein (eli parametrilla) n:
X~y (n)

2*-jakauman tiheysfunktio on muotoa

J(x)=———=<x* e?,05x<

jossa I'(+) ns. gamma-funktio.

xz-jakauman tunnusluvut

Oletetaan, etti X ~ x> (n).

Odotusarvo:
E(X)=n

Varianssi ja standardipoikkeama:
D*(X)=Var(X)=2n
D(X)=+2n

xz-j akauman taulukot

Koska y’-jakauman tiheysfunktion integraalifunktiota ei tunneta, joudutaan y*-jakaumaan liittyvit
todenndkoisyydet madrddmadn numeerisesti. Tama tapahtuu kiytdnndssa tietokoneohjelmien tai
taulukoiden avulla.

Sovelletun todennikodisyyslaskennan kurssilla kéytetyissé taulukoissa on taulukoituna usealle eri
vapausasteiden arvolle df = n pisteiti x, jotka erottavat todenndksisyysmassat

px = 0.999,0.99,0.95, 0.9, 0.1, 0.05, 0.01, 0.001

y’-jakauman oikealle héinndlle.
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Siten taulukoista 10ytyy pisteitd x, jotka toteuttavat

ehdon 012 #00)
p, =Pr(X >2x) 0.1 -

Koska erds taulukoiden tarkeimmista kéyttoalueista 0.08 |

on tilastollinen testaus, kutsutaan todennékoisyytté

px taulukoissa merkitsevyystasoksi ja pistetta x 0.06 1

vastaavaksi kriittiseksi rajaksi. o

0.02 1

10 156 20 25 30 36

—t
3.940 18.307

F-jakauma

Olkoot ¥;,i=1,2,...,mjaX;,i=1,2, ..., nriippumattomia, standardoitua normaalijakaumaa
N(0,1) noudattavia satunnaismuuttujia:

Y ~N@©,1),i=12,....m; X, ~N(0,1),i=1,2,...,n
Y. Y Y, X, X, X, L

Talloin satunnaismuuttujat

Y:iyf;)(z X?
j=1

i i=1

ovat riippumattomia ja noudattavat y*-jakaumaa vapausastein m ja n:

Y ~ x*(m); X ~ x*(n)

Y1 X
Maédritelldén satunnaismuuttuja
1
7o mo_nY
1 x m X
n

Satunnaismuuttujat F noudattaa F-jakaumaa vapausastein (parametrein) m ja n:
F ~ F(m,n)

F-jakauman tiheysfunktio on muotoa

r‘(m+nj m m+n
f(x)z—2 j(ﬁjzle(Hﬂxj ’ ,0<x <o
n

jossa I'(+) ns. gamma-funktio.
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F-jakauman tunnusluvut
Oletetaan, ettd F' ~ F(m,n).
Odotusarvo:

n

B(X) = n>2

Varianssi ja standardipoikkeama:

2n*(m+n-2)

D*(F)= Var(F) =

D(F) = 2n* (m+n—-2) n>d
mn—-2)"(n-4)°

F-jakauman taulukot

,n>
m(n—2)(n—4)

Koska F-jakauman tiheysfunktion integraalifunktiota ei tunneta, joudutaan F-jakaumaan liittyvét
todennikoisyydet madrddmain numeerisesti. Tama tapahtuu kéytdnnossa tietokoneohjelmien tai

taulukoiden avulla.

Sovelletun todennékoisyyslaskennan kurssilla kdytetyissd taulukoissa on taulukoituna usealle eri
vapausasteiden df; = m ja df, = n arvoille pisteitd x, jotka erottavat todenndkdisyysmassat

px=0.05,0.025, 0.01, 0.005
F-jakauman oikealle hinnille.

Siten taulukoista 10ytyy pisteitd x, jotka toteuttavat

10, 60
ehdon , A )

p, =Pr(F >x) os ]0.05
Koska erds taulukoiden tarkeimmistd kayttoalueista
on tilastollinen testaus, kutsutaan todennikoisyytta 0.6 1
px taulukoissa merkitsevyystasoksi ja pistettd x
vastaavaksi kriittiseksi rajaksi. o
Pisteet x, jotka erottavat todennikodisyysmassat 0.2 . LS 0.05

0.05, 0.025, 0.01, 0.005

0 ! ¥

F-jakauman vasemmalle hénnille saadaan kdyttdmalla 0 2 3 a
hyvéksi seuraavaa F-jakauman ominaisuutta: "I" "I‘
Jos 0.3815 1.993

G~ F(n,m)
niin

F= ! F(m,n)

G b
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Madratadn siis piste y siten, etti

Pr(G=2y)=p
jossa
G ~ F(n,m)
Talloin
Pr(G>y)= Pr(i < lj = Pr(F < lj
G vy y
jossa
F ~ F(m,n)
Siten piste
x=1/y
toteuttaa ehdon
Pr(F<x)=p
tjakauma
Olkoot Yja X;,i=1, 2, ..., n riippumattomia, standardoitua normaalijakaumaa N(0,1)

noudattavia satunnaismuuttujia:
Y ~N(0,1); X, ~N(0,1),i=12,...,n
Y, X, X,,....,X, L

Talloin satunnaismuuttuja

X= Zn:Xiz
i=1

noudattaa y’-jakaumaa vapausastein n:
X~y (n)
Lisdksi satunnaismuuttujat Y ja X ovat riippumattomia:

Y1X

Maiiritelladn satunnaismuuttuja

t_

Ly
n

Satunnaismuuttuja ¢ noudattaa z-jakaumaa vapausastein (parametrilla) »:

t ~t(n)
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t-jakauman tiheysfunktio on muotoa

F(f)( 1

2
1+—x2j , —00 < X < 400

n+l

1=

jossa I'(+) ns. gamma-funktio.
t-jakauman tunnusluvut
Oletetaan, ettd ¢ ~ t(n) .
Odotusarvo:

E(X)=0,n>1

Varianssi ja standardipoikkeama:

Var(t) = D*(t) =

n
n—2
n
D(¢) = ,n>2
(?) ,/n_z

t-jakauman ja F-jakauman yhteys

,n>2

Jos

t ~t(n)
niin

t* ~ F(l,n)
Kééntden, jos

F~F(,n)

niin
JF ~ t(n)
Cauchy-jakauma #-jakauman erikoistapauksena
Olkoon
t ~t(n)
jossa
n=1
Talloin ¢ noudattaa Cauchy-jakaumaa parametrilla 0:
t ~ Cauchy(0)
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t-jakauman taulukot

Koska #-jakauman tiheysfunktion integraalifunktiota ei tunneta, joudutaan #-jakaumaan liittyvét
todenndkoisyydet madrddmadn numeerisesti. Tama tapahtuu kiytdnndssa tietokoneohjelmien tai

taulukoiden avulla.

Sovelletun todennikoisyyslaskennan kurssilla kéytetyissé taulukoissa on taulukoituna usealle
eri vapausasteiden df = n arvoille pisteitd x, jotka erottavat todennékoisyysmassat

px= 04,0.3,0.2,0.1, 0.05, 0.025, 0.01, 0.005, 0.001, 0.0005

t-jakauman oikealle hannille.

Siten taulukoista 10ytyy pisteitd x, jotka toteuttavat
ehdon

p, =Pr(t > x)

Koska erés taulukoiden tarkeimmista kéyttoalueista
on tilastollinen testaus, kutsutaan todennékoisyytté
px taulukoissa merkitsevyystasoksi ja pistetta x
vastaavaksi kriittiseksi rajaksi.

Pisteet x, jotka erottavat todennékdisyysmassat
0.4,0.3,0.2,0.1, 0.05,
0.025, 0.01, 0.005, 0.001, 0.0005

t-jakauman vasemmalle hannille saadaan kayttimalla
hyviksi sité, ettd -jakauma on symmetrinen origon
suhteen.

Siten

p, =Pr(t=2x)=Pr(t <-x)

0.5

(10)
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14. Moniulotteiset satunnaismuuttujat ja todennakoisyysjakaumat

Kaksiulotteiset satunnaismuuttujat
Olkoot X ja Y satunnaismuuttujia, joiden otosavaruudet ovat R ja S. Téll6in

X:§—>R
Y:R—>R

Olkoon RxS otosavaruuksien R ja S karteesinen tulo:
RxS = {(r,s)|r eER,se S}

Satunnaismuuttujien X ja Y jdrjestetty pari (X, Y) miairittelee kaksiulotteisen satunnaismuuttujan:
(X,Y):SxR > R?

Diskreetti kaksiulotteinen jakauma

Olkoot X ja Y diskreettejd satunnaismuuttujia. Talloin jérjestetty pari

X, 1)

maédrittelee diskreetin kaksiulotteisen satunnaismuuttujan. Diskreetti kaksiulotteinen satunnais-
muuttuja (X, Y) médrittelee diskreetin kaksiulotteisen todenndkéisyysjakauman, jota kutsutaan
satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakaumaksi.

Reaaliarvoinen funktio
fo RP>R
madrittelee diskreettien satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman pistetodennikoisyys-

funktion, jos seuraavat 3 ehtoa pitevit:

(1) f.y (x, )= 0 Kaikille x ja y
(2) DD ) =1

) Pr(iX =xjaY =y)=fy(x,7)

Jatkuva kaksiulotteinen jakauma
Olkoot X ja Y jatkuvia satunnaismuuttujia. Télloin jdrjestetty pari
X, 1)

maédrittelee jatkuvan kaksiulotteisen satunnaismuuttujan. Jatkuva kaksiulotteinen satunnais-
muuttuja (X, Y) médrittelee jatkuvan kaksiulotteisen todenndkoisyysjakauman, jota kutsutaan
satunnais-muuttujien X ja Y yhteisjakaumaksi.

Reaaliarvoinen funktio

fow RP>R
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madrittelee jatkuvien satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman tiheysfunktion, jos seuraavat 3

ehtoa patevit:
(1) Sy (x,¥) 2 0 kaikille x ja y

2) I I Sy (6, y)dydx =1

bd
3) Pr(aSXSbjacSYSd)z'”fn(x,y)dydx

Kaksiulotteisen jakauman kertymiifunktio

Olkoon (X,Y) satunnaismuuttujien X ja ¥ muodostama jdrjestetty pari. Satunnaismuuttujien X ja ¥

yhteisjakauman Kkertyméfunktio Fyy miéritellain kaavalla
F(x,y)=Pr(X<xjaY<y)

Diskreetin kaksiulotteisen jakauman kertymifunktio

Olkoon fyy(x,y) diskreetin kaksiulotteisen jakauman pistetodenndkoisyysfunktio. Jakauman

kertymdfunktio saadaan kaavalla

Fu(x,»)=Pr(X <xja¥Y<y)=> > fr(x.¥)

X <X Y; <y

Jatkuvan kaksiulotteisen jakauman kertymiifunktio

Olkoon fyy(x,y) jatkuvan kaksiulotteisen jakauman tiheysfunktio. Jakauman kertymdfunktio saadaan

kaavalla
x y
Fo(x,»)=Pr(X<xjaY<y)= j j foy (u,v)dvdu
Olkoon Fxy(x,y) jatkuvan kaksiulotteisen jakauman kertymdfunktio. Jos derivaatta

62FvXY(-Xay)

oxdy = [y (%, 1)

on olemassa ja on jatkuva, funktio fyy(x,y) on satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman
tiheysfunktio.

Diskreetin kaksiulotteisen jakauman reunajakaumat
Olkoon fyy(x,y) diskreetin kaksiulotteisen jakauman pistetodenndkoisyysfunktio.

Satunnaismuuttujan X reunajakauman pistetodennikoisyysfunktio on

S (x)=Pr(X =x) :ZfXY(xay)

Satunnaismuuttujan Y reunajakauman pistetodennékéisyysfunktio on

S () :Pr(YZY)ZZfXY(xay)
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Satunnaismuuttujien X ja ¥ reunajakaumat yhtyvit satunnaismuuttujien X ja ¥ todenndkdisyys-
jakaumiin.

Jatkuvan kaksiulotteisen jakauman reunajakaumat
Olkoon fyy(x,y) jatkuvan kaksiulotteisen jakauman tiheysfunktio.

Satunnaismuuttujan X reunajakauman tiheysfunktio on
1= [ for o)
Satunnaismuuttujan Y reunajakauman tiheysfunktio on
()= f Sy (%, y)dx

Satunnaismuuttujien X ja ¥ reunajakaumat yhtyvit satunnaismuuttujien X ja ¥ todenndkdisyys-
jakaumiin.

Satunnaismuuttujien riippumattomuus

Olkoon fyy(x,y) satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman pistetodenndkoisyys- tai tiheysfunktio,
fx(x) satunnaismuuttujan X reunajakauman pistetodenndkoisyys- tai tiheysfunktio ja fy(y) satunnais-
muuttujan Y reunajakauman pistetodenndkéisyys- tai tiheysfunktio.

Satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomia, jos ja vain, jos
Sxrx,) = fx(x)f(y)
Satunnaismuuttujien riippumattomuus voidaan médritelld yhtd hyvin niiden kertyméfunktion avulla:

Olkoon Fxy(x,y) satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman kertymdfunktio, Fx(x) satunnais-
muuttujan X reunajakauman kertymdfunktio ja Fy(y) satunnaismuuttujan Y reunajakauman kertymd-
funktio.

Satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomia, jos ja vain, jos

Fxyx.y) = Fx()FK(y)
Diskreetin kaksiulotteisen jakauman yleinen odotusarvo

Olkoon fyy(x,y) diskreettien satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman pistetodenndkéisyysfunktio
ja olkoon

g:R* >R
jatkuva funktio. Téll6in satunnaismuuttujan g(X,Y) odotusarvo on vakio

E(g(Xay)):Zzg(x’y)fXY(x’y)

Jatkuvan kaksiulotteisen jakauman yleinen odotusarvo

Olkoon fyy(x,y) jatkuvien satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman tiheysfunktio ja olkoon
g:R” >R

jatkuva funktio. Télloin satunnaismuuttujan g(X,Y) odotusarvo on vakio
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+00 +00

E(2(X, V)= | [ g0r,2) Sy (x,y)dydx

Diskreetin kaksiulotteisen jakauman odotusarvot

Olkoon satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman pistetodenndkoisyysfunktio fyy(x,y), satunnais-
muuttujan X reunajakauman pistetodenndkoisyysfunktio fx(x) ja satunnaismuuttujan Y reuna-
Jjakauman pistetodenndkoisyysfunktio fy(y).

Satunnaismuuttujan X odotusarvo E(X) = py yhtyy satunnaismuuttujan X reunajakauman odotus-
arvoon:

E(X):zzxfxy(xay) ZZXfoy(xay):zfo(x)

Satunnaismuuttujan Y odotusarvo E(Y) = uy yhtyy satunnaismuuttujan Y reunajakauman odotus-
arvoon:

EX) =D W) =D 9D fn(x.y) = nyy(y)

Jatkuvan kaksiulotteisen jakauman odotusarvot

Olkoon satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman tiheysfunktio fyy(x,y), satunnaismuuttujan X
reunajakauman tiheysfunktio fy(x) ja satunnaismuuttujan Y reunajakauman tiheysfunktio f{(y).

Satunnaismuuttujan X odotusarvo E(X) = iy yhtyy satunnaismuuttujan X reunajakauman odotus-
arvoon:

E(X )=T f X (3, y)dydx;fOXT fxy(x,y)dde=T Xfy (x)dx

Satunnaismuuttujan Y odotusarvo E(Y) = uy yhtyy satunnaismuuttujan Y reunajakauman odotus-
arvoon:

+00 +00 +00  +0 +

BV = [ [ o (e )dydx = [ 3 [ fy (x, p)xdy = [ f, )y

Odotusarvon ominaisuudet
Satunnaismuuttujien X ja ¥ odotusarvojen muodostama jirjestetty pari
(tx; pay)
madrdd satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman todenndkdisyysmassan painopisteen.
Satunnaismuuttujien X ja Y summan X + Y odotusarvo:
E(X +Y)=E(X)+E(Y)
Satunnaismuuttujien X ja Y erotuksen X — Y odotusarvo:
E(X -Y)=E(X)-E()
Jos satunnaismuuttujat X ja Y ovat rilppumattomia, niin tulon XY odotusarvo on odotusarvojen tulo:

E(XY)=E(X)E(Y) = p, pt,
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Huomautus:
Kéénteinen ei pade: Siité, ettd
E(XY)= EQX)E(Y) = p, pt,
el seuraa, ettd satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomia.
Kaksiulotteisen jakauman varianssit ja standardipoikkeamat
Olkoot satunnaismuuttujien X ja Y odotusarvot
E(X) = uy E(Y)=p,
Satunnaismuuttujien X ja Y varianssit yhtyvit vastaavien reunajakaumien variansseihin:
Var(X)=D*(X) =02 = E[(X — 11, )*]
Var(Y) =D*(Y) =0} = E[(Y - 11,)’]
Satunnaismuuttujien X ja Y varianssien kaavat voidaan kirjoittaa seuraaviin yhtépitidviin muotoihin:
D*(X) =E[(X - p1,)’]= E(X?) — 3, = E(X*) ~[E(X)’
D*(Y) =E[(Y -, 1=E(Y*) - py = E(Y*) ~[E(V)]’

Satunnaismuuttujien X ja Y standardipoikkeamat yhtyvét vastaavien reunajakaumien standardi-
poikkeamiin:

D(X) =0, =E[(X - ,)’]
D(¥) =0y =E[(Y - 4)’]
Diskreetin kaksiulotteisen jakauman varianssit

Olkoon satunnaismuuttujan X reunajakauman pistetodenndkoisyysfunktio fx(x) ja satunnais-
muuttujan Y reunajakauman pistetodenndkaoisyysfunktio fy(y).

Télloin satunnaismuuttujien X ja Y varianssit ovat vakioita

DZ(X):Z(X_,UX)ZfX(x)
D*(Y) ZZ(y_:uY)ZfY(y)

Jatkuvan kaksiulotteisen jakauman varianssit

Olkoon satunnaismuuttujan X reunajakauman tiheysfunktio fx(x) ja satunnaismuuttujan Y reuna-
Jjakauman tiheysfunktio f(y).

Talloin satunnaismuuttujien X ja Y varianssit ovat vakioita
DY) = [ (= g1y ) fy ()

D)= (v =) f )y
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Kovarianssi
Olkoot satunnaismuuttujien X ja Y odotusarvot
E(X) = uy E(Y)=p,
Satunnaismuuttujien X ja Y kovarianssi on vakio
Cov(X,Y)=0,, =E[(X — )Y — i1,)]
Erityisesti
Cov(X,X)=Var(X)=0}
Cov(Y,Y)=Var(Y) =0,
Satunnaismuuttujien X ja Y kovarianssin kaava voidaan kirjoittaa seuraaviin yhtipitdviin muotoihin:
Cov(X,Y) = E[(X — 1, )(¥ = pty)]
=E(XY)— p, 1ty
=E(XY)-E(X)E(Y)
Jos satunnaismuuttujat X ja Y ovat diskreettejd, satunnaismuuttujien X ja Y kovarianssi on vakio

COV(X,Y) ZZZ(X_Nx)(y_Uy)ny(an’)
x y
Jos satunnaismuuttujat X ja Y ovat jatkuvia, satunnaismuuttujien X ja Y kovarianssi on vakio

Cov(X, ) = [ [ (v = 11, )y = p1y) fry (x, y)xdy
Kovarianssin ominaisuudet
Jos

Cov(X,Y)=0,,=0
niin sanomme, ettd satunnaismuuttujat X ja ¥ ovat korreloimattomia.

Jos satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomia, niin ne ovat korreloimattomia. Sen sijaan
kddnteinen ei pdde: Siitd, ettd satunnaismuuttujat X ja Y ovat korreloimattomia, ei seuraa, etti
satunnaismuuttujat X ja Y olisivat riippumattomia.

Olkoot satunnaismuuttujien X ja Y varianssit

Var(X) =0}

Var(Y) =0,
ja kovarianssi

Cov(X,Y)=0y,
Talloin

Var(X +Y) = Var(X)+ Var(Y)+2Cov(X,Y) =0} +0, 20,
Jos

Cov(X,Y)=0,, =0
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niin
Var(X +Y) = Var(X)+ Var(Y) =0} + 0o,

Korrelaatiokerroin

Olkoon satunnaismuuttujilla X ja ¥ on seuraavat odotusarvot, varianssit ja kovarianssi:

E(X) =, Var(X) =D*(X) =07
E(Y) = py Var(Y) =D*(Y) =o;
Cov(X,¥) = E[(X — t, (¥ = p1,)] =0

Satunnaismuuttujien X ja Y (Pearsonin tulomomentti-) korrelaatiokerroin on vakio

Cov(X,Y)
\/ Var(X) Var(Y)
_ Cov(X,Y)
D(X)D(Y)

Cor(X,Y)=py, =

_ O«

OxOy

Korrelaatiokertoimen ominaisuudet
Huomaa, etti

Cor(X,Y)=p,, =0
tdsmaélleen silloin, kun

Cov(X,Y)=0,, =0
Jos siis

Cor(X,Y)=p,, =0

niin satunnaismuuttujat X ja Y ovat korreloimattomia.

Jos satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomia, niin ne ovat korreloimattomia. Sen sijaan
kddnteinen ei pdde: Siité, ettd satunnaismuuttujat X ja Y ovat korreloimattomia, ei seuraa, etti

satunnaismuuttujat X ja Y olisivat riippumattomia.

Olkoon satunnaismuuttujien X ja Y korrelaatiokerroin Cor(X,Y). Talloin

(1) —-1<Cor(X,Y)<+1
(11) Jos X ja Y ovat riippumattomia, niin Cor(X,Y)=0
(1i1) Cor(X,Y)==1, jos ja vain, jos

Y=a+pX,

jossa o ja 3 ovat reaalisia vakiota, f # 0
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Lineaarimuunnokset ja 2-ulotteisen jakauman tunnusluvut

Olkoot satunnaismuuttujilla X ja Y seuraavat odotusarvot, varianssit ja kovarianssi:

E(X) = Var(X) =07}

E(Y) =pu, Var(Y) =o,

Cov(X,Y) = E[(X =, )(Y — 11y )] = 0 yy
Olkoot

W=a+bX

Z=c+dY

jossa a, b, ¢, d € R ovat reaalisia vakioita. Talloin
EW)=a+bE(X)=a+bu,
E(Z)=c+dE(Y)=c+dyu,
Var(W)=b" Var(X) =b’c
Var(Z)=d’ Var(Y)=d’c;
Cov(W,Z)=bd Cov(X,Y)=bdo,,
Cor(W,Z) =sgn(bd)Cor(X,Y)=sgn(bd)p,,
Ehdolliset jakaumat

Olkoon satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman pistetodenndkéisyys- tai tiheysfunktio fxy(x,y) ja
satunnaismuuttujien X ja Y reunajakaumien pistetodennédkoisyys- tai tiheysfunktiot fx(x) ja fy(x).

Satunnaismuuttujan X ehdollinen jakauma satunnaismuuttujan Y suhteen (ehdolla ¥ =y) on

:fxy(xay) . 0
f)(‘y(x|y) fY(y) b Josz(y) >

Satunnaismuuttujan Y ehdollinen jakauma satunnaismuuttujan X suhteen (ehdolla X = x) on

fYX(y|x):% ,Jjos f(x)>0

Ehdolliset jakaumat ja riippumattomuus

Jos satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomia, satunnaismuuttujan X ehdollinen jakauma
satunnaismuuttujan Y suhteen yhtyy satunnaismuuttujan X reunajakaumaan:

For Gl = £ jos £,(2) >0

Jos satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomia, satunnaismuuttujan Y ehdollinen jakauma
satunnaismuuttujan X suhteen yhtyy satunnaismuuttujan Y reunajakaumaan:

fy‘X(y|x):fY(y) 9jOSfX(x) >0
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Diskreetin kaksiulotteisen jakauman ehdolliset odotusarvot
Olkoot satunnaismuuttujat X ja Y diskreettejd.

Satunnaismuuttujan X ehdollinen odotusarvo satunnaismuuttujan Y suhteen on satunnaismuuttujan
X ehdollisen jakauman odotusarvo:

E(X|Y:y)zzxfx‘y(x|y)

Satunnaismuuttujan Y ehdollinen odotusarvo satunnaismuuttujan X suhteen on satunnaismuuttujan
Y ehdollisen jakauman odotusarvo:

E(Y[X =x) =D 1fy, (7]0)

Jatkuvan kaksiulotteisen jakauman ehdolliset odotusarvot
Olkoot satunnaismuuttujat X ja Y jatkuvia.

Satunnaismuuttujan X ehdollinen odotusarvo satunnaismuuttujan Y suhteen on satunnaismuuttujan
X ehdollisen jakauman odotusarvo:

+0o0

QXY =)= [ af,, (x| y)x

—0o0

Satunnaismuuttujan Y ehdollinen odotusarvo satunnaismuuttujan X suhteen on satunnaismuuttujan
Y ehdollisen jakauman odotusarvo:

+00

E(Y[X =x)= [ 2f,, (y|)dy

Ehdolliset odotusarvot ja riippumattomuus

Jos satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomia, ehdolliset odotusarvot yhtyvdt niiden reuna-
Jjakaumien odotusarvoihin.

Jos siis X ja Y ovat riippumattomia, niin
E(X|Y)=E(X)
E(Y|X)=E(Y)
Iteroidun odotusarvon laki
Ehdolliset odotusarvot voidaan tulkita satunnaismuuttujiksi ehtomuuttujan suhteen.

Siten satunnaismuuttujan Y ehdollisen odotusarvon odotusarvo (satunnaismuuttujan X suhteen) on
E,[E(Y|X)]=E®)

Siten satunnaismuuttujan X ehdollisen odotusarvon odotusarvo (satunnaismuuttujan Y suhteen) on
E, [ E(X|1)]|=E(X)

Regressiofunktiot
Tarkastellaan satunnaismuuttujan X ehdollista odotusarvoa

E(X|Y=y)
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ehtomuuttujan Y arvojen y funktiona. Téta funktiota kutsutaan satunnaismuuttujan X regressio-
funktioksi satunnaismuuttujan Y suhteen.

Satunnaismuuttujan X regressiofunktio muuttujan Y suhteen médrittelee regressiokiyrin
x=g,(y)=EX|V =)

Tarkastellaan satunnaismuuttujan Y ehdollista odotusarvoa
E(Y|X=x)

ehtomuuttujan X arvojen x funktiona. Tétéd funktiota kutsutaan satunnaismuuttujan Y regressio-
funktioksi satunnaismuuttujan X suhteen.

Satunnaismuuttujan Y regressiofunktio muuttujan X suhteen médrittelee regressiokiyrian

y=g.(x)=E(Y|X =x)
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15. Moniulotteisia jakaumia

Multinomijakauma

Multinomijakauma on binomijakauman yleistys useamman toisensa poissulkevan tapahtuman
tilanteeseen.

Olkoon A4, A, ... , Ay otosavaruuden S ositus. Talldin
ANA;=D ,i+#j
S§=A410VA4,0 - VA

Olkoot tapahtumien 4y, 4y, ... , Ay todenndkoisyydet:
Pr(4)=p;,i=1,2, ...,k
prtprt o tp=1

Madritellddn satunnaismuuttujat X; ,i=1,2, ... , k:

X; = Tapahtuman 4; esiintymisten lukumééara n-kertaisessa toistokokeessa

Talloin

X, ~Bin(n, p,),i=12,....k
jossa

pi=Pr(4),i=1,2,... ,k
Lisdksi

X1+t Xo++X=n
Multinomijakaumalla tarkoitetaan satunnaismuuttujien

X17X2: 7Xk
vhteisjakaumaa.

Huomautus:
Satunnaismuuttuja X; eivdt ole riippumattomia, koska niité sitoo toisiinsa ehto
Xi+ X+ +Xe=n
jossa toistokokeiden lukumaddrd » on kiinted luku.

Satunnaismuuttujat X, X3, ... , Xi noudattavat (k — 1)-ulotteista multinomijakaumaa, jos niiden
yvhteisjakauman pistetodenndikoisyysfunktio on muotoa

. ) ) n! w n n
Pr(X,=n jaX,=n,ja..jaX, =n)= T 'pllpzz"'pk
nlnyl---n!
jossa
ptpy+tp =1
n+n,+-+n, =n
Merkinta:

(X1, X, ..., Xp) ~Multinom(py, p2, ..., pr; 1)
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Jos k=2, niin multinomijakauma yhtyy binomijakaumaan:

(X,=njaX,=n-n)=Pr, (X, =n)

Multmom
Multinomijakauman yksiulotteiset reunajakaumat ovat binomijakaumia.

Multinomitodenndkoisyydet saadaan korottamalla multinomi (p; + p, + -+ + px) potenssiin n:

n!

(pl+p2+'“+pk ”:Z plnlpznz...p:k

n'n,!---m!
jossa summa lasketaan yli kaikkien lukujen ny, ny , ... , n, joille pitee ehto

n1+n2+...+nk=n

2-ulotteinen normaalijakauma

Satunnaismuuttujien X ja ¥ muodostama pari (X,Y) noudattaa 2-ulotteista normaalijakaumaa, jos
sen tiheysfunktio on

(1 S, y)=

1
ZEGXGY\/I—/))Z(Y eXp{ 2(I1-p )Q( J/)}

O(x. ) = ( uj pry(x—uxj(y—uyj+(y—uyj
Oy Oy Oy Oy

jossa

ja
—00 < I, <+ o, >0
-0 < U, <+ o, >0
-1<p,, <+1

2-ulotteisen normaalijakauman tiheysfunktion méérittelevén yhtdlon (1) hakasulkulauseke [-]
mairad tiheysfunktion tasa-arvokayrit. Kaikki tasa-arvokayrit ovat ellipseji, joiden yhtélot
voidaan ilmaista muodossa

Q(x,y):(x;,uxj _2pn(x;ﬂxj(y;ﬂyj+(y;:uyj :Cz

misséa ¢ on vakio.

2-ulotteinen normaalijakauman tiheysfunktio (1) on parametroitu niin, ettd sen parametreina ovat
satunnaismuuttujien X ja Y odotusarvot, varianssit ja korrelaatio.

Satunnaismuuttujien X ja Y odotusarvot ovat
v = E(X)
=E(Y)
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Satunnaismuuttujien X ja Y varianssit ovat
o3 = Var(X) =E[ (X - 11,)’ |
oy =Var(Y)=E[ (Y - 1)’ |

Satunnaismuuttujien X ja ¥ korrelaatio on

Py =Cor(X,Y) =2
O-Xo-Y

jossa
oy =Cov(X,Y)=E[(X -, (Y — )]

on satunnaismuuttujien X ja Y kovarianssi.

2-ulotteista normaalijakaumaa noudattavan satunnaismuuttujien X ja Y parin (X, Y) odotusarvo-

|: }
” =
7y

ja kovarianssimatriisi on

2 2
y = { Ox GXY:| _ { Oy pXYGXGY:|
2 2
Oy Oy PxyOxOy Oy

2-ulotteisen normaalijakauman reunajakaumat ovat 1-ulotteisia normaalijakaumia:
2
Y ~ N(uy,0y)
2
X ~ N(:uX 7GX)
2-ulotteisen normaalijakauman tapauksessa satunnaismuuttujien X ja Y korreloimattomuudesta

seuraa niiden riippumattomuus. Muista, ettd aina pdtee se, ettd riippumattomuudesta seuraa
korreloimattomuus.

2-ulotteisen normaalijakauman ehdolliset jakaumat ovat 1-ulotteisia normaalijakaumia:

(V| X) ~ Nty + By (x = 11,) 2 (1= p2y ) B :pXYZ—Y

X

(XX~ Ny + By (v 1) .03 A= Py By = Py

Y

Ehdollinen odotusarvo
E(Y|X)= Hy +ﬂYX(x_:uX)

on muuttujan Y regressiofunktio muuttujan X suhteen. Ehdollinen odotusarvo E(Y]X) mééraa
suoran

Y=ty + By (x— )

Suoran kulmakerroin on By, = p,, Iy ja se kulkee pisteen (v, pty) kautta.
Ox
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Ehdollinen odotusarvo
E(X|Y):,ux +ﬂXY(y_:uY)

on muuttujan X regressiofunktio muuttujan ¥ suhteen. Ehdollinen odotusarvo E(X|Y) mééraa
suoran

X=HUy +ﬂxy(y_,uy)
oy . .
Suoran kulmakerroin on f3,, = p,, — ja se kulkee pisteen (1iy,1y) kautta.
Oy
Huomaa, etté regressiosuorien kulmakertoimet fyx ja Sxy toteuttavat yhtdlon

ﬂYXﬂXY = p)Z(Y

2-ulotteisen normaalijakauman tapauksessa satunnaismuuttujien Y ja X yhteiskorrelaatiokerroin
on

o o
N G N ¢ S
RY\X o =Pxr = o RX\Y
0y0x O xOy

ja ehdolliset varianssit ovat
oy =0y (1= piy)
oy =0x(1-pY)

2-ulotteisen normaalijakauman tiheysfunktiota muodon méérdivien tasa-arvoellipsien

Q(x,y):(x;,uxj _zp(x;ﬂxj(y;ﬂyj+(y;ﬂyj :cz

padakseleiden pituudet (oik. pituuksien suhteet) ja suunnat saadaan méaaraamalld kovarianssi-

matriisin
2 2
y_| %x Oxr|_ Oy PxyOxOy
2 2
O-XY GY pXYo-Xo-Y O-Y

ominaisarvot ja ominaisvektorit.

Matriisin £ ominaisarvot saadaan maarddmalld determinanttiyhtalon

2
oy—A Oy

oy}

GXY Y

DRV

‘zlz—(ai +0,)A+030; -4 =0

nollakohdat muuttujan A suhteen. Yhtilolld on (aina) kaksi reaalista ja ei-negatiivista nollakohtaa,
jotka ovat siis matriisin ¥ ominaisarvot.

Matriisin £ ominaisarvoja A, ja A, vastaavat ominaisvektorit
q: = (q11, q21)
92 = (912, 422)

saadaan yhtéloista
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Xq,=4q,,i=12
ottamalla huomioon ehdot

49, =9, +q;=1,i=12
Tasa-arvoellipsien

Oxy) =¢?

pédakseleiden pituudet suhtautuvat toisiinsa kuten ominaisarvojen A, ja A, neliojuuret ja paa-
akseleiden suunnat yhtyvét vastaavien ominaisvektoreiden suuntiin.
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16. Momenttiemafunktio ja karakteristinen funktio

Momenttiemafunktio
Olkoon X satunnaismuuttuja. Jos on olemassa / > 0 siten, ettd odotusarvo
my (1) = E(e™)
on olemassa kaikille
te(=h,+h)
niin sanomme, ettd m, (#) on satunnaismuuttujan X momenttieméifunktio.
Aina pitee
m,(0)=E(")=E(1) =1
Momenttieméifunktion yksikisitteisyys
Jos satunnaismuuttujan X momenttiemafunktio
my (t) = E(etX)
on olemassa jossakin pisteen ¢ = 0 ympéristdssi, se on yksikdsitteinen ja mddrdd tdysin satunnais-
muuttujan X todenndkéisyysjakauman.

Momenttieméfunktion yksikésitteisyydestd seuraa, ettd jos satunnaismuuttujilla U ja V on sama
momenttieméfunktio jossakin pisteen ¢ = 0 ympéristdssd, niin ne noudattavat samaa jakaumaa.

Momenttiemifunktio ja satunnaismuuttujan momentit

Satunnaismuuttujan X k. origomomentti
a, =B(X"),k=1,2,3,...
saadaan maarddmalld satunnaismuuttujan X momenttiemafunktion mx(¢) k. derivaatta pisteessé ¢ = 0:

d'my (1)

a, =E(X") = o

L k=1,2,3,...

1=0
Satunnaismuuttujan X odotusarvo ja varianssi saadaan kaavoilla
u=EX)=q
o® = Var(X) = E[(X - u)1=E(X}) - ¥ =, — o}
Momenttieméafunktion Taylorin sarja

Satunnaismuuttujan X momenttieméfunktio my(¢) voidaan kehittdd Taylorin sarjaksi
) tk 0 tk
my ()= B =3 o
k=0 1V - k=0 1V
jossa
a, =E(X"),k=1,2,3,...

on satunnaismuuttujan X k. momentti.
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Diskreetin jakauman momenttiemafunktio
Olkoon satunnaismuuttuja X diskreetti ja sen pistetodenndkoisyysfunktio
f(x)=Pr(X =x)

Télloin satunnaismuuttujan X momenttiemdfunktio saadaan kaavalla

my (6)=E(e") =D e" f(x)

Jatkuvan jakauman momenttieméafunktio
Olkoon satunnaismuuttuja X jatkuva ja sen tiheysfunktio
S (x)

Télloin satunnaismuuttujan X momenttiemdfunktio saadaan kaavalla

+00

m, (f)=E(e™) = j " £ (x)dx

Riippumattomien satunnaismuuttujien summan momenttieméifunktio
Olkoot
X, X, ..., Xy
riippumattomia satunnaismuuttujia, joiden momenttiemafunktiot ovat
my(t), my(2), ... , my(t)
Talloin summan
X=X+Xp+ - +X,
momenttieméifunktio on satunnaismuuttujien X;, X, ... , X, momenttiemafunktioiden tulo:
mx(t) = mi(Oymo(t) -+ m,(t)
Riippumattomien samoin jakautuneiden satunnaismuuttujien summan momenttieméifunktio
Olkoot

X, X2, .o, Xa

riippumattomia ja samoin jakautuneita satunnaismuuttujia, joiden momenttiemafunktio on
m(t)

Talloin satunnaismuuttujien Xp, X3, ... , X, summan

X=X +X5+- +X,
momenttiemafunktio on muotoa
mx(t) = [m(?)]"

Riippumattomien samoin jakautuneiden satunnaismuuttujien aritmeettisen keskiarvon
momenttieméifunktio

Olkoot
X17X2: 7Xn
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riippumattomia ja samoin jakautuneita satunnaismuuttujia, joiden momenttiemafunktio on

m(t)

Talloin satunnaismuuttujien X;, X, ... , X, aritmeettisen keskiarvon
_ 1<
X==)X,
n i

momenttiemafunktio on muotoa

my (6) = [m(e/ m]'

Diskreetin tasaisen jakauman momenttiemafunktio
Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa diskreettii tasaista jakaumaa.

T&lloin sen pistetodenndkéisyysfunktio on
1
fx)=Pr(X=x)=—,x=x,,k=12,...,n
n

jossa {xi, x2, ... , x,} on reaaliakselin erillisten pisteiden muodostama joukko.

Diskreetin tasaisen jakauman momenttiemdfunktio on

1< o
mx(t):;ze '
k=1

Bernoulli-jakauman momenttiemafunktio

Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa Bernoulli-jakaumaa Ber(p).

Talloin sen pistetodenndkoisyysfunktio on
f(x)=Pr(X=x)=p¢"",0<p<l,g=1-p,x=0,1

Bernoulli-jakauman momenttiemdfunktio on

my (t)=q+ pe'

Binomijakauman momenttiemafunktio
Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa binomijakaumaa Bin(n, p).

Talloin sen pistetodenndkoisyysfunktio on

f(x):Pr(sz)z(anxq"_x ,0<p<l,g=1-p,x=0,1,2,...
X

Binomijakauman momenttiemdfunktio on

my (t)=(q+ pe')"
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Geometrisen jakauman momenttiemafunktio
Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa geometrista jakaumaa Geom(p).

Talloin sen pistetodenndkoisyysfunktio on
f(xX)=Pr(X=x)=¢""p,0<p<l,g=1-p,x=1,2,3,...
Geometrisen jakauman momenttiemdfunktio on

pe’
1—ge'

mx(t):

Negatiivisen binomijakauman momenttiemafunktio
Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa negatiivista binomijakaumaa NegBin(7, p).

Talloin sen pistetodenndkoisyysfunktio on

x—1
f(X)=Pr(X=X)=( Jq“p’ ,0<p<l,g=1-p,r=123,.;
]/' —
x=r,r+L,r+2,...
Negatiivisen binomijakauman momenttiemdfunktio on

et r
(1-ge’)
Poisson-jakauman momenttiemafunktio
Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa Poisson-jakaumaa Poisson(A).

Talloin sen pistetodenndkoisyysfunktio on

—Aqx
F(x)=Pr(X =x) =2 "1 L A>0

X!

x=0,1,2,...

Poisson-jakauman momenttiemdifunktio on

mX (t) — eﬂ(et—l)

Jatkuvan tasaisen jakauman momenttiemafunktio
Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa jatkuvaa tasaista jakaumaa Uniform(a, b).
Talloin sen tiheysfunktio on

1
b—a

,a<x<b

fx)=
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Jatkuvan tasaisen jakauman momenttiemdfunktio on

ebt _ eat

t(b—a)

mx(t):

Eksponenttijakauman momenttiemafunktio
Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa eksponenttijakaumaa Exp(7).
Talloin sen tiheysfunktio on
f(x)=de™,1>0,x>0
Eksponenttijakauman momenttiemdfunktio on

A
my(t) = ——
T At
Normaalijakauman momenttiemafunktio
Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa normaalijakaumaa N(u,o?).

Talloin sen tiheysfunktio on

1
f(X)—Gﬂ

Normaalijakauman momenttiemdifunktio on

2
exp{—%(x_uj }’—oo<,u<+oo,a>0,—oo<x<+oo
o

m, (t) = exp(ut ++0°t?)

Karakteristinen funktio
Olkoon X satunnaismuuttuja. Talloin odotusarvo
0x(=E(e").i=V-1

on satunnaismuuttujan X ja sen jakauman Kkarakteristinen funktio. Karakteristinen funktio on —
toisin kuin sen momenttieméfunktio — aina olemassa.

Jos satunnaismuuttujan X momenttiemdfunktio

mx(f) = E(e™)

tunnetaan, saadaan sen karakteristinen funktio
@y () =E(™),i=+-1
momenttiemafunktiosta sijoituksella

t—it,i=~—-1
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Karakteristisen funktion ominaisuudet

Aina pitee:
@) ¢x(0) = E(¢") = E(1) = 1
(i1) |ox(?)| < 1 kaikille ¢ € (—o0, +00).
(iii) Py (=1) = Py (1)
jossa merkintd z tarkoittaa kompleksiluvun z konjugaattia.
(iv) ox(?) on tasaisesti jatkuva kaikille t € (—o0, +0).

Diskreetin satunnaismuuttujan karakteristinen funktio
Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, jonka pistetodenndikoisyysfunktio on
fx(x) =Pr(X=x)

Satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio saadaan kaavalla
Py (1) =E(e™) = 3 e (), i =1

Jatkuvan satunnaismuuttujan karakteristinen funktio
Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio on
Jx(x)

Satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio saadaan kaavalla

+00

P () =E(e™) = [ " f (x)dx,i=-1

Inversioteoreema
Olkoon
Fx(x) =Pr(X<x)
satunnaismuuttujan X kertymdfunktio ja
0y () =E(™),i=+-1
sen karakteristinen funktio. Oletetaan, etti
(a—h,a+h)
sellainen reaaliakselin vili, ettd kertyméfunktio Fx(x) on jatkuva vdlin pddtepisteissd. Télloin

+7 -
Fo(ath)—F, (a—h)= tim - [ S0 i

T—+o g7 T

@y (t)dt

Jos jakauman karakteristinen funktio tunnetaan, voidaan jakauman kertymdfunktio mddrdtd
inversioteoreemassa médritellyn rajaprosessin avulla. My0s karakteristisen funktion yksikdsitteisyys
voidaan todistaa inversioteoreeman avulla.

Karakteristisen funktion yksikisitteisyys

Satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio on yksikisitteinen ja miérié tiysin satunnais-
muuttujan X todenniikoisyysjakauman.
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Tama merkitsee seuraavaa: Jos satunnaismuuttujilla U ja V on sama karakteristinen funktio,
satunnaismuuttujat U ja V noudattavat samaa todenndkoisyysjakaumaa.

Jatkuvan jakauman karakteristinen funktio
Olkoon

Oy () =E(™),i=~-1
satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio.
Oletetaan, ettd

lox (1)

on integroituva kaikille ¢t € (—oo, +00). Télloin satunnaismuuttuja X on jatkuva ja sen tiheysfunktio
fx(x) saadaan kaavalla

S = j e g (dt i =-1
2r <,

Huomaa, etté jatkuvan satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio

+00

0 () =E@") = [ " f(x)dx i =V~

—0

on satunnaismuuttujan X tiheysfunktion Fourier-muunnos ja
1 +0o0 B '
fe@) === [ e™p 0yt ,i=-1
2r <,

on sen kdanteinen Fourier-muunnos.
Karakteristinen funktio ja satunnaismuuttujan momentit
Olkoon

0 () =E("™),i=~-1
satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio.
Oletetaan, ettd satunnaismuuttujan X r. (origo-) momentti
a, =E(X")
on olemassa.
Talloin karakteristinen funktio @x(¢) on differentioituva kertalukuun r ja

k
a, :E(Xk):.l-% ,i:x/—_l,k=1,2,...,r
i

t=0

Oletetaan, ettd satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio @x(¢) on differentioituva kertalukuun r.
Talloin kaikki momentit

a, =E(X"), k=1,2,...,r

ovat olemassa, jos r on parillinen ja kaikki momentit
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a, =B(X"), k=1,2,...,r-1
ovat olemassa, Jos r on pariton.

Karateristisen funktion Taylorin sarjakehitelméi
Olkoon

0 (1) =E(e™),i=+/-1

satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio. Oletetaan, ettd satunnaismuuttujan X r. (origo-)
momentti

o, =E(X")
on olemassa. Télloin karakteristinen funktio @x(¢) voidaan kehittdd Taylorin sarjaksi

(i

)" ,
r o, +o(t")

<px<t>=i%E(X">+o(r’)=i

jossa
ot")/t" >0,jost—>0
Riippumattomien satunnaismuuttujien summan karakteristinen funktio
Olkoot
X, X2, ..., Xy
rilppumattomia satunnaismuuttujia, joiden karakteristiset funktiot ovat
P1(D), @A), ..., ul?)
Talloin summan
X=X +Xo+ - +X,
karakteristinen funktio on satunnaismuuttujien Xj, X, ... , X, karakterististen funktioiden tulo:
ox(t) = 1O aA1t) -+ Pul?)

Riippumattomien samoin jakautuneiden satunnaismuuttujien summan karakteristinen
funktio

Olkoot
X1, X, ..., Xy

rilppumattomia ja samoin jakautuneita satunnaismuuttujia, joiden karakteristinen funktio on
(1)

T&lloin satunnaismuuttujien Xj, X, ... , X, summan

X=Xi+tX+ - +X,
karakteristinen funktio on muotoa

ox(0) = [p(D)]"
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Riippumattomien samoin jakautuneiden satunnaismuuttujien aritmeettisen keskiarvon
karakteristinen funktio

Olkoot
X15X2: :Xn
riippumattomia ja samoin jakautuneita satunnaismuuttujia, joiden karakteristinen funktio on
o)
Talloin satunnaismuuttujien X;, X, ... , X, aritmeettisen keskiarvon
_ 1
X==)X,
n i

karakteristinen funktio on muotoa

@ () =[p@/n)]"
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17. Satunnaismuuttujien muunnokset ja niiden jakaumat

Satunnaismuuttujan lineaarimuunnoksen jakauma
Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio on
Sx(x)
Muodostetaan satunnaismuuttujan X lineaarimuunnos
Y=a+bX
jossa a ja b # 0 ovat vakioita. Télldin satunnaismuuttujan Y tiheysfunktio on

_ L (y=a
fY(y)_‘b|fX( b j

Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat

Olkoon satunnaismuuttujan X jakauman tiheysfunktio

Jx(x)
Maiiritelladn satunnaismuuttuja
U= h(X)
jossa muunnos
u=h(x)

on aidosti monotoninen ja jatkuvasti derivoituva. Talloin satunnaismuuttujan U tiheysfunktio
saadaan kaavalla

dh™ (1)
du

Jo ) = fx (hl(u))‘

Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Olkoon satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman tiheysfunktio
Sirx.y)
Maiiritelladn satunnaismuuttujat
U=gX.Y)
V=hX)Y)
Oletetaan, ettd muunnoksella
) 117 g(x,y)
v="h(x,y)
on seuraavat ominaisuudet:
(1)  Muuttujat x ja y voidaan ratkaista yksikdsitteisesti yhtaloryhmasta (*).
(i) Funktioilla g ja & on jatkuvat osittaisderivaatat muuttujien x ja y suhteen.

(ii1)) Muunnoksen (*) Jacobin determinantti
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o(u,v) Ou oOv Ou Ov

o(x,y) oOx dy dy ox
kaikille x ja y, joille
Jxr(x,y) =0

Télloin satunnaismuuttujien U ja V yhteisjakauman tiheysfunktio on

-1

o(u,v)
o(x,y)

jossa x ja y ratkaistaan yhtdloryhmaésta (*).

fUV(u’v):fXY(xﬂy)‘

Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma

Olkoot X ja Y riippumattomia satunnaismuuttujia, joiden tiheysfunktiot ovat
Sx(x), f(y)

Talloin summan
U=X+Y

tiheysfunktio on

fo@)= [ fy =) fy (x)dx

Riippumattomien satunnaismuuttujien osaméiirin jakauma

Olkoot X ja Y riippumattomia satunnaismuuttujia, joiden tiheysfunktiot ovat
Jx(x), fv(y)

Talloin osamdidrdn
U=X/Y

tiheysfunktio on

+00

So@)= [ ofy ) £y ()dy

—00

Riippumattomien satunnaismuuttujien minimin jakauma

Olkoot satunnaismuuttujat

X, X2, .o, Xa
riippumattomia ja samaa jakaumaa noudattavia satunnaismuuttujia.
Olkoon satunnaismuuttujien X, X3, ... , X, yhteinen tiheysfunktio

S (x)
ja yhteinen kertymdfunktio

F(x)
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Talloin satunnaismuuttujan

Xoy=min{X;, X5, ... , Xy}
tiheysfunktio on

Joy(x)=n[1=F)]"" f(x)
Riippumattomien satunnaismuuttujien maksimin jakauma

Olkoot satunnaismuuttujat

X, X0, .., Xa
rilppumattomia ja samaa jakaumaa noudattavia satunnaismuuttujia.
Olkoon satunnaismuuttujien Xj, X3, ... , X, yhteinen tiheysfunktio

S (x)
ja yhteinen kertymdfunktio

F(x)

Télloin satunnaismuuttujan
)((n) = max{Xl, Xz, ey Xn}
tiheysfunktio on

Jin () =nlF ()] f(x)
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18. Konvergenssikasitteet ja raja-arvolauseet

Miksi todennikoisyyslaskennassa kaytetian useita konvergenssikisitteiti?
Olkoon
(S8, Pr)

todennékoisyyskentti, jossa S on otosavaruus, § otosavaruuden S osajoukoille madritelty o-algebra
ja Pr o-algebran § alkioille méaéritelty todenndkéisyysmitta. Olkoon X (mitallinen) funktio
otosavaruudesta S reaalilukujen joukkoon:

X:S—>R

Talloin sanomme, ettd funktio X on satunnaismuuttuja. Jos haluamme korostaa sitd, etti
satunnaismuuttuja on otosavaruuden S kuvaus reaalilukujen joukkoon, merkitsemme

X(s)eR,seS
Tarkastelemme seuraavassa satunnaismuuttujien
X1, X2, X, ...

muodostamia jonoja ja niiden konvergenssia. On syytd huomata, ettd satunnaismuuttujien X, X,
Xj, ... muodostamat jonot eivdt ole lukujonoja tavanomaisessa mielessd, vaan jokainen satunnais-
muuttujien X, X5, X, ... muodostama jono on itse asiassa lukujonojen joukko. Tama ndhdain siit,
ettd satunnaismuuttujien X, X, Xj, ... muodostamassa jonossa jokaiseen otosavaruuden alkioon

s € § liittyy lukujono

Xi(s), Xa(s), X3(s), ...
Siten lukujono

Xi(s), Xa(s), X3(s), ...
voi konvergoida, kun

sedAcS
ja hajaantua, kun

sedcS

Tasté seuraa, ettd satunnaismuuttujien jonojen konvergenssin maéritteleminen on paljon vaativampi
tehtdava kuin tavanomaisten lukujonojen konvergenssin mééritteleminen.

Varma konvergenssi
Satunnaismuuttujien
X1, X0, X, ...
muodostama jono konvergoi varmasti kohti satunnaismuuttujaa X, jos

lim X, (s) = X(s) , kaikille s € S

Varman konvergenssin kdsite on tavallisesti liian rajoittava ollakseen hyddyllinen.
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Melkein varma konvergenssi
Satunnaismuuttujien
X1, X2, X5, ...

muodostama jono konvergoi melkein varmasti eli todennékoisyydelld yksi kohti satunnais-
muuttujaa X, jos

Pr(lm X, = X) =1

n—>o0
Merkitian tata:

IimX, =X (as.)

n—>o0
tai

Xn a.s. X

o
jossa lyhenne a.s. = almost surely.
Téll6in sen joukon, jossa konvergenssia ei tapahdu, on nollamittainen.
Kvadraattinen konvergenssi
Satunnaismuuttujien

X1, X2, X, ...
muodostama jono konvergoi kvadraattisesti kohti satunnaismuuttujaa X, jos

limE[(X, - X)*]=0

Merkitaan tata:

limX, =X (qm.)

n—>o0
tai

Xn g.m. X

o
jossa lyhenne q.m. = in quadratic mean.
Stokastinen konvergenssi
Satunnaismuuttujien
X1, X0, X, ...
muodostama jono konvergoi stokastisesti kohti satunnaismuuttujaa X, jos kaikille € > 0 patee

IimPr(| X, - X |>¢&)=0

Merkitian tata:

limX =X (P)

n—>0

tai
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jossa lyhenne P = in probability.
Jakaumakonvergenssi
Olkoon
X1, X0, X, ...
jono satunnaismuuttujia, joiden kertyméfunktiot ovat
Fi(x), F>(x), F3(x), ...

Satunnaismuuttujien X, X5, X3, ... muodostama jono konvergoi jakaumaltaan (tai heikosti) kohti
satunnaismuuttujaa X, jonka kertyméafunktio on Fx(x), jos

lim £, (x) = F, (x)

jokaisessa pisteessd x, jossa Fx(x) on jatkuva.
Merkitddn téta:

limX =X (L)

n—>0

tai
X, — X
jossa lyhenne L = in law.
Konvergenssikisitteiden yhteydet
Voidaan osoittaa, ettd todenndkdisyyslaskennan konvergenssikisitteilld on seuraavat yhteydet:
(i) Melkein varma konvergenssi (a.s.) implikoi stokastisen konvergenssin (P).
(i) Kvadraattinen konvergenssi (q.m.) implikoi stokastisen konvergenssin (P).

(iii) Stokastinen konvergenssi (P) implikoi jakaumakonvergenssin eli heikon konvergenssin
(L).

(iv) Melkein varman ja kvadraattisen konvergenssin yhteydesti ei voida sanoa mitdin yleista.

Melkein varma Kvadraattinen
konvergenssi konvergenssi
(a.s.) (9.m.)

U U

Stokastinen
konvergenssi

(P)

U

Jakauma-
konvergenssi

(L)
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Vahva suurten lukujen laki

Olkoon
Xi,i=1,2,3, ...

jono riippumattomia ja samoin jakautuneita satunnaismuuttujia, joilla on sama odotusarvo:
EX)=u,i=1,2,3, ...

Maédritellddn satunnaismuuttujien X; , i =1, 2, 3, ... aritmeettinen keskiarvo:
1
X,==> X,
n o

T&lloin pétee vahva suurten lukujen laki: Satunnaismuuttujien X;, Xz, Xj, ... , X, aritmeettisten
keskiarvojen muodostama jono X, =X X, /n konvergoi melkein varmasti eli todenniikoisyydelli

yksi kohti satunnaismuuttujien yhteistd odotusarvoa u:

)_(n a.s. ,u

n—o

Vahva suurten lukujen laki voidaan ilmaista sanoin seuraavasti: Samoin jakautuneiden satunnais-
muuttujien aritmeettinen keskiarvo Ilihestyy muuttujien lukumddrdn kasvaessa rajatta muuttujien
vhteistd odotusarvoa melkein kaikkialla eli se otosavaruuden S osajoukko, jossa konvergenssia
ei tapahdu on nollamittainen.

Heikko suurten lukujen laki

Olkoon X;,i=1, 2, 3, ... jono riippumattomia satunnaismuuttujia, joilla on sama odotusarvo ja
varianssi:

EX)=u,D’(X)=02,i=1,2,3, ...

Maédritellddn satunnaismuuttujien X; , i =1, 2, ... , n aritmeettinen keskiarvo:
_ 1 &
X,==> X,
n o
Talloin pétee heikko suurten lukujen laki: Satunnaismuuttujien X;, X, X3, ... , X, aritmeettisten

keskiarvojen muodostama jono X, =X X, /n konvergoi stokastisesti kohti satunnaismuuttujien
yhteistd odotusarvoa u:

X~

Heikko suurten lukujen laki voidaan ilmaista sanoin seuraavasti: Samoin jakautuneiden satunnais-
muuttujien aritmeettinen keskiarvo Ildhestyy muuttujien lukumddrdn kasvaessa muuttujien yhteistd
odotusarvoa sellaisella tavalla, ettd (suurten) poikkeamien todenniikéisyys satunnaismuuttujien
yhteisestii odotusarvosta tulee yha pienemmiiksi eli (suuret) poikkeamat tulevat yhi
harvinaisemmiksi.

Suurten lukujen lait

Suurten lukujen lakeja voidaan pitdd matemaattisena formulointina tilastollisen stabiliteetin
kisitteelle.

Koska melkein varma konvergenssi implikoi stokastisen konvergenssin, vahva suurten lukujen laki
implikoi heikon suurten lukujen lain.
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Suurten lukujen laeista on olemassa yleisempid muotoja, joissa voidaan lieventid samoin-
Jjakautuneisuus- ja riippumattomuusoletuksia.

Keskeinen raja-arvolause
Olkoon
Xi,i=1,2,3, ...

jono riippumattomia, samaa normaalijakaumaa N(u,0%) noudattavia satunnaismuuttujia. Tallin
satunnaismuuttujien X; summa Y, on normaalinen:

Y, =Y X, ~N(np,nc?)
i=1

Kysymys: Miti voidaan sanoa riippumattomien, samaa jakaumaa noudattavien satunnais-
muuttujien summan jakaumasta, jos ko. satunnaismuuttujat eivdt noudata
normaalijakaumaa?

Vastaus:  Ei-normaalisten satunnaismuuttujien summa ei yleensd ole normaalinen.

Mutta: Jos yhteenlaskettavia on “tarpeeksi paljon”, satunnaismuuttujien summa on kuitenkin
(hyvin yleisin ehdoin) approksimatiivisesti normaalinen. Tdmi on keskeisen raja-
arvolauseen olennainen sisalto.

Koska monia satunnaismuuttujia voidaan pitdd usean riippumattoman tekijin summana, antaa
keskeinen raja-arvolause selityksen empiiriselle havainnolle niiden normaalisuudesta.

Olkoon
Xi,i=1,2,3,...

jono riippumattomia, samoin jakautuneita satunnaismuuttujia, joiden odotusarvo ja varianssi ovat
E(X)=u,i=1,2,3,...
D’(X,)=0,i=12,3,...

Olkoon
Y, = n X;
i=1
satunnaismuuttujien X; ,i =1, 2, ... , n summa. Summan Y, odotusarvo ja varianssi ovat
E(Y,)=nu
D*(Y,) =noc’

Standardoidaan summa Y, :

7 :Y;—I’l’u

n G\/;

Annetaan n — oco. Talloin satunnaismuuttujan Z, jakauma ldhestyy standardoitua normaali-
Jjakaumaa N(0,1).
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Siten keskeinen raja-arvolause sanoo, etti

ZX,-_”N
limPr| & <z |=D(z
n—>e on (2)

jossa @ on standardoidun normaalijakauman N(0,1) kertymdfunktio.

Merkinti:

Zn:Xi —npu
i=1
o/n

Keskeisen raja-arvolauseen mukaan usean satunnaismuuttujan summa on (tietyin ehdoin)
approksimatiivisesti normaalinen (ldhes) riippumatta yhteenlaskettavien jakaumasta.

~, N(0,1)

Huomautus:
Yhteenlaskettavien ei tarvitse olla edes jatkuvia, vaan ne voivat olla jopa diskreettejd.

Approksimaation Ayvyys riippuu yhteenlaskettavien satunnaismuuttujien lukumairasta, niiden
jakaumasta ja erityisesti niiden jakauman vinoudesta. Approksimaation hyvyys paranee, kun
yhteenlaskettavien satunnaismuuttujien lukumddrd kasvaa.

Jos yhteenlaskettavien satunnaismuuttujien jakauma on symmetrinen, approksimaatio on hyvi jo
suhteellisen pienilld yhteenlaskettavien lukuméérilld. Jos yhteenlaskettavien satunnaismuuttujien
jakauma on epdsymmetrinen, hyva approksimaatio vaatii enemmén yhteenlaskettavia.

Keskeisessi raja-arvolauseessa esiintyva rajakdyttdytymisen muoto on esimerkki jakauma-
konvergenssista eli heikosta konvergenssista.

Keskeisesti raja-arvolauseesta on olemassa yleisempid muotoja, joissa lievennetidn samoin-
Jjakautuneisuus- ja riippumattomuusoletuksia.

Keskeisesti raja-arvolauseesta seuraa: Riippumattomien samoin jakautuneiden satunnaismuuttujien
X;,i=1,2, ..., naritmeettinen keskiarvo

— 1 &
Xn—;;Xi

on suurille (mutta dérellisille) n approksimatiivisesti normaalinen parametrein uja o*/n:

2
X, ~, N(u,g—j
n
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