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8.1. Yleinen lineaarinen malli ja sen parametrien estimointi

Yleinen lineaarinen malli ja sen parametrointi
Olkoon

Yi=Pot Pixp + Poxp t et Pt g, j=1,2,....n
yleinen lineaarinen malli, jossa

y; = selitettivin muuttujan y havaittu ja satunnainen arvo
havaintoyksikéssdj =1, 2, ... ,n

x; = selittivin muuttujan eli selittdjin x; havaittu ja kiinted eli ei-satunnainen
arvo havaintoyksikossdj=1,2, ... ,n;i=1,2,... , k

Po = vakioselittdjén regressiokerroin, tuntematon ja kiinted eli ei-satunnainen
vakio

B; = selittdjan x; regressiokerroin, tuntematon ja kiinted eli ei-satunnainen vakio,

i=1,2,...,k
g = ei-havaittava ja satunnainen jainnostermi,
j=1,2,...,n

Yleista lineaarista mallia koskevat standardioletukset

(1) Selittdjén x; havaitut arvot x;; ovat kiinteitd eli ei-satunnaisia vakioita,
j=L2,...,mi=1,2,...,k

(11)  Selittdjien valilla ei ole lineaarisia riippuvuuksia.

(iii) E(g)=0,j=1,2,....n
(iv) Var(g)=0c>,j=1,2,...,n
(v) Cor(g, )=0,j#!1

(vi) §~N(0,6,j=1,2,...,n

Oletuksen (iv) mukaan kaikilla jddnnostermeilld ¢, j =1, 2, ... , n on sama varianssi, jota kutsutaan
Jjddnnosvarianssiksi. Oletusta (iv) kutsutaan homoskedastisuusoletukseksi. Oletuksen (v) mukaan
jaannostermit eivét korreloi keskenédédn. Oletusta (v) kutsutaan korreloimattomuusoletukseksi.

Huomaa, ettd normaalisuusoletus (vi) siséltdd oletukset (iv) ja (v).

Regressiotaso
Yhtdlo

y= Lo+ Bixi1+ Poxa + -+ Brxk

madrittelee fason avaruudessa R Tétd tasoa kutsutaan regressiotasoksi. Jainnosvarianssi o
kuvaa havaintopisteiden

k+1 .
(X1, X055 %3,Y,) R j=12,...,n

vaihtelua regressiotason ympaérilla.
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Yleisen lineaarisen mallin matriisiesitys
Muodostetaan selitettdvin muuttujan y havaituista arvoista y; (j = 1, 2, ... , n) n-vektori

Y

M2
Y=\ .

Y

Muodostetaan selitfdjien x; havaituista arvoistax; j=1,2, ... ,n;i=1,2, ... , k) ja ykkosistd
nx(k + 1)-matriisi

Lox, x, o,
X = Lxy Xy o 2y,
1 xnl xn2 xnk

Muodostetaan regressiokertoimista p; (i=0, 1, 2, ... , k) (k+ 1)-vektori

By
B,
B= ﬂz

B |

Muodostetaan jddnndstermeisti g (j =0, 1, 2, ... , n) n-vektori

Talloin yleinen lineaarinen malli voidaan kirjoittaa matriisein muotoon
y=XB+e
Mallissa on seuraavat osat:

y = selitettdvin muuttujan y havaittujen arvojen y; ,j =1, 2, ... , n muodostama
satunnainen n-vektori

X = selittivien muuttujien eli selittdjien x\, x», ... , X; havaittujen arvojen
Xi,j=1,2,...,n,i=1,2, ..., kjaykkosten muodostama ei-satunnainen
nx(k + 1)-matriisi

B = regressiokertoimien f;,i=0, 1,2, ... , k muodostama tuntematon ja kiinted
eli ei-satunnainen (k + 1)-vektori

€ = jddnnostermien g ,j=1, 2, ..., n muodostama ei-havaittava ja satunnainen
n-vektori

@ llkka Mellin (2010) 4/32



Mat-1.3621 Tilastollinen paattely 8. Lineaarinen malli ja suurimman uskottavuuden menetelma

Yleista lineaarista mallia koskevat standardioletukset matriisimuodossa
(1)  Matriisin X alkiot ovat ei-satunnaisia vakioita.

(1)) Matriisi X on tdysiasteinen:

rX)=k+1

(111) E(€)=0

(1v)&(v) Homoskedastisuus- ja korreloimattomuusoletus:
Cov(e) = o1

(vi) Normaalisuusoletus:

& ~ N,(0,5°T)
Lisétietoja odotusarvovektorista E( - ), kovarianssimatriisista Cov( - ) ja multinormaalijakaumasta
Nu( -, - ): ks. liitteitd 1 ja 2.
Kohdissa (iv), (v) ja (vi) esiintyvd matriisi I on nxn-yksikkématriisi.
Standardioletuksista (i) ja (iii) seuraa, ettd
E(y) =XB

Standardioletuksista (i), (iii), (iv) ja (v) seuraa, ettd

Cov(y) = E[(y —E(y))(y —E(y))']
=E[eg']
=Cov(e)
=c’l

Normaalisuusoletuksesta (vi) seuraa, ettd jidnndstermin g tiheysfunktio on muotoa

f(e,6y,...,6,;0°)=2n) "™ exp{— ! - 8’8}
20

ja edelleen, etti selitettivin muuttujan y tiheysfunktio on

1
207

S5 Yasees v, B0)=(21) 20" exp {— (y—XB)'(y —XB)}

Yleisen lineaarisen mallin uskottavuusfunktio ja logaritminen uskottavuusfunktio

Standardioletuksesta (vi) seuraa, ettd havaintojen yy, s, ... , ¥, uskottavuusfunktio on muotoa
n 1 '
L(B.07; 3 see¥,) = (2m07°) "2 exp{— 57 (V= XP) (y—XB)}

Vastaava logaritminen uskottavuusfunktio on muotoa

1,079, Y0 s ) =10g L(B,G5 31, Vsse s 1)

- —glog(27r) —glog o’ ———(y-XB)(y—XB)

20°
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Yleisen lineaarisen mallin parametrien suurimman uskottavuuden estimointi
Yleisen lineaarisen mallin
y=Xp+e

regressiokertoimien vektorin B suurimman uskottavuuden estimaattori yhtyy standardioletuksien
(1)-(vi) pétiessa vektorin B pienimmdn neliosumman estimaattoriin

B=b=(XX)"XYy
Jaannosvarianssin o> SU-estimaattori on

62 =L ssE
n

SSE =(y—Xb)'(y — Xb)
Perustelu:

Maksimoidaan logaritminen uskottavuusfunktio

1
207

IB.6%:y) = —glog(zm _glogaz ———(y—XB)'(y - XB)

parametrien B ja o suhteen.

Derivoidaan funktio /(B,c”;y) regressiokertoimien vektorin B suhteen ja merkitiéin
derivaatta nollaksi:

olB.o’;y) 1 g
=— 2Xy+X'Xp)=0
op 20'2( y 2

Vektori B voidaan ratkaista tdstd yhtélostd, koska matriisi X oletettiin tdysiasteiseksi, jolloin
matriisi XX on epdsingulaarinen. Ratkaisuksi saadaan

B=b=(XX)"Xy
Ratkaisu vastaa uskottavuusfunktion maksimia, koska matriisi

2,
BTy 1y
oBop 2

on positiivisesti definiitti.

Vektorin B suurimman uskottavuuden estimaattori b yhtyy regressiokertoimien vektorin 3
pienimmdn neliosumman estimaattoriin, koska logaritmisen uskottavuusfunktion maksimointi
parametrin B suhteen on selvésti ekvivalenttia neliomuodon (nelidsumman)

g'e=(y - XB)'(y - XPB)

minimoinnin kanssa.
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Sijoitetaan ratkaisu p=b logaritmiseen uskottavuusfunktion lausekkeeseen, derivoidaan
saatava lauseke parametrin o suhteen ja merkitdin derivaatta nollaksi:

ol(b,c”;y) n 1
—2:__._2+
oo 2 o

1 ,
7 (y—Xb)'(y—Xb)=0
20

Parametri o> saadaan ratkaistuksi tistd yhtilosti. Ratkaisuksi saadaan

6’ = lSSE
n

jossa

SSE = (y — XbY (y — Xb)

Estimoitu regressiotaso
Olkoon
b = (bo, b1, b2, ..., bi)
regressiokertoimien vektorin B suurimman uskottavuuden (pienimmdn neliosumman) estimaattori.
Yhtélo
Y =bo+ bixy + baxy + -+ + byxy

méidrittelee fason avaruudessa R*"'. Titi tasoa kutsutaan estimoiduksi regressiotasoksi.

Yleisen lineaarisen mallin suurimman uskottavuuden estimaattoreiden
ominaisuudet

Jos yleinen lineaarinen malli
y=XB+e
toteuttaa standardioletukset (i)-(vi), niin regressiokertoimien vektorin § SU-estimaattorilla
b=(X'X)"Xy
on seuraavat ominaisuudet:
(1) b on harhaton parametrille B:
E(b) = B
(ii) Cov(b) = o*(X’X) !
(iii) bja 6 ovat yhdessi tyhjentivii parametreille B ja o’.
(iv) b on tehokas eli minimivarianssinen estimaattori.
(v) b on tarkentuva.
(vi) b noudattaa normaalijakaumaa:

b~ Nk+1 (Ba 02 (X’X)_l)
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Jos yleinen lineaarinen malli
y=XB+e

toteuttaa standardioletukset (1)-(vi1), niin jddnndsvarianssin o SU-estimaattorilla
1
6* =—(y—Xb) (y— Xb)
n

on seuraavat ominaisuudet:

(i)  67? on harhainen, mutta estimaattori

2 I’l—l A2 SSE

s = 6=
n—-k-1 n—k-1

on harhaton parametrille o .
(ii) bja 6 ovat yhdessi tyhjentiviii parametreille B ja o
(iii) &7 ei ole tehokas eli minimivarianssinen estimaattori.
(iv) &°on tarkentuva.
(v) (n—k—1)s*/c? noudattaa y*-jakaumaa vapaustein (n — k — 1):

n—k—1)s*
%N}(z(n—k—l)

Gaussin ja Markovin lause

Olkoot 61 ja 62 kaksi harhatonta estimaattoria parametrille 6, =(6,,0,,...,0,). Sanomme, ettd

estimaattori 61 on parempi eli tehokkaampi kuin estimaattori 62 ,Jos
Cov(0,) < Cov(#,)

jolla tarkoitetaan sitd, ettd
t'Cov(0,)t <t'Cov(,)t

kaikille t e R”.

Keskeisen perustelun suurimman uskottavuuden (ja pienimmdn neliosumman) menetelmdn kaytolle
yleisen lineaarisen mallin regressiokertoimien estimoimisessa antaa seuraava lause:

Gaussin ja Markovin lause:
Oletetaan, ettd yleinen lineaarinen malli
y=Xp+e

toteuttaa standardioletukset (i)-(v). Talloin regressiokertoimien vektorin B suurimman
uskottavuuden (pienimmdn neliosumman) estimaattori

b=(X'X)"'Xy

on paras regressiokertoimien vektorin B lineaaristen ja harhattomien estimaattoreiden
Jjoukossa.
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Perustelu:
Olkoon
c=D"y
jokin standardioletukset toteuttavan yleisen lineaarisen mallin
y=XB+e

regressiokertoimien vektorin B /ineaarinen ja harhaton estimaattori. Matriisi D* on (k+1)xn-
matriisi, joka ei riipu vektorista y.

Olkoon
D=D"—(XX)"'X
Siten
c=D"y
=(D+(X'X)"' X"y
=D +(XX)"'X)(XB+2)
=DX+DB+D+(X'X)"'X)e
Koska
E(g)=0
niin

E(c) = (DX+DB+(D+(X'X)"'X')E(e) = (DX+1)B
Siten estimaattori ¢ on harhaton vain, jos
DX =0
jolloin
c=Dy=p+(D+(XX)"'X)e
Tarkastellaan nyt estimaattorin ¢ kovarianssimatriisia:
Cov(c) = E[(c—E(c))(c —E(c))]
=E[(c—-PB)(c—P)]
=E[(D+(X'X)"' X)ee'(D+(X'X) "' X")]
=D+ (X'X)"'X")E(ee") (D' + X(X'X) ")
=’ [DD’+DX(X'X)" +(X'X)"'X'D'+(X'X)"'] |E(sg)=0c"1

=’ [DD'+(X'X)"] IDX=0
Koska
t'Cov(c)t = [t'DD't +1'(X'X) 't]
> o ['(X'X) '] |'DD't >0
=t'Cov(b)t
niin
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Cov(c) > Cov(b)

ja siten suurimman uskottavuuden (pienimmaén nelidsumman) estimaattori b on paras
regressiokertoimien vektorin B lineaaristen ja harhattomien estimaattoreiden joukossa.

Siten yleisen lineaarisen mallin regressiokertoimien suurimman uskottavuuden (pienimmdn nelio-
summan) estimaattori on optimaalinen estimaattori Gaussin ja Markovin lauseen miéritteleméassi
mielessa.

Siirtymdlld pois lineaaristen ja harhattomien estimaattoreiden luokasta tai kdyttaimdlld jotakin
muuta optimaalisuuden kriteerid kuin estimaattorin varianssia saattaa olla mahdollista l6ytdd
suurimman uskottavuuden (pienimmdn neliosumman) estimaattoria parempia estimaattoreita.

Sovite ja residuaali
Olkoon
b=(X'X)"'X'y
yleisen lineaarisen mallin
y=XB+e
regressiokertoimien vektorin 3 SU-estimaattori.
Madéritellddn estimoidun mallin sovite y kaavalla
y=Xb
= X(X'X)"' Xy
=Py
n-vektorin y ;. alkio on

f/j =b, +bx, +b2xj2 totbx, , j=12,...,n

Matriisi
P =X(XX)"'X'

on projektio (symmetrinen ja idempotentti):
P =P
P’=P

Mairitellain estimoidun mallin residuaali e kaavalla
e=y-y
=y—-Xb
=y -X(XX)"'Xy
=(I-P)y

n-vektorin e j. alkio on
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e, =y, —j/j =Y, -b, —blle —bzsz —---—bpxjp ,j=L2,....n
Matriisi

M=I-P=1-X(XX)"'X'
on projektio (symmetrinen ja idempotentti):

M =M

M’ =M

Lisédksi matriisin P rivit ovat kohtisuorassa matriisin M sarakkeita vastaan ja matriisin M rivit ovat
kohtisuorassa matriisin P sarakkeita vastaan:

PM=MP=0

Sovitteen ja residuaalin ominaisuudet

Sovitteella ¥ on seuraavat stokastiset ominaisuudet:

E(y) = XB
Cov(y)=0’P =c’X(X'X)"'X’

Lisdksi, jos jddnndstermi € on normaalijakautunut (standardioletus (vi)), niin
y~N,(XB,o°P)

Sovitteella e on seuraavat stokastiset ominaisuudet:
E(e)=0
Cov(e)=c’M =c’(I-P)=c>(I-X(X'X)"'X')

Lisdksi, jos jddnndstermi € on normaalijakautunut (standardioletus (vi)), niin
e~N (0,6°M)

Huomaa, ettd molemmat multinormaalijakaumat ovat singulaarisia.

Varianssianalyysihajotelma

Olkoon
SST = (v =31y =3 =201 -7
selitettdvan muuttujan y havaittujen arvojen yy, 2, ... , v, kokonaisnelidsumma, jossa
Y=Y 0)
on havaintoarvojen yy, y», ... , ¥, muodostama n-vektori,
I L
y= W £ Vi
on havaintoarvojen yy, ya, ... , ), aritmeettinen keskiarvo ja
1=(LL...,1)
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on ykkosten muodostama n-vektori. Kokonaisneliosumma SST kuvaa selitettdvan muuttujan y
havaittujen arvojen yy, y», ... , ¥, vaihtelua.

Huomaa, ettd selitettdvian muuttujan y havaittujen arvojen yy, s, ... , y, otosvarianssi saadaan
kaavalla
2 1
s, =——SST
n—1

Maédritelldén residuaalien neliosumma eli jasiinnosneliosumma SSE kaavalla
SSE =e'e=(y—Xb) (y—Xb) =Y ¢
i=1
jossa
e=(e,e,),...,e))

on residuaalien muodostama n-vektori. Jadnnosnelidsumma SSE kuvaa residuaalien ey, e, ... , e,
vaihtelua estimoidun regressiotason ymparill4.

Huomaa, ettd jaddnnosvarianssin o? harhaton estimaattori saadaan kaavalla
1

§f =

n—k—1

Voidaan osoittaa, ettd aina pétee

SSE < SST

SSE

Tarkastellaan erotusta
SSM =SST —-SSE >0
Voidaan osoittaa, etti
SSM =@ -y1'F-yD =Y (5 —-»)
i=1
jossa
Y= D005 0)

on sovitteiden 3,,7,,...,y, muodostama n-vektori,

N R
y=- ;yi

on havaintoarvojen yy, s, ... , ¥, aritmeettinen keskiarvo ja
1=(,1,...,1)

on ykkosten muodostama n-vektori. Koska erotus SSM = SST — SSE voidaan esittdd neliGsummana,
erotusta SSM kutsutaan mallinelidsummaksi.

Huomaa, etti

<
Il
I |-
M=
<
Il
S |~
M=
~. >
Il
|
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Edelld esitetyn nojalla kokonaisneliosumma SST voidaan hajottaa neliosummien SSM ja SSE
summaksi:

SST = SSM + SSE

Kokonaisneliosumman SS7 hajotelmaa mallineliGsumman SSM ja jadnnosneliosumman SSE
summaksi kutsutaan varianssianalyysihajotelmaksi.

On ilmeista, ettd mitd pienempi on jadnnosneliosumman SSE = e’e osuus kokonaisneliGsummasta
SST, sitd suurempi on mallineliGsumman SSM osuus ja sitd paremmin malli selittdd selitettivin
muuttujan havaittujen arvojen vaihtelun.

Selitysaste ja sen ominaisuudet
Miiritellddn estimoidun lineaarisen regressiomallin selitysaste R” kaavalla
R? = SS_M =1= SS_E
SST SST
Koska varianssianalyysihajotelman mukaan
SST = SSM + SSE
niin
0<R*<1
Voidaan osoittaa, ettid seuraavat ehdot ovat yhtdpitdivid:
Q) R =1
(1) Kaikki residuaalit hividvit:
ej=0kaikillej=1,2,...,n
(i) Kaikki havaintopisteet
(le,sz,...,xjk,yj) ,j=L2,...,n
asettuvat samalle tasolle.
(iv) Malli selittdd tdydellisesti selitettdvin muuttujan y arvojen vaihtelun.
Edelleen voidaan osoittaa, ettd my0s seuraavat ehdot ovat yhtdpitdivid:
@) R*=0
(i1) by=by=-=b=0
(ii1)) Malli ei ollenkaan selitd selitettivin muuttujan arvojen vaihtelua.

Siten selitysaste R kuvaa estimoidun mallin selittimdd osuutta selitettivin muuttujan y arvojen
vaihtelusta.

Selitysaste ilmoitetaan tavallisesti prosentteina, jolloin sanotaan, ettd estimoitu malli on selittinyt
100xR* %

selitettdvdn muuttujan y arvojen vaihtelusta.
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Voidaan osoittaa, etti
R* =[Cor(y, I
jossa

Cor(y, y)

on selitettdvan muuttujan y havaittujen arvojen yy, y2, ... , ¥, ja estimoidun mallin sovitteiden
VisVys---»y, tavanomainen otoskorrelaatiokerroin.

8.2. Paattely yleisesta lineaarisesta mallista

Oletukset

Olkoon
Yi=Pot P+ Poxp ot fp+ 5,7 =1,2, .0

standardioletukset (i)-(vi) toteuttava yleinen lineaarinen malli, jonka matriisiesitysmuoto on
y=XB+e

jossa X on nx(k + 1)-matriisi ja

& ~ N,(0,6°T)

PNS-estimaattoreiden varianssien estimointi

Jos yleisti lineaarista mallia koskevat standardioletukset (i)-(vi) patevit, niin regressiokertoimen
Bi,i=0,1,2,... .k

suurimman uskottavuuden estimaattorin b; varianssin
D*(b) =0, =’ [(XX) 1,14

harhaton estimaattori on

D’(b) =5"[(X'X)"]

i+1,i+1

jossa

) 1 1 1 1 )
s =——38SE=——(y—-Xb)(y—Xb)=——¢€e=——) ¢
n-—1 n—l(y o ) n-—1 z

on jdadnndosvarianssin o harhaton estimaattori.

Regressiokertoimien luottamusvalit

Valitaan luottamustasoksi (1 — ). Jos standardioletukset (i)-(vi) patevét, niin regressiokertoimen
Pi,i=0,1,2,... .k

luottamusvailit ovat muotoa

b *t,,D(b),i=012,... k

jossa
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b; = regressiokertoimen f; SU-estimaattori

ttan luottamustasoa (1 — &) vastaavat luottamuskertoimet t-jakaumasta,

jonka vapausasteiden lukuméérd on (n —k— 1)

D?*(b) = regressiokertoimen f; SU-estimaattorin varianssin harhaton
estimaattori
Regressiokertoimen pS; luottamusvéli voidaan helposti johtaa kdyttdmalld hyvéksi sité, ettd

satunnaismuuttuja

ti:M,lEO,l,Z,...,k
D(b,)

noudattaa #-jakaumaa vapausastein (n — k — 1):
t, ~t(n=1),i=L2,...,n

mikd merkitsee sitd, ettd satunnaismuuttujan ¢; jakauma ei riipu estimoinnin kohteena olevista
parametreista ja siten satunnaismuuttuja ¢; on saranasuure.

Regressiokertoimen f; luottamusvili
b *t,,D(b),i=012,... k

luottamustasolla (1 — ) peittdd regressiokertoimen [3; todellisen arvon todenndikoisyydelld (1 — o):
Pr(b, —t,,D(b)< B <b +t,,D(}))=1-a

Jos otantaa toistetaan, niin luottamustason frekvenssitulkinnan mukaan otoksista konstruoiduista
luottamusvileisti

100x(1 — &) %
peittdd regressiokertoimen [3; todellisen arvon ja
100xa %

valeistd ei peitd regressiokertoimen [3; todellista arvoa.

Lineaaristen rajoitusten testaus
Olkoon
y=XB+e
standardioletukset (i)-(vi) toteuttava yleinen lineaarinen malli, jossa X on ei-satunnainen
nx(k+ 1)-matriisi, n > k+ 1, (X) =k + 1.
Oletetaan, ettd regressiokertoimien vektorille f on asetettu nollahypoteesi

H,:RB=r

jossa R on ei-satunnainen mx(k + 1)-matriisi, m < k + 1, (R) = m. Nollahypoteesin Hy mukaan
regressiokertoimia sitoo m lineaarisia rajoitusta eli side-ehtoa. Side-ehtoa R =r kutsutaan usein

vleiseksi lineaariseksi hypoteesiksi. Yhtdlo Rp =r maédrittelee m-ulotteisen tason (k + 1)-
ulotteisessa avaruudessa R*"'.
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Regressiokertoimien vektorin B rajoittamaton suurimman uskottavuuden (pienimmdn neliésumman)
estimaattori on

b =UX"y
jossa
U=(XX)"'

Regressiokertoimien vektorin B rajoitettu eli sidottu suurimman uskottavuuden (pienimmdn
neliosumman) estimaattori on (ks. kappaletta 8.4)

b, =b+ UR'S(r —Rb)
jossa
b =UX"y
on vektorin B rajoitettu suurimman uskottavuuden estimaattori, matriisi U on kuten edelld ja
S =(RUR')™
Rajoitettu suurimman uskottavuuden estimaattori b, voidaan johtaa sidottujen dériarvojen
etsimiseen tarkoitetulla Lagrangen menetelmdlld (ks. kappaletta 8.4).

Maédritelldén jddnnosneliosummat
SSE =(y — Xb)'(y — Xb)
SSEy = (y —Xb,)'(y —Xb,)
Talloin osamédritestisuure nollahypoteesille
H,:Rp=r

on muotoa

SSE ) ?
1=
SSE,
Osamaéérdtestisuureen A jakaumaa ei tunneta, mutta osamaaratestisuureen asymptoottista jakaumaa
koskevasta yleisestd tuloksesta seuraa, ettd nollahypoteesin pdtiessd

SSE
SSE,

2
2logA=-2 log( j = nlog(SSE, ) —nlog(SSE) ~, x*(m)

jossa

rajoitusten eli side-ehtojen lukumaara

3
Il

rivien lukuméird matriisissa R

Suuret testisuureen —2log A arvot merkitsevit sitd, ettd nollahypoteesi on asetettava kyseenalaiseksi.
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Osamaéérédtestisuureen A jakaumaa ei siis tunneta, kun otoskoko on ddrellinen. Sen sijaan testisuure

_n—k-1| 1

—-1

j]

F
m

noudattaa eksaktisti F-jakaumaa vapausastein m ja (n — k — 1) nollahypoteesin
H,:RB=r

pétiessé:
For~y F(mn—k-1)

Testisuure F' voidaan kirjoittaa seuraaviin muotoihin:

n—k-1 SSE, - SSE

m SSE
_ (r—=Rb)'S(r —Rb)

2
ms

F=

jossa
(n—k—1)s* =(y— Xb)'(y —Xb) = SSE

Testisuure F' voidaan johtaa my0s Waldin testind tai Lagrangen kertojatestind.

Testi regression olemassaololle

Olkoon testattavana nollahypoteesina
Hy:p=p=-=p=0

Jos nollahypoteesi Hy pdtee, selitettdvd muuttuja y ei riipu lineaarisesti yhdestikain selittdjasta xi,
X2, ... , Xk Sen sijaan, jos nollahypoteesi Hy ei pdde, selitettdvd muuttuja y rijppuu lineaarisesti
ainakin yhdesta selittdjasti xi, xz, ... , Xx .

Maaritelldan F-testisuure
Fpon-rT k-1 %
k SSE
n—k—1 SST —SSE
k  SSE
n-k-1 R’
Kk 1-R

jossa

SST = selitettivdan muuttujan y havaittujen arvojen kokonaisvaihtelua
kuvaava neliGsumma

SSM = estimoidun mallin mallineliosumma
SSE = estimoidun mallin jddnnésneliosumma

R* = estimoidun mallin selitysaste
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Testisuure /' vertaa toisiinsa residuaalivarianssia

) 1

§°=——SSE
n—k-1
ja mallivarianssia
, 1
s, =—SSM
Yok

Oletetaan, ettd standardioletukset (1)-(vi) pétevét. Talloin testisuure F noudattaa nollahypoteesin
H,:,=B8,="=0,=0
pdtiessd F-jakaumaa vapausastein kja (n —k—1):
F oy Flen—k=1)
Testisuureen F normaaliarvo eli odotusarvo nollahypoteesin Hy pétiessd on approksimatiivisesti
(suurille n) = 1:

E(F) %, |

Suuret testisuureen F arvot viittaavat siithen, ettd nollahypoteesi Hy ei pdde.

Testi on erikoistapaus edelld esitetysta testistd yleiselle lineaarisille hypoteesille. Testisuure F
voidaan johtaa my0s suoraan osamddrdtestind, Waldin testind tai Lagrangen kertojatestind
nollahypoteesille Hy .

Testit regressiokertoimille
Olkoon nollahypoteesina
H, :8,=0,i=0,1,2,....k

1

Jos nollahypoteesi Hyo pdtee, mallissa ei ole vakiota. Jos nollahypoteesi Hy; pdtee, selitettiva
muuttuja y ei riipu lineaarisesti selittdjasti x; , i = 1, 2, ... , k. Jos nollahypoteesi Hy; ei pdde,
selitettdvd muuttuja y riippuu lineaarisesti selittijasta x; , i=1, 2, ... , k.

Madritelladn ¢-testisuureet

bi
t=——
D(,)
jossa
b; = regressiokertoimen f; SU-estimaattori
D?*(b) = regressiokertoimen f; SU-estimaattorin varianssin harhaton

estimaattori
Oletetaan, ettd standardioletukset (i)-(vi) patevét. Talloin testisuure ¢; noudattaa nollahypoteesin

H,: B =0,i=0,12,. .k

1

patiessa t-jakaumaa vapausastein (n — k — 1):
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8~y th—k-1),i=12,...,n
Testisuureen ¢#; normaaliarvo eli odotusarvo nollahypoteesin Hy; pitiessd on
E(t)=y, 0,i=0,12,....k
Itseisarvoltaan suuret testisuureen ¢; arvot viittaavat siihen, ettd nollahypoteesi Hy; ei pade.

Testit ovat erikoistapauksia edelld esitetysta testistd yleiselle lineaarisille hypoteesille. Testisuureet
t;,i=0,1,2, ..., kvoidaan johtaa myGs suoraan osamdicdrdtesteind, Waldin testeind tai Lagrangen
kertojatesteind nollahypoteesille Hy; , i =0, 1,2, ... , k.

8.3. Yleinen lineaarinen malli ja yleistetty pienimman neliosumman menetelma

Oletukset
Olkoon
y=XB+e
standardioletukset (i)-(vi) toteuttava yleinen lineaarinen malli, jossa X on nx(k + 1)-matriisi.
Standardioletuksien (iv) ja (v) mukaan
Cov(e) = 0’1
Korvataan oletukset (iv) ja (v) nyt seuraavilla oletuksilla:
(iv)’-(v)’ Cov(g)= o>V

jossa V on positiivisesti definiitti nxn-matriisi. Talloin jadnnostermid € koskeva normaalisuusoletus

& ~ N,(0,5°T)
on korvattava oletuksella
(vi)’ g ~N,(0, o°V)
Huomautus:

Matriisi V on monissa kdytannon sovelluksissa tuntematon. Télloin matriisissa V on
1
sn(n+1)

vapaata, estimoitavaa parametria ja yleinen lineaarinen malli on voimakkaasti y/i-
parametroitu ja malli ei ole estimoituva. Talloin matriisi V on parametroitava uudelleen
sellaisella tavalla, joka vdhentdd estimoitavien parametrien lukumaéréaé niin paljon, ettd
mallista tulee estimoituva.

Yleistetty pienimman neliosumman estimaattori

Koska matriisi
Cov(e) = o’V

on oletettu positiivisesti definiitiksi, matriisilla V on Cholesky-hajotelma
V=UU’

missd nxn-matriisi U on epdsingulaarinen yldkolmiomatriisi.
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Kerrotaan regressioyhtilo

(1) y=Xp+e
vasemmalta matriisilla U™, jolloin saadaan regressioyhtild
) Uly=U'XBp+U'e
Regressioyhtild (2) voidaan kirjoittaa muotoon
3) z=TB+8
jossa
z = U_ly
T =U'X
§ =Ue

Regressioyhtélon (3) jaddnnodstermi 8 on korreloimaton:
Cov(8)=U"'Cov(e)(U")Y =c? U 'VU) '=c? U'UU'(U) ' =61
joten standardioletukset (i)-(v) patevét regressiomallille (3).

Soveltamalla pienimmaén nelicsumman menetelméé regressioyhtidloon (3) vektorin B pienimman
nelidsumman estimaattoriksi saadaan

bes =(T'T) Tz
_ (X'(U')_IU_IX)_I X'(U')_IU_ly
= (X'(UU)'X) X'(UU) y
—xXVIX)T XV ly
Estimaattoria b s kutsutaan mallin (1) regressiokertoimien vektorin f yleistetyksi pienimmiin
neliosumman (PNS-) estimaattoriksi.

Yleistetyn PNS-estimaattorin ominaisuudet

Yleisen lineaarisen mallin (1) regressiokertoimien vektorin B yleistetyn PNS-estimaattorin bgys
keskeiset stokastiset ominaisuudet on esitetty seuraavassa lauseessa:

Lause 8.3.1.
Oletetaan, ettd yleisen lineaarisen mallin (1) oletukset (1)-(ii1) ja (iv)'-(v)" pétevat. Télldin
(1) E(bgrs) = P
(ii) Cov(bgrs) = o* X'V 'X)™!
(i11) Erityisesti
Var(h?) =’ [(X'V'X) 411 =0,12,....k

missi

b, =(b,bC,bY,...,b)
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Perustelu:
(1)  Suoraan laskemalla saadaan:
E(bgrs) = E[(X'V'X)'X'V'y]
= (X'V'X)'X'V'E(y)
= (X'V'X)'X'V'XB
=B
(i1)  Yleistetyn PNS-estimaattorin b s kaavaa johdettaessa malli
y=XB+e
muunnettiin malliksi
z=TB+d
jossa
z = U_ly
T=U'X
5§ = Ul
ja U on epidsingulaarinen yldkolmiomatriisi joka toteuttaa ehdon
V=UU’
Siten
Cov(bgrs) = o(TT) ' = > X'V 'X) !

(i11)) Kohta (ii1) on suora seuraus kohdasta (i1).

Huomautus:

Lauseen 8.3.1. kohdan (i) mukaan yleistetty PNS-estimaattori bg,s on regressio-
kertoimien vektorin B harhaton estimaattori.

Lause 8.3.2.

Oletetaan, ettd yleisen lineaarisen mallin (1) oletuksien (i)-(iii) ja (iv)’-(v)" lisdksi
normaalisuusoletus (vi)” patee. Talloin

bars ~ N (B, o2 XV X))
Erityisesti

bY ~NB,c’[(XV'X)"] i=01,2,...k

i+1,i+1 2
missi

b, =(b,bC,bY,...,b)
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Perustelu:
Lause 8.3.2. seuraa suoraan lauseesta 8.3.1., koska yleistetty PNS-estimaattori
bos=XV'X)'X'V'y

on multinormaalisen satunnaismuuttujan y lineaarimuunnoksena multinormaalinen.

Yleistetyn PNS-estimaattorin hyvyys

Koska malli (3) toteuttaa ns. standardioletukset (i)-(v), kerroinvektorin B yleistetty PNS-estimaattori
bos=(T'TY'Tz=XV'X)'XV'y

on Gaussin ja Markovin lauseen (ks. kappale 8.1.) mukaan paras lineaaristen ja harhattomien

estimaattoreiden joukossa.

Jos siis yleisen lineaarisen mallin (1) standardioletukset (i)-(ii1) ja oletukset (iv)'-(v)” pétevit, niin
vleistetty PNS-estimaattori bgrs on parempi kuin tavallinen PNS-estimaattori

b=(X"X)"'Xy
mikd merkitsee sitd, ettd matriisi
Cov(b) — Cov(bgs) = o*(X'X) ' - o*(X'V'X)™!
on ei-negatiivisesti definiitti kaikille positiivisesti definiiteille nxn-matriiseille V.

Yleistetty PNS-estimaattori ndhdéén parhaaksi lineaaristen ja harhattomien estimaattoreiden
joukossa myos seuraavalla tavalla:

Olkoon
b’ =Hy
jokin kerroinvektorin B lineaarinen ja harhaton estimaattori. Talldin
E(b") = HE(y) = HXB = B
josta seuraa, ettd
HX =1
Maédritellddn matriisi C yhtilolla
H=XV'X)'XVv'+C
Koska vilttamatta CX =0,
Cov(b") = Cov(Hy) = Cov(bg.s) + CV'C’
Koska matriisi
Cov(b") — Cov(bgrs) = CV'C’

on ei-negatiivisesti definiitti, niin yleistetty PNS-estimaattori bgrs on parempi kuin mikd tahansa
sk
muu lineaarinen ja harhaton estimaattori b .

@ llkka Mellin (2010) 22/32



Mat-1.3621 Tilastollinen paattely 8. Lineaarinen malli ja suurimman uskottavuuden menetelma

8.4. Yleinen lineaarinen malli ja lineaariset rajoitukset

Oletukset

Olkoon
y=XB+e

standardioletukset (i)-(vi) toteuttava yleinen lineaarinen malli, jossa X on nx(k + 1)-matriisi ja
& ~ N,(0,5°T)

Oletetaan, ettd yleisen lineaarisen mallin (1) standardioletukset (i)-(vi) pétevit, mutta oletetaan
lisdksi, ettd regressiokertoimia sitoo lineaarinen rajoitus eli side-ehto

2) RB=r
jossa R tdysiasteinen mx(k + 1)-matriisi, m < k + 1.
Huomautus:

Lineaarisen mallin (1) regressiokertoimien vektori B voi varioida vapaasti avaruudessa R**" .
Jos lineaarinen rajoitus (2) patee, vektori B varioi siind m-ulotteisessa vektorialiavaruudessa,
jonka lineaarinen rajoitus (2) mddrittelee. Tdma aliavaruus on m-ulotteinen taso avaruudessa

Rk+l

Rajoitettu pienimman neliésumman estimaattori
Minimoidaan nelidésumma

e'e=(y—XB)(y-Xp)
vektorin B suhteen, kun lineaarinen rajoitus

RB=r

patee. Kayttdmalla sidottujen ddriarvojen etsimiseen tarkoitettua Lagrangen kertojien menetelmdid
saadaan regressiokertoimien vektorin B estimaattoriksi (joka siis toteuttaa rajoitukset Rp =r)
estimaattori

br=b-(XX)'R'RXX)'R)'(Rb-r)

Estimaattoria by kutsutaan mallin (1) regressiokertoimien vektorin B rajoitetuksi tai sidotuksi
pienimmiin neliosumman (PNS-) estimaattoriksi.

Rajoitetun PNS-estimaattorin ominaisuudet

Lineaarisen regressiomallin (1) regressiokertoimien vektorin [ rajoitetun PNS-estimaattorin by
keskeiset stokastiset ominaisuudet on esitetty seuraavassa lauseessa:

Lause 8.4.1.
Oletetaan, ettd yleisen lineaarisen mallin (1) standardioletukset (1)-(v) pétevit. Talloin
Q) E(b) = B
(ii) Cov(bp) = o’ [(X'X) "' - (X'X) 'R (RX'X) 'R "'RX'X)"]
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jos lineaarinen rajoitus RB = r pitee.
Perustelu:
(1)  Suoraan laskemalla saadaan:
E(bg) = E[b-(XX) 'R (RX'X)'R)"'(Rb - r)]
E(b) - (X'X) 'R’ (RX'X) 'R")(RE(b) — r)
= B~ (XX) ' R'(RX'X) 'R (RB -~ 1)
=B
(i) Oletetaan, etti rajoitukset RB = r pétevit. Merkitsemalla
C=X'X)'R’
voidaan rajoitetun PNS-estimaattorin by lauseke kirjoittaa muotoon
br=b - C(C’X’XC) ' (Rb —r)
Koska
b=B+XX)'Xe
saadaan yhtélo

br-B=[(XX)"'-CC'XXC)'CIXe

Koska oletimme, ettd R = r, jolloin bg on harhaton parametrivektorille B, niin
Cov(bg) = E{[(bz — E(bz)][(bz—B)]'}
E[(bz — B)(br = B)’]
[(X'X) " — C(C'X"XC)'C'1X E(eg")X
x[(X'X)! - C(C’X’XC)'C]
o [(X'X) ! - CC’X’XO)'C'IX'X
x[(X'X)!' - C(C’X'’XC)'C]

o I(X'X) ! - CC’X'’Xe)'c
A IXX) ' - (XX) ' RRX'X)'R) ' RX'X) ]

Huomautus:

Lauseen 8.4.1. kohdan (i) mukaan rajoitettu PNS-estimaattori bg on lineaarisen
rajoituksen RP = r pitiessa regressiokertoimien vektorin B harhaton estimaattori.

Lause 8.4.2.

Oletetaan, ettd yleisen lineaarisen mallin (1) standardioletuksien (i)-(v) lisdksi
normaalisuusoletus (vi) pétee. Talloin

bz ~ N1 (B, [(X'X) ' — (X' X) '"R'(RX'X)'R)'RX'X) ™))

jos lineaarinen rajoitus RP = r pitee.
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Perustelu:
Lause 8.4.2. seuraa suoraan lauseesta 8.4.1., koska rajoitettu PNS-estimaattori
br=b-(XX)'R'RXX)'R)'(Rb-r)

on multinormaalisen satunnaismuuttujan y lineaarimuunnoksena multinormaalinen.

Rajoitetun PNS-estimaattorin hyvyys
Olkoon
br=b-(XX)'R'RXX)'R)'(Rb-r)
lineaarisen regressiomallin (1) regressiokertoimien vektorin B rajoitettu PNS-estimaattori, missa
b=XX)"'Xy
on vektorin B tavallinen PNS-estimaattori.
Koska
b=p+(X'X)'Xe
saadaan yhtélo
bz —B=[XX)" - (XX)'R(RXX)'R)'RXX) "X
jos lineaarinen rajoitus
RB=r
péatee. Talloin
Cov(bg) = E[(bz — B)(bz = B)’]
= o’ [(X'X)" - (X'X) 'R RXX)'R)'RX'X) ']
Tastd nahdéaan vélittomasti, ettd rajoitettu PNS-estimaattori bg on lineaarisen rajoituksen
RB =r pdtiessd parempi kuin tavallinen PNS-estimaattori b, koska
Cov(b) = *(X'X)™!
ja matriisi
Cov(b) — Cov(bg) = o*(X'X) 'R’ (RX'X) 'R")'RX'X)™

on ei-negatiivisesti definiitti.
8.5. Bayeslainen yleinen lineaarinen malli

Oletukset
Olkoon
y=XB+e
standardioletukset (i)-(vi) toteuttava yleinen lineaarinen malli, jossa X on nx(k + 1)-matriisi ja

g ~N,(0,6°T)
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Oletetaan seuraavassa yksinkertaisuuden vuoksi, etté jadnndsvarianssi,o> on tunnettu.
Lineaarisen mallin ilmaisema otosinformaatio voidaan esittdd muodossa

yIB ~ N.(XB,oI)
Oletetaan, ettd parametrista B on prioritietoa, joka voidaan esittdd muodossa

RB ~ N,(r,6*/cW)

jossa R on tdysiasteinen mx(k + 1)-matriisi, m < k + 1. Parametri ¢ kontrolloi otostiedon ja
prioritiedon suhdetta.

Soveltamalla Bayesin kaavaa saadaan parametrin B posteriorijakaumaksi normaalijakauma:
BIY ~ Nix1(br(c).0 " Zr(c))

jossa
br(c) = Zz(c)(X'y + cR'W 'r)

ja
Zr(c)=(X'X + cR'W ' R)™

Parametrin B Bayes-estimaattoriksi voidaan valita posteriorijakauman odotusarvo

(1) br(c) = (X'X + cR'W ' R) '(X'y + cR'W 'r)

Estimaattori (1) on samaa muotoa kuin ns. sekaestimaattori, joka saadaan liittdimalla stokastinen
prioritieto

r=RB+d

8§ ~ N, (r,0*/cW)
otosinfomaatioon

y=XB+e

& ~ N,(0,5°T)

lisdhavaintoina ja soveltamalla ndin saatuun lineaariseen malliin yleistettyd pienimmdn
neliosumman menetelmdcd (ks. kappale 8.3).

Estimaattori (1) saadaan my6s minimoimalla
fB)=(y ~ XB)'(y ~ XB) + c(r —RB)W '(r — RB)

parametrin B suhteen. Tama minimointitehtdva on sakotetunpienimmdn neliésumman menetelmdn
muoto, joka voidaan tulkita huonosti asetettujen ongelmien (engl. ill-posed problem)
ratkaisemisessa sovellettavan regularisaatiomenetelmdn diskretisoinniksi.

Jos ¢ — 0, niin parametrin B posteriorijakauman rajajakaumaksi saadaan normaalijakauma

Nit1(b,o?U)
jossa

b =UX'y

U=(X'X)"
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Siten yleisen lineaarisen mallin
y=XB+e

pararmetrin B tavanomainen pienimmdn neliosumman estimaattori saadaan pararmetrin 3 Bayes-
estimaattorina, kun priorijakaumana kaytetdan epdinformatiivista priorijakaumaa.

Jos ¢ — +oo, niin parametrin B posteriorijakauman rajajakaumaksi saadaan normaalijakauma
Ni1(br,0°Zg)
jossa
bz =b - UR'(RUR")'(Rb - r)
Zz=U - UR’(RUR")'RU
b =UX'"y
U=X'X)"
Siten yleisen lineaarisen mallin
y=XB+e

pararmetrin B rajoitettu pienimmdn neliosumman estimaattori bg (ks. kapaletta 8.4.) saadaan Bayes-
estimaattorina, kun priorijakaumana kdytetyn normaalijakauman

N,(r,5%/cW)

annetaan konvergoida kohden yhden pisteen jakaumaa, jossa jakauman koko todennikdsyysmassa
on keskittynyt pisteeseen r.

8.6. Yleinen lineaarinen malli ja stokastiset selittajat

Oletukset

Olkoon
y=XB+e

standardioletukset (i)-(vi) toteuttava yleinen lineaarinen malli, jossa X on nx(k + 1)-matriisi ja
& ~ N,(0,5°T)

Oletuksen (1) mukaan matriisi X on ei-satunnainen. Korvataan oletus (i) nyt oletuksella

(1)" Matriisi X on satunnainen
Huomautus:

Oletus (1)" merkitsee sitd, ettd selittdjat x;, x, ... , x; oletetaan satunnaismuuttujiksi.

Kiinteat ja satunnaiset selittajat

Lineaarista regressiomallia (1) koskevissa standardioletuksissa selittdjien havaittujen arvojen
muodostama matriisi X on oletettu kiintedksi eli ei-satunnaiseksi. Tiukasti ottaen tdmé oletus voi
pdted vain sellaisissa tilanteissa, joissa selittdjien arvot pddstddn valitsemaan. Selittdjien arvot
padstiin valitsemaan puhtaissa koeasetelmissa, mutta muulloin oletus on vaikeasti perusteltavissa.
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Tarkastelemme nyt siis tilannetta, jossa selittdjit ovat stokastisia muuttujia eli satunnaismuuttujia.
Miten tdma vaikuttaa kappaleessa 1.esitettyihin lineaarisen regressiomallin estimointia koskeviin
tuloksiin? Taydellisen vastauksen antaminen tdhén kysymykseen on monimutkainen tehtéva eika
sithen tdssd edes pyrita.

Jos sekd selitettivd muuttuja y etta selittdjdt x,, x», ... , X ovat satunnaismuuttujia, tdydellisen
kuvauksen niiden kéyttdytymisestd antaa niiden yhteisjakauma. Muuttujan y riippuvuutta muuttu-
jista x1, X2, ... , x; voidaan tutkia yhteisjakauman muodostamassa kehikossa tarkastelemalla
muuttujan y regressiofunktiota eli ehdollista odotusarvoa muuttujien x, xz, ... , X; suhteen.

Koska regressiofunktiot ovat yleensi epdlineaarisia, joudutaan téllaisissa tilanteissa tavallisesti
soveltamaan epilineaarista regressioanalyysia; epdlineaarisen regressioanalyysin késittely
sivuutetaan téssd esityksessa.

Ehdollistaminen

Voidaan osoittaa, ettd kaikki kappaleissa 1. ja 2. esitetyt lineaarisen regressiomallin estimointia ja
testausta koskevat tulokset pdtevdt, jos seuraavat oletukset pdteviit:

@)’ E(e[X)=0

(i)’ Cov(e | X)=c’l
Naisti oletuksista seuraa:

() E(y | X)=XB

(i) Cov(y | X) = oI

Ehdon (1)"” mukaan selitettdivin muuttujan arvojen ehdollinen odotusarvo eli regressiofunktio on
lineaarinen, kun ehdollistus tapahtuu selittdvien muuttujien havaittujen arvojen suhteen.

Huomautus 1:

Koska moniulotteisten satunnaismuuttujien ehdolliset odotusarvot ovat yleisessi
tapauksessa ehtomuuttujien epdlineaarisia funktioita, oletus regressiofunktion
lineaarisuudesta on stokastisten selittdjien tapauksessa hyvin voimakas oletus.

Huomautus 2:

Jos selitettdvan muuttujan y ja selittdjien xi, xz, ... , x; yhteisjakauma on multi-
normaalinen, niin satunnaismuuttujan y ehdollinen jakauma satunnaismuuttujien xi, x,
..., X; suhteen on normaalinen.

Liséksi tilloin satunnaismuuttujan y ehdollinen odotusarvo satunnaismuuttujien xi, x,,
..., X; suhteen on lineaarinen ja satunnaismuuttujan y ehdollinen varianssi satunnais-
muuttujien xi, Xz, ... , X; suhteen on vakio.

Talloin oletukset (1)” ja (i1)” patevit ja voimme soveltaa kappaleissa 1. ja 2. esitettyd
yleisen lineaarisen mallin tavanomaista estimointi- ja testiteoria. Tama merkitsee sité,
ettd stokastisten selittdjien tapauksessa multinormaalijakauman regressiofunktiot ja
lineaariset regressiomallit kytkeytyvidt toisiinsa.

Lisdtietoja multinormaalijakaumasta, sen ehdollisista jakaumista ja ehdollisista
odotusarvoista sekd ehdollisten odotusarvojen estimoinnista: ks.
Monimuuttujamenetelmét: Multinormaalijakauma.
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Huomautus 3:

Aikasarjojen analyysissa ja ekonometriassa joudutaan soveltamaan myos sellaisia
regressiomalleja, joissa selittdjit ovat stokastisia ja oletukset (1) ja (i) eivdt pdde.

Téllaisissa tilanteissa PNS-menetelma ei vdlttdmadittd tuota harhattomia eikd edes
tarkentuvia estimaattoreita regressiokertoimille. Télloin PNS-menetelmdd ei saa

kéyttid regressiokertoimien estimointiin.

Sen sijaan suurimman uskottavuuden menetelmd tuottaa tavallisesti kelvolliset
estimaattorit regressiokertoimille myos niissé tilanteissa, joissa PNS-menetelmaa ei

saa soveltaa.

Liite 1: Odotusarvovektori ja kovarianssimatriisi
Olkoot
X1y X2y oen s Xp
satunnaismuuttujia, joiden odotusarvot ovat
Ex)=wi,i=1,2,...,p
ja kovarianssit ovat
Cov(x;, ) = E[(qi— E)(x — ECo)]
E[(xi — ui)(x; — 17)]

= o;,i=1,2,...,p,j=1,2,...

Huomaa, etti

Cov(x;, x;) = E(xix) — pis

ja
Cov(x;, x;) = o; = Var(x;) = or
Olkoon
X
Xy
X =(X,%p,5000,X,) =| .
X

P
satunnaismuuttujien xi, xa, ... , X, muodostama p-vektori.
Satunnaisvektorin x odotusarvovektori on p-vektori

H

B =| " |=n

Hp

jonka i. alkio

w=EM),i=1,2,...,p.

P
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on satunnaismuuttujan x; odotusarvo.
Satunnaisvektorin x kovarianssimatriisi on (symmetrinen) pxp-matriisi
Cov(x)=[o,]=X
jonka i. rivin ja j sarakkeen alkio
oy =E[(xi— ) — )], ,j=1,2,....p
on satunnaismuuttujien x; ja x; kovarianssi.
Huomaa, etti
Cov(x) = E[(x - E(x))(x — E(x))']
=E[(x—p)(x—p)]
=E(xx’) —pp’

Liite 2: Multinormaalijakauma

Maaritelma

Satunnaisvektori X = (xi, x2, ... , X,) noudattaa p-ulotteista multinormaalijakaumaa parametrein
E(x)=p

ja
Cov(x)=2>0

jos sen tiheysfunktio on
1 1 1 fae
fx)=(27) 2" x| > exp{—z(x—u) z 1(x—u)}
Merkinté:
x~N, (n,X)

Satunnaisvektorin x odotusarvovektorin
E(x)=p

i. alkio y; on satunnaismuuttujan x; odotusarvo:
[Wli=wi=Ex),i=1,2,...,p

Satunnaisvektorin x kovarianssimatriisin
Cov(x) =E=E[(x—p)(x—p)]

i. rivin jaj. sarakkeen alkio oj on satunnaismuuttujien x; ja x; kovarianssi:

[Z]; = oy = E[(xi — 1) (x; — )]
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Tiheysfunktion ominaisuudet

(1)  p-ulotteisen multinormaalijakauman tiheysfunktio f, (x) médrittelee pinnan

y=rx(x)
(p + 1)-ulotteisessa avaruudessa.
(1)) Multiplikatiivinen tekija
(2m) " £ [

multinormaalijakauman tiheysfunktion lausekkeessa on skaalaus- tai normeeraustekijd,
jonka tehtdvina on pitdd huolta siitd, ettd pinnan

y=/xX)
ja tason y = 0 rajoittaman kappaleen tilavuus = 1.
(i11) Pinnalla y = f, (x) on yksikésitteinen maksimi pisteessé p.

(iv) Pinnany = £, (x) muodon méérdd matriisin > neliémuoto

(x-p) ' (x—p)

(v) Neliomuoto

(x—p) 7 (x—p)

maédrittelee pinnalle y = £, (X) tasa-arvoellipsoidit

x-p) ' (x-p)=¢’

(vi) Ellipsoidien

(x—p) T (x-p)=¢’
yhteisend keskipisteend on piste p.

(vii) Ellipsoidien

x—p) T (x-p)=¢’
pddakselit saadaan kovarianssimatriisin X pddakseliesityksestd
BAB’

jossa A on matriisin £ ominaisarvojen muodostama diagonaalimatriisi ja B on
vastaavien ominaisvektoreiden muodostama ortogonaalinen matriisi, jossa ominais-
vektorit ovat sarakkeina.

Matriisin ¥ ominaisvektorit maéaradvit tasa-arvoellipsoidien pddakseleiden suunnat ja
niiden pituudet ovat verrannollisia matriisin ¥ ominaisarvojen nelidjuuriin.
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Multinormaalijakauman karakterisointi 1

Jokainen multinormaalijakaumaa noudattava satunnaismuuttuja saadaan lineaarimuunnoksella
riippumattomista standardoitua normaalijakaumaa noudattavista satunnaismuuttujista.

Kéédntden: jokainen multinormaalijakaumaa noudattava satunnaismuuttuja voidaan muuntaa
lineaarimuunnoksella riippumattomiksi standardoitua normaalijakaumaa noudattaviksi
satunnaismuuttujiksi.

Multinormaalijakauman karakterisointi 2

Jos kaikki satunnaisvektorin X /ineaarikombinaatiot noudattavat (yksiulotteista) normaalijakaumaa,
satunnaisvektori X noudattaa multinormaalijakaumaa.

Kééntden: multinormaalijakaumaa noudattavan satunnaisvektorin kaikki lineaarikombinaatiot ovat
normaalisia.

Muuttujien vaihto

Multinormaalisen satunnaismuuttujan epdsingulaariset lineaarimuunnokset noudattavat
multinormaalijakaumaa.

Korreloimattomuus ja riippumattomuus

Satunnaismuuttujien riippumattomuudesta seuraa aina niiden korreloimattomuus. Sen sijaan
korreloimattomat satunnaismuuttujat eivdt vdlttimdttd ole riippumattomia. Korreloimattomien
satunnaismuuttujien vélilld saattaa olla jopa eksakti (epdlineaarinen) riippuvuus.

Mutta jos satunnaismuuttujien yhteisjakaumana on multinormaalijakauma, niin satunnaismuuttujat
ovat riippumattomia, jos ja vain jos ne ovat korreloimattomia.

Reunajakaumat

Multinormaalijakaumaa noudattavan satunnaismuuttujan kaikki reunajakaumat ovat
multinormaalijakaumia (tai normaalijakaumia).

Ehdolliset jakaumat

Multinormaalijakaumaa noudattavan satunnaismuuttujan kaikki ehdolliset jakaumat ovat
multinormaalijakaumia (tai normaalijakaumia).

@ llkka Mellin (2010) 32/32



