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Aiheet: Piste-estimointi

Avainsanat:

Binomijakauma, Cramérin ja Raon alaraja, Cramérin ja Raon epayhtald, Eksponenttiperhe,
Estimaattori, Estimaatti, Estimointi, Harha, Harhattomuus, Havainto, Havaintopiste, Logaritminen
uskottavuusfunktio, Minimivarianssisuus, Normaalijakauma, Normaalisuus, Otos, Otostunnus-
luku, Parametri, Paras harhaton estimaattori, Pistetodennakoisyysfunktio, Poisson-jakauma,
Raon ja Blackwellin teoreema, Riippumattomuus, Schwarzin epayhtald, Tehokkuus, Tiheys-
funktio, Tyhjentavyys, Uskottavuusfunktio, Varianssi, Yhteisjakauma

Tehtava 6.1.

Olkoon X1, X3, ..., X, riippumaton satunnaisotos Poisson-jakaumasta Poisson(A). Todista,
ettd tunnusluku

Xi

i=1

X=

N

on paras harhaton estimaattori parametrille 1. Kéyta todistuksessa Cramérin ja Raon

epdyhtdlod.
Tehtava 6.2.
Olkoon X, X, ..., X, riippumaton satunnaisotos normaalijakaumasta N(u,az), jossa
parametri o on tunnettu. Todista, ettd tunnusluku
_ 1
X==>X,
n i
on paras harhaton estimaattori parametrille u. Kéytd todistuksessa Crameérin ja Raon
epdyhtdlod.
Tehtava 6.3.
Olkoon X1, X3, ..., X, riippumaton satunnaisotos Poisson-jakaumasta Poisson(A). Todista,

ettd tunnusluku

Xi

i=1

X=

S | =

on paras harhaton estimaattori parametrille A. Kéytd todistuksessa lausetta, joka antaa
vélttdmattomain ja riittdvén ehdon sille, ettd harhaton estimaattori saavuttaa Cramérin ja Raon
alarajan.
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Tehtava 6.4.
Olkoon Xj, X, ... , X, riippumaton satunnaisotos normaalijakaumasta N(u,c), jossa
parametri o on tunnettu. Todista, ettd tunnusluku

_ 1 &
X-;;Xi

on paras harhaton estimaattori parametrille p. Kéyté todistuksessa lausetta, joka antaa
vélttdmattomain ja riittdvén ehdon sille, ettd harhaton estimaattori saavuttaa Cramérin ja Raon
alarajan.

Tehtava 6.5.

Olkoon X, X, ... , X, riippumaton satunnaisotos normaalijakaumasta N(u,o'%). Néyti, etti
tunnusluku

»_ 1 =2
$S=—Y(X,-X
n_lg,( )

ei ole paras harhaton estimaattori parametrille o ja todista, ettd parasta harhatonta
estimaattoria parametrille o ei ole olemassa, ellei odotusarvoparametri pi ole tunnettu.

Tehtava 6.6.

Olkoot Xj ja X, riippumattomia havaintoja normaalijakaumasta N(u,1). Olkoon
X = %(X1 +X,)

Tehtivissi 6.2. ja 6.4. osoitettiin, etti estimaattori X on paras harhaton estimaattori
parametrille g

Tarkastellaan funktiota
¢(X1) = Ep()_( | Xl)
Todista, ettd

Var, (#(X,)) < Var, (X)

Huomaa, ettd tdma ei ole ristiriidassa Raon ja Blackwellin teoreeman kanssa, koska ¢(X) ei
ole estimaattori.
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Tehtava 6.7.

Olkoon X}, X3, ..., X, riippumaton satunnaisotos binomijakaumasta Bin(k,p). Tavoitteena on
estimoida yhden onnistumisen todenndkoisyys

T(p)="Pr,(X =1)=kp(1- p)
Tunnusluku
T =) X, ~ Bin(kn, p)
i=1

on tdydellinen ja tyhjentdvd parametrille p (ks. tehtiviéd 4.1 ja 4.6). Todista ensin, etté

tunnusluku
1, josX, =1
0, muulloin

h(X1)={

on harhaton estimaattori parametrille 7(p). Todista edelleen, ettd tunnusluku
() =E(h(X))|T)
on yksikdsitteinen paras harhaton estimaattori parametrille 7(p) ja ndyta, ettd

(k(n —1))
p(r) =k

)
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