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Matriisieksponenttifunktio. Seuraavassa A on reaalinen n X n-matriisi, jonka alkiot ovat vakioita. Tarkoituksenam-
me on ratkaista alkuarvotehtivd y’ = Ay, y(0) = yo.

Tavallisen differentiaaliyhtélon iy = ay, y(0) = yo, ratkaisu saadaan eksponenttifunktion avulla muodossa y(t) = yge?.
Herad kysymys, voitaisiinko myos dy-ryhmin y’ = Ay ratkaisu kirjoittaa suoraan muodossa y(t) = X (¢)yo sopivan
ajasta riippuvan n X n-matriisin X (¢) avulla. Tasta olisi mm. se etu, ettd alkuarvotehtévin ratkaisu saadaan samalla
vaivalla kuin yleinen ratkaisu. Sijoitetaan tdllainen yrite yhtdloon y’ = Ay, jolloin saadaan X'(t)yo = AX(¢)yo.
Tamé toteutuu, jos matriisille X (¢) patee X'(t) = AX(t). Alkuehdosta y(0) = yo seuraa lisiksi, ettd X(0) = I =
yksikkomatriisi.

Yhtélon X'(t) = AX(t) toteuttavaan matriisiin X voidaan péaétyd monella eri tavalla. Erds mahdollisuus on etsia
matriisia X potenssisarjan avulla: kirjoitetaan (formaalisti eli ilman huolta suppenemisesta)

X(t)=Xo+tX1 + 12X + 3 X3+ ...,
missé n X n-matriisit Xo, X1, ... eivit riipu ajasta t. Koska X (0) = I, tdytyy olla Xo = I. Lisdksi
X'(t) = X1 + 2t Xy + 3t* X5+ ...,
joten sijoittamalla yhtdloon X'(¢) = AX (¢) saadaan

X'(t) X1 426Xy +3t2° X5 4+ - = AT +tX, + 2 Xo + 3 X3 +...)

A+tAX + 2 X0+ ...

Vertaamalla lausekkeiden ¢ (matriisi)kertoimia, ndhdasn ettd X1 = A, 2X5 = AX;, 3X3 = AX> jne. Ratkaisemalla
saadaan siis X1 = A, X, = %AQ, X3 = %A?’ jne. Matriisin X (¢) tdytyy siis olla muotoa

1

1
Xt)=1+tA+ 5(ﬁA)2 + 3

(tA? +....
Koska yhteys tavalliseen eksponenttifunktion sarjakehitelm&in on selvd, asetetaan seuraava méaritelmé.

Misritelmi 1. Olkoon B n x n-matriisi. Matriisieksponenttifunktio e” méiéritellisin sarjakehitelmalli
1

3
3!B +..

1
eB:I+B+§B2+

Ensimmaéinen ongelma on se, mitd tamé sarjakehitelmé tarkoittaa. Jos kehitelmé katkaistaan (k + 1). termin jalkeen
saadaan lauseke 1 . 1
2 3
I+B+23 +3!B +-~-+k!
joka on méiritelty kaikille neliomatriiseille B. Sarjakehitelmén suppeneminen tarkoittaa yksinkertaisesti sitd, ettd
jokainen ylliolevan matriisin alkio 1dhestyy tiettyd lukua, kun & — co. Voidaan osoittaa, ettd niin todella kiy kaikille
nelicmatriiseille, ja siten e? on hyvin médritelty n x n-matriisi.

Bk,

Tama on harjoitus 8 AV teht. 6: osoita, etts matriisicksponenttifunktion sarjan suppenee kaikilla nelidmatriiseilla A.

Tarvitset kahta asiaa:

» 22 27 .
e =14+a+ L +...+ L+ .. suppenee kaikilla @ € R.
2) Yliraja-arviota matriisin AF alkioille,jotta padset kiyttamain edelld olevaa sarjaa vertailusarjana kullekin alkiosarjalle.

Voit rajoittua matriisiin, jonka alkiot ovat samoja, koska sillekin asian tulee péteé, ja toisaalta mielivaltaisen matriisin tapauksessa saadaan yliraja-arvio korvaamalla

kaikki matriisin alkiot itseisrvoltaan suurimmalla. Kédsittele ensin matriisia E, jonka kaikki alkiot ovat ykk&sid, yleinen tapaus palautuu tdhdn helposti.

A

Kootaan yhteen e”:n ominaisuuksia.

Lause 1



1. €9 =1, jos O on nollamatriisi
2. et = eI, silla I™ = I kaikilla n

3. jos D on lavistdjamatriisi diag([A1,...,An]1),
niin e = diag([eM,...,eM]). Syy: DF = diag([\},..., \E])

4. LetA = Ae'A = e 4 (johdettiin alussal)

5. Alkuarvotehtévin y’ = Ay, y(0) = yo, yksikisitteinen ratkaisu on y(t) = e*yy

tA

6. Differentiaaliyhtéléryhmin y’ = Ay yleinen ratkaisu on muotoa y(t) = e“c, missi c = [c1,...,c,]T on vapaista

parametreista cq, ..., ¢, muodostettu vektori

7. eATB = e4eB jos AB = BA, mutta ei yleensi muulloin

8. e on aina kiifintyvi ja ()1 = e~ 4.

Tod: Kohdat 1,2,3 ovat varsin selvia.

Kohdan 4. tod. my6s suoraan derivoimalla: [EN] Lause 2.2 s. 6.

5 ja 6 seuraavat suoraan dervoimiskaavasta 4. Huom! Ratkaisun yksikésitteisyys voidaan todistaa samantien, tarvit-
sematta nojautua yleiseen ratkaisujen olemassaolo- ja yksikésitteisyyslauseeseen. (Kts. [EN] Lause 2.2)

Kohta 7 voidaan todistaa aivan kuten sarjojen kertominen reaaliluvuilla ([TE] Lause 4.20).

Vaihtoehtoinen todistus kohtaan 7: Funktio Vy(t) = eATB)tVy, on alkuarvotehtiivin (lyh. AA-tehtivin) Vy' =
(A+ B)Vy, Vy(0) = Vyp 1-kiis. ratkaisu.

Toisaalta Vz(t) = eA*eP*Vy, on saman AA-tehtiviin ratkaisu, silld
V2 (t) = AeAteBtVyy + et BeBt V.

Koska AB = BA, niin e4*B = BeA?, kuten nihdiin kertomalla e?:n sarjakehitelmi vasemmalta ja oikealta B:lli.
(Kysymys palautuu siihen, etti AB = BA = AFB = BAF))

Niinpd V2/(t) = (A4 B)e?eB'Vy, = (A + B)V2(t).

Lisiiksi V2(0) = e4%eBVyy = Viyo.

Yksikiisitteisyyslauseen perusteella e(AtB)1tVy, = eAteBlVy, YV € R™.

Valitsemalla Vyy = Veg,k = 1...n, misséd Ver on R™n k : s yksikkdvektori, ndhddin kummankin matriisin k:s
sarake samaksi kaikilla k:n arvoilla, eli matriisit e(AT5)? ja eAteB? ovat samoja.

Kohta 8: A ja —A kommutoivat, joten I = EC = e(A=4) = e4e—4,

O

Huom! Tarkkaavainen lukija huomaa kehdpaittelyn aineksia, jos sattuu lukemaan myds [EN]-prujusta yksikisittei-
syystodistuksen. Siiné tarvitaan kohdan 8 tulosta, joka todistetaan kohdan 7 avulla. No, [EN]/[TE]-prujuissa ei ole
kehédpaattelyd, koska sielld todistetaan ominaisuus 7 eri tavalla. Y114 oleva “puhdistuu” vetoamalla yleiseen (lineaaristen
systeemien) olemassaolo- ja yksikiis. lauseeseen.

Miten e’ kiiytinnossi lasketaan?
DIAGONALISOITUVAT MATRIISIT: Helpoin tapaus on jéilleen diagonalisoituva matriisi. Jos A = XDX ™!, missi Am
ominaisarvot ovat matriisin D lavistdjilld ja ominaisvektorit matriisin X sarakkeina, niin ensinnikin

A* = (XDX Y)Y (XDXY)...(XDX')Y(XDX')=XDFX!,

silla valissd olevat termit X ~' X supistuvat pois! TAmén perusteella

1 1
et =T4+tA+ §t2A2 +o=X({T+tD+ §t2D2 +. )X = XetP XL

Nyt etP = diag([eM?, ..., e ?]) ja vastaus saadaan kertomalla nimi kolme matriisia keskeniiin. Erityisesti on huo-
mattava, ettd vaikka A:n ominaisarvot ja

-vektorit olisivat kompleksisia, niin lopputulos on t#llsinkin reaalinen, koska kaikki sarjakehitelmén potenssit A* ovat
reaalisia matriiseja!

1

Esimerkki 2. Olkoon A = [(1) 2} . Tallsin A = XDX ! missi

1 0] . 11
oefoaf sl ]



tamé eli eriis aikaisempi esimerkki diagonalisoinnista. Nyt X ~! = [(1) _11} , joten
‘A 1 1]fet 0] 1 -1 et e? —¢f
et = = .
0 1/][0 €e*|[[0 1 0 e

1 3
-3 1
ja x® = [1,—i]”. Edelleen on voimassa A = XDX !, jossa

|1+ 3 0 . 11
D—{ 131.] ja X—L }

Esimerkki 3. Olkoon A = [ } . Tallgin ominaisarvot ovat 1+ 3i ja niité vastaavat ominaisvektorit x(1) = [1,4]7

0 —1
1/2 —i/2| . ..
1?2 Z/2 } ja siis

A [T 1] JeHs0t 0 /2 —i/2
S A 0 e(=3it| 172 /2

[ 1,(1+30)t + %6(1731')15 —71‘6(1+3i)t + %‘e(lf:ﬁ)t ]

Nyt X1 = {

=

| e84 —i(=3it L1430t 4 Lo(1-30t
[ etcos(3t) e'sin(3t)
| —e'sin(3t) e’ cos(3t)

sievennysten jilkeen.

Kuten huomaamme, laskujen vilivaiheet saattavat ndyttdd hieman hankalilta, mutta etuna on joka tapauksessa se,
ettd alkuarvotehtévien ratkaisut saadaan heti.

Esimerkki 4. Ratkaise edellisiin matriiseihin liittyviit alkuarvotehtiviit y’ = Ay, y(0) = [1,2]7.

Esimerkissa 2 ratkaisu on

eli y1 (t) = 2e — e ja ya(t) = 2.

Esimerkissé 3 ratkaisu on muotoa
el cos(3t)  e'sin(3t)] [1 e’ cos(3t) + 2¢’ sin(3t)
y(t) = [—et sin(3t) e cos(3t)] [2} - [Zet cos(3t) — e sin(3t)} ’
eli y1(t) = e’ cos(3t) + 2et sin(3t) ja y2(t) = 2et cos(3t) — et sin(3t).
MATRIISIT, JOTKA EIVAT DIAGONALISOIDU: Kaikki matriisit eivéit kuitenkaan ole diagonalisoituvia, ja niiden kohdalla
on meneteltivi toisella tavalla. Esimerkki tallaisesta matriisista on A = [(1) ﬂ , jolla on kaksinkertainen ominaisarvo

T

] = {O] , josta ei milldén tavalla
i) 0

A1 = A2 = 1. Kun yritdmme laskea ominaisvektoreita, saamme yhtalparin {8 (1]] [

saada kahta LRT ominaisvektoria.

Tallaisille matriiseille e on laskettava jollakin muulla tavalla, ja esimerkiksi ylli olevalle matriisille on A* = F k} ,

0 1
joten
a1 0 1 1] L1 2] 151 3
e _{01+t01+2t01+3!t01+...
B D L e SR ol o e I L 7o
- 0 I+t+5t24+...] [0 €]°

Alkuarvotehtiivin y' = Ay, y(0) = [1,2]7 ratkaisu on tiissi tapauksessa

o= -1



Huom. Toinen tapa laskea e“ ylli olevassa esimerkisss on kirjoittaa A = I + B ja kiiyttid kaavaa e!4 = etletB joka
on voimassa yhtdlon I B = BI perusteella.

Yleinen tapaus voidaan selvittds periaatteessa samalla tavalla, mutta diagonalisoinnin sijasta on kiytettdva ns. Jordan-
hajotelmaa. Y1la oleva esimerkki liittyykin yksinkertaisimman Jordan-lohkon matriisieksponenttifunktion laskemiseen,
ja vastaava padttely yleistyy suuremmille matriiseille.

Matlabin avulla matriisieksponenttifunktio et

ja kirjoittamalla sitten expm(A*t).

saadaan tekemalld ensin ¢:stdd symbolinen muuttuja kiskylld syms t

Epdhomogeenisen yhtiloryhmin ratkaiseminen. Seuraavassa esitetdsn, kuinka myos epidhomogeeninen differen-
tiaaliyhtaloryhmé y’ = Ay 4 g(t) voidaan ratkaista matriisieksponenttifunktion avulla. Téssd A on n x n-vakiomatriisi

ja g(t) = [g1(t), ..., gn(t)]" on pystyvektori.

Kirjoitetaan yhtilo aluksi muotoon y’ — Ay = g(t) ja kerrotaan sen jilkeen molemmat puolet vasemmalta matriisilla

e t4, jolloin saadaan yhtilo e t4y’ — e7t4Ay = e *4g(t). Koska matriiseille on voimassa tulon derivoimissiinto

(XY) = X'Y + XY’ (syy: (XY)i; = D) TirYkj, mistd viite seuraa tavallisen tulon derivoimissdannén avulla), niin
yhtal6 tulee muotoon

d, _ -
H(ey) = g,

Matriiseja derivoidaan alkio kerrallaan, joten niitd voidaan my6s integroida alkioittain. Niin ollen saamme
ety = /eftAg(t) dt +c,

missé integrointi kohdistuu erikseen pystyvektorin e *4g(t) jokaiseen komponenttiin ja ¢ = [c1, ..., c,]” on integroi-
misvakioista koostuva pystyvektori. Matriisin e *4 kiifinteismatriisi on ‘4, joten ratkaisuksi saadaan

y(t) = e / e g(t) dt + ec.

Tissé termi e*c on vastaavan homogeeniyhtélén yleinen ratkaisu ja lauseke ef4 S e tAg(t) dt on puolestaan alku-

perdisen yhtélén yksittdisratkaisu. Matriisieksponenttifunktion avulla yksittdisratkaisulle saadaan siis eksplisiittinen
lauseke. Yleensd saattaa kuitenkin olla helpompi hakea yksittdisratkaisua sopivan yritteen avulla, silld yo. kaava johtaa
usein osittaisintegrointeihin.

Jos halutaan ratkaista yhtéloryhmédin y’ = Ay + g(t) liittyvd alkuarvotehtivd y(0) = yo, niin voidaan kiyttaa
midrdttyd integraalia vililla [0, ¢]. Koska

td

[ () ds = ey () — Oy(0) =y (h) ~ 3o,

niin alkuarvotehtdvain ratkaisuksi saadaan

t
y(t) = ettyo + etA/ e *Ag(s) ds.
0

Esimerkki 5. Ratkaistaan ryhmi y’ = Ay + g(t), missii A on esimerkin 2 matriisi ja g(t) = [1,e']7. Aikaisemmin

laskettiin
A et o2t _ ot
€ = O e2t )
joten
—t =2 -t
e tA = (A = [60 € 6—21‘6 }
Talloin . 0 . .
_ et e~ e~ 1 2e " —1
€ ng(t> = |: O ef2t :| |:6t:| = |: eft :| )
joten

/e*“‘g(t) gt — {f(2j‘€t_t—;t) dt} _ [—2:;— t} '

Ryhmén yksittdisratkaisu on siis muotoa

t 2t _ t1 [_o9,—t _ _tot _ ot _
yo(t):etA/eftAg(t) di — {60 e zte}{ 2e s t] { te (: 1}’



jonka avulla yleiseksi ratkaisuksi saadaan

2t t

y1(t) = (c1 — ca)et + coe?t —tel —et — 1
ya(t) = coe®t — et

Vastaavalla tavalla saadaan esimerkiksi alkuarvotehtiivin y(0) = [1,2]7 ratkaisuksi

et et —et] [1 et et —et “(2e=° — 1) ds 3e?t —tet —et — 1
-] 2B 7 [Fe b

t g 2t _ Lt
e foe ds 3e e

Stabiilisuus. Matriisieksponenttifunktion avulla voidaan tutkia myos tasapainoratkaisujen stabiilisuutta ja tyyppié.

Diagonalisoituville matriiseille et = Xe!® X1, joten tyyppi ja stabiilisuus selvidiviit suoraan livistijamatriisin et”
kiyttaytymistd tutkimalla.



