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Matriisieksponenttifunktio

Seuraavassa A on reaalinen n X n-matriisi, jonka alkiot ovat vakioita. Tarkoituksenamme on ratkaista alkuarvotehtéva
y' = Ay, y(0) = yo.
Tieddmme jo, ettd jos A on diagonalisoituva, niin ratkaisu on

y(t) = Cle)‘lt:cl + 026/\2th oot CneA"tmm

missid {x1,...2,} on R™mn (C™:mn) ominaisvektorikanta ja A1,..., A, vastaavat ominaisarvot.
Kirjoitetaan ratkaisu muotoon:

y(t) = XeP'C, missi Dt =diag(M\it, ..., A\nt) ja C = [Cy,...Cy)T.

At
g ..

Otimme kilytt66n merkinniin e”! =diag(e ., e*?). Ts. midrittelimme diagonaalimatriisin D eksponenttifunktion

asettamalla: e = diag(e®,...,edn).
Koska e = I = yksikkomatriisi, niin y(0) = X C, joten alkuarvotehtiviin ratkaisukaava voidaan kirjoittaa muotoon:

y(t) = XeP X7 y(0).

Téassd el ole vield mitdin muuta uutta kuin “suggestiivinen” merkintd. Sama vanha ongelma vaanii meitd yha: Enté
silloin, kun ominaisvektoreita ei ole tarpeeksi, ts. matriisi X ei ole kddntyva?

Tavallisen differentiaaliyhtilon iy’ = ay, y(0) = o, ratkaisu saadaan eksponenttifunktion avulla muodossa y(t) = yge®.
Entéd jos kylméverisesti kirjoittaisimme systeemin tapauksessa ratkaisun muotoon y(t) = eAtyO. (Matriisi kertaa
pystyvektori on kirjoitettava téssé jirjestyksessd.) Diagonalisoituvan matriisin tapauksessahan voisimme mééritelld
et = XePtX 1 jolloin tdmi kaava toden totta olisi voimassa.

Tarvitaan vain yksi ratkaiseva hyppy tuntemattomaan ... kéytend perusmatriisi

Niin méiritelty eA* on yhtilosysteemin perusmatriisi josta oli aiemmin ohimennen puhe, ja jota merkittiin Y (¢) :11.
Nyt ldhdetdsdn hakemaan perusmatriisia tuskallisen tietoisina siité, ettd sité ei aina voida rakentaa ominaisvektoreista.

No, jospa meilld nyt olisi sellainen maaginen matriisi Y (¢), ettid y(¢t) = Y (t)yo

Sijoitetaan tallainen yrite yhtdloon y’ = Ay, jolloin saadaan Y'(t)yg = AY (t)yo. Taméi toteutuu, jos matriisille Y (¢)
patee Y/ (t) = AY (¢t). Alkuehdosta y(0) = yo seuraa liséksi, ettd Y (0) = I = yksikkdmatriisi.

Yhtalon Y/ (t) = AY (t) toteuttavaan matriisiin Y (¢) voidaan paityd monella eri tavalla. Erds mahdollisuus on etsi
matriisia Y (t) potenssisarjan avulla: kirjoitetaan (formaalisti, kiinnittamatta huomiota suppenemiskysymyksiin )

Y(t) = Xo+tX1 + 2 X0 + 3 X3+ ...,
missd n X n-matriisit Xo, X1, ... eivit riipu ajasta t. Koska Y'(0) = I, tdytyy olla Xy = I. Lisaksi
Y'(t) = X1 + 2t Xo + 32 X5+ ...,
joten sijoittamalla yhtiloon Y'(t) = AY (t) saadaan

Y'(t) = X1 +2tXo+ 32 X5+ = AT +tX; + 2 Xo + 3 X5+ ...)
= A+tAX) +2AXo + .. ..



Vertaamalla lausekkeiden " (matriisi)kertoimia, ndhdaén ettd X; = A, 2X5 = AX;, 3X3 = AX, jne. Ratkaisemalla
1

saadaan siis X1 = A, Xy = $A% X3 = 3 A% jne. Matriisin X (¢) téytyy siis olla muotoa
1

3!(tA)3+....

1
Y(t)=T+tA+ 5(tA)2 +

Heureka! Tamihan on eksponenttifunktion sarjakehitelmé, jos A on luku. Nythén meilld ei endd ole vaihtoehtoja,
vaan méadritelméi suorastaan huutaa saada tulla asetetuksi. Koska At(= tA) on n X n-matriisi siind missd A, on
vksinkertaisinta jattaa yleisissé tarkasteluissa ¢ pois tai ajatella, ettd kiytdmme valilla merkintas B = At.

Misritelmi 1. Olkoon B n x n-matriisi. Matriisieksponenttifunktio e méiiritellisin sarjakehitelmalli

1 1 .
B 2 3
—I B B B PR
e + —|—2 +3! +

Ensimmaéinen ongelma on se, mitd tamé sarjakehitelmé tarkoittaa. Jos kehitelmé katkaistaan (k + 1). termin jilkeen
saadaan lauseke

1 1 1 .
S(k;):I+B+§BQ+—BS+---+—Bk,

3! k!
joka on méadritelty kaikille neliomatriiseille B. Sarjakehitelmin suppeneminen tarkoittaa yksinkertaisesti sitd, etté
jokainen ylldolevan matriisin alkio S(k); ; lahestyy lukua s; j, kun k — oco. Voidaan osoittaa, ettd nédin todella kiy
kaikille nelidmatriiseille, ja siten e? on hyvin méaéritelty n x n-matriisi.

Tehtavi:
Osoita, ettd matriisieksponenttifunktion sarjan suppenee kaikilla neliématriiseilla B.
Tarvitset kahta asiaa:

et =1+z+ é—f +...+ fl—ﬂ, + ... suppenee kaikilla € R. (Peruskurssi 1 tai 2)

2) Yliraja-arviota matriisin B* alkioille,jotta pésiset kiyttimiin edells olevaa sarjaa vertailusarjana kullekin alkio-
sarjalle.

Voit rajoittua matriisiin, jonka alkiot ovat samoja, koska sillekin asian tulee pated, ja toisaalta mielivaltaisen matrii-
sin tapauksessa saadaan ylaraja-arvio korvaamalla kaikki matriisin alkiot itseisrvoltaan suurimmalla. Kasittele ensin
matriisia F, jonka kaikki alkiot ovat ykkosid, yleinen tapaus palautuu tdhéan helposti.

Kootaan yhteen e”:n ominaisuuksia.
Lause 1
1. €9 =1, jos O on nollamatriisi

2. et = eI, silld I™ = I kaikilla n

3. jos D on lavistdjamatriisi diag([A1,...,An]1),
niin e? = diag([e,...,eM]). Syy: DF — diag([\},...,\F])

4. Lett = Ae!'? = ' A (johdettiin alussal)

5. Alkuarvotehtivin y’ = Ay, y(0) = yo, yksikésitteinen ratkaisu on y(t) = etyy

A

6. Differentiaaliyhtiléryhmin y’ = Ay yleinen ratkaisu on muotoa y(t) = e*4c, missi ¢ = [c1,...,c,]T on vapaista

parametreista cq, ..., ¢, muodostettu vektori

7. eAB = e4eB jos AB = BA, mutta ei yleensi muulloin

8. e on aina kiifintyvi ja (ed)7! = e~ 4.

Tod: Kohdat 1,2,3 ovat varsin selvia.

Kohdan 4. tod. my&s suoraan derivoimalla: [EN] Lause 2.2 s. 6.

5 ja 6 seuraavat suoraan dervoimiskaavasta 4. Huom! Ratkaisun yksikéisitteisyys voidaan todistaa samantien, tarvit-
sematta nojautua yleiseen ratkaisujen olemassaolo- ja yksikésitteisyyslauseeseen. (Kts. [EN] Lause 2.2)

Kohta 7 voidaan todistaa aivan kuten sarjojen kertominen reaaliluvuilla ([TE] Lause 4.20).

Vaihtoehtoinen todistus kohtaan 7: Funktio y(t) = e(4*5)ty, on alkuarvotehtéviin (lyh. AA-tehtéiviin) y’ = (A+ B)y,
y(0) = yo 1-kis. ratkaisu.

Toisaalta z(t) = eAteBlyg on saman AA-tehtiviin ratkaisu, silli

2/ (t) = AeteBlyg + et BePlyg.



Koska AB = BA, niin e4*B = BeA?, kuten nihdiin kertomalla e?:n sarjakehitelmi vasemmalta ja oikealta B:lli.
(Kysymys palautuu siihen, etti AB = BA = AFB = BAF))

Niinp 2/(t) = (A + B)e?teBlyg = (A + B)z(t).
Lisiiksi 2(0) = e4%B%o = yo.

Yksikiisitteisyyslauseen perusteella e(A+ Bty = eAteBlyy Yy € R™.

Valitsemalla yo = ex,k = 1...n, missd ex on R™:n k : s yksikk6vektori, ndhddidn kummankin matriisin k:s sarake
samaksi kaikilla k:n arvoilla, eli matriisit e(At5)t ja eAteBt ovat samoja.

Kohta 8: A ja —A kommutoivat, joten I = EC = e(A=4) = ¢4e—4,

O

Huom! Tarkkaavainen lukija huomaa kehdpéaittelyn aineksia, jos sattuu lukemaan myds [EN]-prujusta yksikisittei-
syystodistuksen. Siiné tarvitaan kohdan 8 tulosta, joka todistetaan kohdan 7 avulla. No, [EN]/[TE]-prujuissa ei ole
kehédpaittelyd, koska sielld todistetaan ominaisuus 7 eri tavalla. Y114 oleva “puhdistuu” vetoamalla yleiseen (lineaaristen
systeemien) olemassaolo- ja yksikiis. lauseeseen.

Miten e“! lasketaan?

Diagonalisoituvat matriisit:

T&ta tapausta voidaan pitdd enemmainkin vanhan asian kiirimisend hiukan virikkdampain karamellipaperiin. Toki
ratkaisukaava saadaan yhtendiseen muotoon.
Jos A = XDX ! missi A:n ominaisarvot ovat matriisin D ldvistdjilld ja ominaisvektorit matriisin X sarakkeina,
niin ensinnikin

AP = (XDX Y)Y (XDXY).. (XDX')YXDX')=XDFX!,

sillg valissd olevat termit X ~' X supistuvat pois! TaAmén perusteella

1 1
eM =T4+tA+ §t2A2 4. =X(I+tD+ 5152172 +.. )Xt =Xe!PX L

Mt e*?]) ja niinp#d diagonalisoituvan matriisin kaava e*:lle on juuri sama,

Kuten ylli todettiin, ! = diag([e
jota alkujohdattelussa ehdotettiin.
Erityisesti on huomattava, ettd vaikka reaalisen A:n ominaisarvot ja

-vektorit olisivat kompleksisia, niin lopputulos on tllsinkin reaalinen, koska kaikki sarjakehitelmiin potenssit A* ovat

reaalisia matriiseja. Reaalinen ratkaisukanta saadaan siten suoraan myos kompleksitapauksessa.
2 x 2-kddnteismatriisi

Koska esimerkeissd tulee téillaisen laskeminen monta kertaa vastaan, annetaan valmis kaava:

b d -b
Jos A = 1, niin A7 = ﬁ(fl) [ 1 . (Paslavistajan alkiot vaihdetaan, sivuldvistdjin miinustetaan,
c —c a

jaetaan det(A4):1la.)
Esimerkki 2. Olkoon A = [é ﬂ . Tallsin A = XDX ! missd
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D_{o 2] JaX‘{o 1}’
_11},j0ten
a1 1] et 0] 1 —1]  [et e* —¢
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-3 1
ja x(?) = [1,—i]T. Edelleen on voimassa A = XDX ', jossa

w3 0] . o 11
D{o 1—3@'] JaXL‘ —i]

—_

tamé eli eréis aikaisempi esimerkki diagonalisoinnista. Nyt X —! = [

o

Esimerkki 3. Olkoon A = [ } . T&llsin ominaisarvot ovat 1+ 3i ja niité vastaavat ominaisvektorit x(V) = [1,4]7



/2 —i/2] . .
1§2 Z/2 } Ja sus
‘A 1 1] [et+30t 0 /2 —i/2
i —i 0 I3t 11/2 /2
- %€(1+3i)t+ %6(1’3i)t —71‘6(1+3i)tJr %6(1731')15 ]

Nyt X1 = {

%’e(l-&-Si)t + —71'6(1—31')15 %e(1+3i)t + %6(1—31‘)75

[ etcos(3t) e'sin(3t)
| —e'sin(3t) e’ cos(3t)

sievennysten jilkeen.

Kuten huomaamme, laskujen vilivaiheet saattavat niyttdd hieman hankalilta, mutta etuna on joka tapauksessa se,
ettd alkuarvotehtdvien ratkaisut saadaan heti reaalimuodossa ja yhdenmukaisella tavalla. (Téllaisissa symbolisissa
matriisioperaatioissa symbolilaskentaohjelma (Maple, Mathematica) on suureksi avuksi.)

Esimerkki 4. Ratkaise edellisiin matriiseihin liittyviit alkuarvotehtiiviit y’ = Ay, y(0) = [1,2]7.

Esimerkissé 2 ratkaisu on

eli y1(t) = 2e% — et ja ya(t) = 2e%.

Esimerkissi 3 ratkaisu on muotoa

~ [et cos(3t) + 2¢ sin(3t)

¢ posldt) e, Sm(gt)] H = {2@ cos(3t) — ! sin(StJ ’

y(t) = —etsin(3t) el cos(3t)| |2
eli y1(t) = e’ cos(3t) + 2e’ sin(3t) ja y2(t) = 2e’ cos(3t) — e’ sin(3t).
Matriisit, jotka eivit diagonalisoidu:

Nyt pddstddn varsinaisesti uuteen asiaan. Toki olemme oppineet yhden tapauksen hoitamaan, sen, jossa 2x2—matriisilla
on kaksinkertainen ominaisarvo ja vain yksi ominaisvektori. Nyt katsotaan, mitd voidaan yleisesti sanoa. Kyse on siis
siitd, minkilaisia tapoja meilli on e?’:n laskemiseen. Toki voidaan kiyttis méritelméin sarjakehitelmii, joissakin
tapauksissa se toimiikin, jos voidaan tunnistaa alkiosarjoista tunnettuja sarjakehitelmis. Numeerisesti laskettaessa
sarjakehitelmén kiyttd on yleensd hyvin tehotonta.

Esimerkki: Diagonalisoitumaton matriisi, e/’ kahdella tavalla

1 1] . . . o - o .
A= 0 10’ jolla on kaksinkertainen ominaisarvo \; = A2 = 1. Kun yritdimme laskea ominaisvektoreita, saamme

yvhtaléparin {8 O} [il} = {8} , josta saadaan ominaissuora: y; —akseli, joten kaksi LRT ominaisvektoria ja4 haaveeksi.
2

oo . . 1 k| .
Tissi tapauksessa saadaan matriisin potensseille helposti kaava: A¥ = [0 1] , joten

ia 10 1 1] 1,1 2] 151 3
et = [O Nl PO L P R P [
Tt 3t2+..0 t+2+ 134 _ [ef te
0 L+t+5t2+...| [0 €]’

Alkuarvotehtivin y' = Ay, y(0) = [1,2]7 ratkaisu on tiissi tapauksessa

ol S0-Fi)

Toinen tapa laskea e?” ylli olevassa esimerkissi on kirjoittaa A = I + B, missé siis B =

0 1
ja kayttaa kaavaa,
0 0

et = etletB | joka on voimassa yhtilon 1B = BI perusteella. Jos lasketaan matriisin B potensseja, havaitaan, etti



B? =0, B on ns. nilpotentti matriisi, tiissi tapauksessa sarjakehitelm3 katkeaa jo 1. asteen termin jilkeen ja homma
on harvinaisen helppo.

etB = I +tB =

1 ¢
1, joka siis kerrotaan diag([e!,e!]):1ld. Tamihin tarkoittaa kummankin rivin kertomista
0 1

samalla e?:1l4, joten sopusointu vallitsee edellisen tavan kanssa.

Yleinen tapaus voidaan selvittds periaatteessa samalla tavalla, mutta diagonalisoinnin sijasta on kiiytettdva ns. Jordan-
hajotelmaa, joka muodostetaan ns. yleistettyjen ominaisvektoreiden avulla. Y14 oleva esimerkki liittyykin yksinkertai-
simman Jordan-lohkon matriisieksponenttifunktion laskemiseen, ja vastaava paattely yleistyy suuremmille matriiseille.

Matlabin avulla matriisieksponenttifunktio e’ saadaan tekemilld ensin ¢:stis symbolinen muuttuja kiskylls syms t
ja kirjoittamalla sitten expm(A*t). Tami edellyttdd “Symbolic toolboxin” ldsnioloa, jolloin symbolinen osuus hoituu
itse asiassa Maple-ohjelman avulla.

Matlabin expm on hyvi numeerinen toteutus matriisieksponenttifunktiolle. Téssd yhteydessd kannattaa mainita jo
klassikon maineen alalla saavuttanut julkaisu [19D] ylla.

Epihomogeenisen yhtiloryhmin ratkaiseminen. Seuraavassa esitetddn, kuinka myos epdhomogeeninen differen-
tiaaliyhtdloryhméa y’ = Ay +g(¢t) voidaan ratkaista matriisieksponenttifunktion avulla. Tdssd A on n x n-vakiomatriisi
jag(t) = [g1(t),...,gn(t)]T on pystyvektori.

Kirjoitetaan yhtélo aluksi muotoon y’ — Ay = g(t) ja kerrotaan sen jilkeen molemmat puolet vasemmalta matriisilla
e t4 jolloin saadaan yhtilo e ty’ — et Ay = e t4g(t). Koska matriiseille on voimassa tulon derivoimissiinto
(XY) = X'Y + XY’ (syy: (XY)ij = D) TirYkj, mistd viite seuraa tavallisen tulon derivoimisséénnén avulla), niin

vhtalo tulee muotoon
d, _ _
(e y) = e g().

Matriiseja derivoidaan alkio kerrallaan, joten niitd voidaan myos integroida alkioittain. Niin ollen saamme
ety = /e‘mg(t) dt +c,

missi integrointi kohdistuu erikseen pystyvektorin e *4g(t) jokaiseen komponenttiin ja ¢ = [cy, ..., c,|T on integroi-
misvakioista koostuva pystyvektori. Matriisin e7*4 kisinteismatriisi on e*”, joten ratkaisuksi saadaan

y(t) = et / e tg(t) dt + ee.

Tissé termi e'“'c on vastaavan homogeeniyhtilon yleinen ratkaisu ja lauseke e'4 [e~'4g(t) dt on puolestaan alku-

perdisen yhtélon yksittdisratkaisu. Matriisieksponenttifunktion avulla yksittédisratkaisulle saadaan siis eksplisiittinen
lauseke. Yleensa saattaa kuitenkin olla helpompi hakea yksittédisratkaisua sopivan yritteen avulla, silld yo. kaava johtaa
usein osittaisintegrointeihin.

Jos halutaan ratkaista yhtdloryhméain y’ = Ay + g(¢) liittyva alkuarvotehtivd y(0) = yo, niin voidaan kiyttdd
méadrattyd integraalia valilld [0, t]. Koska

| v ds = eyt = Oy (0) = (o)~ v

niin alkuarvotehtdvan ratkaisuksi saadaan

¢
y(t) = etlyo + etA/ e *4g(s) ds.
0

Esimerkki 5. Ratkaistaan ryhmi y’ = Ay + g(t), missi A on esimerkin 2 matriisi ja g(t) = [1,e!]T. Aikaisemmin

laskettiin
A ot o2t _ ot
€ = 0 e?t )
joten
t =2t _—t
e tA = (DA — [e € efzte }
Talloin . 0 . .
_ et et —e” 1 2e " —1
€ tAg(t) = [ 0 e—2t ] |:et:| = [ et ] )



joten
[t a= [1C0 T D) <[

Ryhmén yksittéisratkaisu on siis muotoa

_ et et —et] [—2et —¢ —tet —et — 1
i e ) )[4

jonka avulla yleiseksi ratkaisuksi saadaan

2t t

yi(t) = (c1 — ca)e! + cae® —te! —ef —1
ya(t) = coet — et

Vastaavalla tavalla saadaan esimerkiksi alkuarvotehtiivin y(0) = [1,2]7 ratkaisuksi

et e —etl 1 el e?t—et fg(2675 —1) ds 3 —tet —et —1
Y(t) - |:0 2t :| |:2:| + [0 e2t :| [ fot e=5 ds - 36215 _ et

Stabiilisuus. Matriisieksponenttifunktion avulla voidaan tutkia myos tasapainoratkaisujen stabiilisuutta ja tyyppia.
Diagonalisoituville matriiseille et = Xet® X1, joten tyyppi ja stabiilisuus selvidiviit suoraan ldvistdjamatriisin et”
kiyttaytymista tutkimalla.



