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Laskuharjoitus 5 (viikko 49 , 30.11 — 4.12.2008)
Korjattu ja (muutamin ohjein ja linkein) tdydennetty (27.11. klo 19.26)

Passivu: http://math.tkk.fi/opetus/kp3-1i/08/

Luentosivu: http://math.tkk.fi/opetus/kp3-1i/08/L/Luentol1-36.html
Harjoitussivu: http://math.tkk.fi/opetus/kp3-ii/08/H/

Matlab: http://math.tkk.fi/opetus/kp3-ii/08/H/matlab/

Huomaa, ettd kurssikirjoissamme ei esiinny e”*:td. Kts. tdmén viikon linkkeji yo.
Luentol-36-tiedostosta.

Muista: Voit kéyttdd MATLAB:ia laskimena vallan mainiosti ssh-pééteyhteydella.
Niissdkin harjoituksissa saattaa olla useita matriisilaskuja, joissa on suureksi avuksi
MATLAB, vaikkakin ihan tekstitilassa. (Jos koneessasi ei ole ssh:ta, niin hae ihmeessi
ATK-keskuksen sivulta.)

Symbolisiakin operaatioita voit tehda tdhén tyyliin: syms t; expm(Axt) . Maplel-
la vield kauniimmassa tulosmuodossa: with(linalg); exponential(A);

(Ttse asiassa MATLAB:n symbolinen osuus tehddén Maplen ytimessd, mikéili symbo-
lic toolbox on mukana, kuten TKK:lla on.)

Alkuviikko
1. Madritd et matriiseille
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Ohje: Kaikissa kohdissa kannattaa kdyttdd sarjaméiritelmid, tee myos (a)-
kohta silld (vaikka tulos on moneen kertaan sanottu). (b)-kohdassa kannat-
taa muistella sin:n ja cos:n sarjakehitelmii. (Kts. ohjeita lopussa) Vaihtoehto

(b)-kohdassa: diagonalisointi. (c)-kohdassa avainsana on nilpotentti, muodosta
sarjaa, niin niet.
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2. Ratkaise alkuarvotehtivi y’ = Ay, kun A =

‘| jayy = [17 _1}T

Etsi toinen LRT ratkaisu yritteelld y; = t e*ax 4 e*u, missi & on ominaisvek-
tori ja w madrattava ns. yleistetty ominaisvektori.

Vast: y(t) = e 21, —1]T — 2te=2![3,-1]T

3. Maarita systeemin
=z—-2%+2y+3
Yy =-z+2y

kriittiset pisteet.

Linearisoi systeemi kunkin kriittisen pisteen suhteen ja mééritd niiden luonne
sekéd hahmottele faasikuvaa.

Loppuviikko

1. Muodosta et tehtdviin AV 2 matriisille A ja kirjoita kaava samaisen alkuar-
votehtivin ratkaisulle. (Ei tarvitse kertoa auki matriisituloja.)

Vast: Matlab:ssa: syms t; expm(A*t) (tai Maplessa: with(linalg): expo-
nential(A,t);)

2. Klassinen saalis-saalistaja-ongelma ("ketut ja janikset”, Volterran-Lotkan mal-
li) on seuraavanlainen: Alueella olevien jénisten ja kettujen lukuméiria merki-
tddn (¢):114 ja y(t):114 vastaavasti.

Ajatellaan, ettd jinikset syovét ruohoa ja ketut jéiniksid (ja vain niitd). Kasvua
rajoittavia tekijoité ei ole, muuta kuin jéniksille ketut ja ketuille jénisten puute
(eli kilpailevat ketut). Tilannetta mallintavat yht&lot voisivat olla vaikkapa:

' =200x —4xy
y =—-150y+ 2z y.

Maéarita systeemin kriittiset pisteet. Linearisoi siiné, jossa populaatiot eivit
kuole sukupuuttoon. Piirré pplane:lla joitakin trajektoreita.

3. Madaritd edelld linearisoidun systeemin luonne ja piirrd jokin linearisodun tra-
jektori, jonka siis pitéisi kuvata alkuperiistéd epélineaarista systeemié, jos ol-
laan ldhelld kriittistd pistettd. (Tésséd on kylld tyyppi, joka yleisesti ottaen voi
linearisoinnissa muuttua, mutta tdmén systeemin tapauksessa siilyy.)

Selvita alkuperdisen systeemin trajektoria seuraamalla, miten populaatiot ke-
hittyvat yhden kokonaisen jakson kuluessa.



4. Tarkastellaan vaimennettua heiluria, jonka yht&lé on
0" +cO +k sin(©) = 0.
Maéritéd kriittiset pisteet ja linearisoi niissd. Toisin sanoen, suorita vastaavat
asiat, jotka tehtiin luennolla vaimentamattoman heilurin yhteydessé.

Hahmottele tavalla tai toisella, mieluiten pplane:lld trajektoreita ja selvitd
niitd seuraamalla heilurin kdytosté, vertaa vaimentamattoman kéytokseen.
Ohje: Jos avaat KRES8-kirjan s. 177, saat varsin pitkélle menevaé avustusta.
Suorita joka tapauksessa linearisointi Jakobiaanin avulla, eikd KRE-tyylill4.
pplane-ohje: Valitsemalla Gallery ja sieltd pendulum, voit asettaa vaimennusta
enemmaén tai vihemman. Kokeile pienelld vaimennuksella aluksi ainakin.

=—Y1+ Y2
= —Y1—Y2

5. Sovella Eulerin menetelméé lineaariseen systeemiin {y y1(0) =

1
Ya
0, y2(0) =4.

Kaytéa askelpituutta h = 0.2 ja laske 3 askelta. Piirrd ratkaisupolku y;yo—

tasoon (faasitasoon)

Ratkaise tehtédvd myos tarkasti, ominaisarvojen avulla. Hahmottele trajektori
ja piirra edelld saatu ratkaisupolku samaan kuvaan.

6. Ratkaise edelld oleva jénis-kettu-systeemi Eulerin menetelmélld. z(0) =
100,y(0) = 100 ja laske 3 askelta kiiyttden askelta h = 0.001. Piirré polku
xy—tasoon (faasitasoon). Piirrd mielelldén samaan kuvaan "oikea”( ts. parem-
malla numeerisella menetelmélld laskettu) trajektori. Helpoiten se kdy ppla-
ne:lla.

Ohjeita, kaavoja

Sarjakehitelmia

el =1+1t+ 5824+ 513+ 1t + ...
sint=t—gt3 4+ 4t°—...,  cost=1—gt>+ it — ...

2 x 2-kadnteismatriisi

Koska esimerkeissé tulee téllaisen laskeminen monta kertaa vastaan, annetaan val-

mis kaava:
a b

d —b
Jos A = d],niinA_lzdetl(A)[

c —c a
taan, sivuldvistdjin miinustetaan, jaetaan det(A):lla.)

] . (Paslavistdjan alkiot vaihde-

Linearisointi:

r_
Olkoon DYS x/ B f((:c, v) ja olkoon (a,b) kriittinen piste (KRP), ts. f(a,b) =
Yy =g9\r,y

g(a,b) = 0.
Pisteessé (a,b) linearisoitu systeemi tarkoittaa systeemii

u’ u

L= A ,missi u =2 —a, v =1y —bja A on Jacobin matriisi:
v v

aef (@y) 5 f(zy)

9 ) 9

A= Jp(a,b) = [
529 (7,y

Jos linearisoidun systeemin O:n luonne on keskus (ominaisarvot puhtaasti imaginaa-
riset), se ei vélttamittd kerro alkuperiisen epiilineaarisen systeemin KRP:n luon-
netta. Muissa tapauksissa (Re(\) # 0) sensijaan kertoo.

Diff. yhtédl6iden numeriikkaa

Annettu diff. yhtéls(systeemi): v/ = f(¢,v), v(to) = yo

Jos kyseessd on systeemi, niin f ja y ovat vektoriarvoisia.

Eulerin menetelmé Yn+1 = Yn + hf(tnvyn)7 y(tO) = Yo GKV = O(h)
(GKV=Globaali katkaisuvirhe)

Numeerisia menetelmié laskiessasi voit hyvin kédyttdid tavallisen laskimen sijas-
ta Matlabia laskimena. Erdis tapa on mééritelld systeemin oikea puoli (vekto-
ri)funktioksi, jolloin laskeminen on pelkkii riemua! Esim:

>> F=inline(’ [-y (1) +y(2);-y(L)-y(2)1°,’y?)

>> h=0.2;

>> y0=[0;4]; Y=yO;

>> y1=y0+h*F(y0); Y=[Y y1]; yO=yl; % Toista nuolindppdimelld.



