1.4 Matriisiyhtilo Ax =b

(Matriisi x vektori) - tulon sarakemuoto
Olkoon A m x n matriisi, jonka sarakevektoreita merkitdén: aj,ao,...,a, ja olkoon
X = [w1, ,2,]T € R Tulo Ax voidaan kirjoittaa muodossa

r1ar +x2 as+ -+ xpa,

Esimerkki:
1 —4
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A=13 2 |, =
T2
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1 — 41‘2 1 —4
AT = | 3x1+2x9 =2 + Z9 2
5xo 0 5
Yleisesti
a11x1 + a12x2 + ... + a1pTy
a21T1 + a22T2 + ... + G2p,Tp oL
Ax = . =zx1a;t+x2a2+...+x,a,, missa a;:t ovat
Am1T1 + Gm2T2 + . . . + GmpTn
A :n sarakevektorit.
Kolme tapaa katsoa lineaarista systeemié:
2. Vektoriyhtdlond zia; + x0as +--- + zpa, = b
3. Matriisiyhtdlond Ax = b.
Olkoon A m X n matriisi, jonka sarakkeet ovat ai,...,a,, ja olkoon b € R". Té&lléin

lineaarisella yhtilosysteemilld
Ax=Db
on samat ratkaisut kuin vektoriyhtalolla
r1a; +x2a2+ -+ zpa, =b
Toisin sanoen vektoriyhtdlo ratkaistaan liitdnnnéismatriisin
[al as -+ a, b]
avulla. Hy6dyllinen tosiasia:

Yhtalolla Ax = b on ratkaisu(ja), jos ja vain jos b on A : n sarakevektorien lineaarikombinaatio



1 4 ) b1
Esim: Olkoon A= | -3 —11 —-14 | jab=| by

2 8 10 b3
Onko yhtdlé Ax = b konsistentti kaikilla b € R3?
Ratkaisu: Liitdnnéismatriisi yhtélolle Ax = b:

1 4 5 b1 5} bl

1 4
-3 —11 —-14 by | ~ | 0 1 1 3b;+by
2 8 10 b3 0 0 0 —2by+0b3

Voiko siis Ax = b mitenkédn olla konsistentti kaikilla b € R3?

1 4 5

A=| -3 -11 -14
2 8 10
T 1 1

a a2 ag
Yht#ls Ax = b on konsistentti, jos ja vain jos —2b; + b3 = 0. (tason yht#ld R3 : ssa)
b voidaan esittdd muodossa

b = z1a; + xoa3 + z3a3

jos ja vain jos by — 2b; = 0.
A n sarakkeet virittavit tason R3 :ssa

Pohdittavaksi:
Milldhén ehdolla matriisin A (m x n) sarakkeet virittévit koko avaruuden R™ | eli
millon on sp{ai,...,a,} =R™

Vastaus: ref(A):ssa ei nollariveji. Tadma merkitsee erityisesti, ettd on oltava n > m.
LAUSE 4

Olkoon A m x n matriisi. Seuraavat ominaisuudet ovat yhtépitavét:
a. Jokaisella b € R™ yhtdlollda Ax = b on ratkaisu.

b. Jokainen b € R on A :n sarakkeiden lineaarikombinaatio. (Ts. A :n sarakkeet virit-
taviat R™ mn.)

c. A jokainen rivi on tukirivi, ts. ref (A):ssa ei ole yhtddn nollarivia.

Tod:
(a) < (b) todettiin juuri.

(¢) = (a): Jos A:ssa ei ole nollariveja, voidaan kaikki yht&lot ratkaista ref-muodosta
takaisinsijoituksella (ristiriitaisia yht#loitd ei synny). Vapaita parametreji voi tulla, mutta
nehén vaan lisdavat ratkaisujoukkoa.

(a) = (c): Jos ratkaisu on jokaisella b, niin se on sellaisellakin, joka rivioperaatiois-
sa muuntuu vaikkapa vektoriksi [0, . ..,1]7 (Koska kiiinteisoperaatioilla piiistiisin takaisin
tuohon "sellaiseen"g.)

Mutta talloinhdn alin rivi ei voi olla nollarivi.



jab = | by |. Onko yhtdld6 Ax = b konsistentti

1
Esim: Olkoon A = 3
5 b3

D =N

kaikilla mahdollisilla b?
Ratk: A:ssa on vain 2 saraketta ja siksi korkeintaan 2 tukirivid, joten vastaus: ei.

1 2 3
Esim: Virittivitko A :n sarakeet R® n, kun A= | 2 4 6
0 39
1 2 3
2 4 6 |~
0 39

Paljastuu 1. rivioperaatiossa!
No siind syntyy nollarivi, joten kaikki eivit ole tukirivejd ja siten eivit viriti.

— 1.4 loppuu tdhén —



