L 6, ti 14.11.06

1. Kanta, dimensio

Lay 2.9, 4.5, 4.6
http://math.tkk.fi/opetus/k3/03/L/LA2.html#Kanta ja dimensio
KRE 7.5. 5. 354

Ajattelemme R":n aliavaruutta H. Aivan samat padttelyt patevat yleisemminkin
mielivaltaisessa ("adrellisulotteisessa') vektoriavaruudessa.

Kanta Vektorijoukko, joka virittda ja on LRT.
LA2/Lause 1 Esitys kannan avulla on yksikisitteinen.

LA2/Lause 2 Avaruuden H jokaisessa kannassa on yhtd monta vektoria.

LA2/Masritelmé (dimensio) Kannan (mink4 tahansa) vektorien

lukumaara.




Kannaksi laajentaminen ja karsiminen

LA2/Lemma 1 (LRT-lemma) Jos vektorijoukko {#},...,7,} C H on LRT
ja jokin ¥ € H ei ole néiden lineaarikombinaatio, niin joukko {v1,...,v,, v} on
LRT.

(Vrt. Lay 4.3 Theorem 5 (The spanning set theorem)

LA2/Lause (kannaksi laajentaminen) Aliavaruuden H C R™ LRT joukko
voidaan laajentaa H:n kannaksi.
Tod: Kéytetddn (toistuvasti) LRT-lemmaa. 0

LA2/Lause (kannaksi karsiminen) Aliavaruuden H C R" virittdva joukko
voidaan karsia H:n kannaksi.

Tod: Kaytetadn (toistuvasti) LRT-lemmaa. 0

Lay 4.5 s. 259 /The basis theorem (kantalause)
Olkoon H p—dimensioinen (ali)avaruus.

1. Jokainen p:n vektorin LRT joukko on H:n kanta.

2. Jokainen p:n vektorin virittava joukko on H:n kanta.




Tod: 1. Olkoon {7, ...,0,} LRT. Jos se ei virittdisi, voitaisiin se laajentaa
H:n kannaksi. Ristiriita lauseen 2 kanssa.

2. Virittakdon {1, ..., v, } H:mn. Jos se ei olisi LRT, se voitaisiin karsia
kannaksi, jalleen ristiriita lauseen 2 kanssa.

(Molemmissa paattelyisséd parjatadn LRT-lemmalla, yksi askel riittaa.)

Rangi, nulliteetti, peruslause

Perjantain (10.11.) luennolla ratkaistiin erds AZ = 0 ja muodostettiin

nolla-avaruuden N(A) kanta. Kertaukseksi vaikka LA3:n alku ("Nolla-avaruus").

Nahtiin, ettd N(A) :n kantavektoreita on yhtd monta kuin vapaita muuttujia.

Avaruus Dimensio

Nolla-avaruus N(A) | nulliteetti, n(A)

Sarakeavaruus col(A) rangi, r(A)

Riviavaruus row(A) rangi, r(A)




Sarakeavaruus ja sen dimensio

Viimeksi (pe) laskettiin ja todettiin:

1. Rivioperaatioissa sarakkeiden LRT /LRV-kiytos siilyy.

2. Tukisarakkeet ovat LRT.

3. Ei-tukisarake voidaan lausua tukisarakkeiden lineaarikombinaationa.

1. Lausutaan LRT /LRV-vektoriyht#ld rivimuodossa A & = 0. Ratkaisut séilyvt
samoina rivioperaatioissa, ja sitten vaan takaisin vektorimuotoon.
2. Irrotetaan tukisarakkeet omaksi matrisikseen. Silloin kaikki sarakkeet ovat

tukisarakkeita ja siis (HY):n ratkaisu on yksikésitteinen. (Tai padételldan ihan

suoraan "takaisinsijoittamalla".)

3. Irrotetaan matriisista tukisarakkeet kerroinmatriisiksi ja sijoitetaan haluttu
mielivaltaisesti valittu ei-tukisarake yhtilosysteemin oikeaksi puoleksi. No,
systeemihan on konsistentti, kun viimeinen sarake ei ole tukisarake, joten ko.
ei-tukisarake on tukisarakkeiden lineaarikombinaatio.

Riviavaruus

Lause Jos A ja B ovat riviekvivalentit, niin row(A) = row(B).




Tod: Koska B :n rivit ovat A :n rivien lineaarikombinaatioita, niin B :n rivivektorit
kuuluvat viritelmdan row(A), joten myos row(B) C row(A). Mutta aivan yhté
hyvin kdantaen. ]

Lause Riviavaruuden kannan muodostavat ref(A):n nollasta poikkeavat (siis
tuki-)rivit. Siten todellakin rivi- ja sarakeavaruuksilla on sama dimensio.

Tod: Tukirivit ovat LRT aivan samalla paattelylld kuin tukisarakkeet. (Tukirivit
ovat transpoosin tukisarakkeita.) Tukirivit ovat siis sekd LRT ettd virittavét
(edellisen perusteella), ja muodostavat siten row(A):n kannan.

Huom! Rivioperaatioissa rivivektoreille siilyy viritys, muttei LRT.
Rivioperaatioissa sarakevektoreille sailyy LRT, muttei viritys.

Y hteenveto laskentaan:

N(A): Ratkaistaan A% = 0, kantavekt.: Yksi kutakin vap. muutt. kohti

col(A): Kanta: Tukisarakkeet poimitaan alkuperédisesté matriisista
(ref-muodon vastaavat eivit yleensd virité).

row(A): Kanta: ref-muodon ei-nollarivit.

(Alkuperiisen vastaavat eivit valttdméatta LRT.)




Edellisen perusteella meille putoaa:

Lause[Rangilause| (KRE s. 333 Thm 1) Matriisin A rangi r(A) (joka méaéritelldan
sarakeavaruuden dimensioksi) = riviavaruuden dimensio. Toisin sanoen matriisin
rangi on

maksimi maara LRT sarakkeita = maks maarad LRT riveja.

Erityisesti neliomatriisilla patee: Rivit LRT <= sarakkeet LRT.
(Tatéd olen usein kutsunut "lineaarialgebran ihmeeksi".)

Lause|Lineaarialgebran peruslause]

Olkoon A (m X m)-matriisi.

n(A)+r(A) =n.

Tod: Tamakin on jo perusteltu. Kerran vield; sarakkeita on kahdenlaisia:
tukisarakkeita ja ei-tuki- eli vapaiden muuttujien sarakkeita.




Neliomatrisiit: Determinantit ja kianteismatriisi

A olkoon (n x n) nelidmatriisi
Determinantit, kts. http://math.tkk.fi/opetus/k3/04/L/DetInv.pdf

Determinantin kehittamislaskelma, 25 x 25—matriisi. Kertolaskuja ~ 25!.
Gaussilla ~ 253

octave:23> oper=factorial(25)

oper = 1.5b11le+2b

octave:22> tera=10"12;

octave:25> sek=oper/tera

sek = 1.5b11e+13

octave:27> vuosia=sek/3600/24/365

vuosia = 4.9186e+05 % n. 500 000 vuotta
octave:28> gauss=25"3

gauss = 15625

octave:29> gauss/tera

ans = 1.5625e-08 % Gaussilla hujahtaa 1/(100 000 000) sekunnissa.

Algoritmilla on vilia!




Kaanteismatriisi

Maér: A(n x n) on kidntyva, ( ei-singulaarinen, sdédnndllinen), jos on olemassa
B(n x n siten etta

AB=BA=1,

missd I on 7 x n—yksikkomatriisi. Merk B = A~1.

Huom: Jos 3A~!, niin se on yksikisitteinen: Olkoot B ja C kaksi kiéinteismatriisia.

B=IB=(CAB=C(AB)=CI=C

Lause 1|Kéintyvyys ja rangi]

A on kiddntyvd <= r(A) =n




Tod: 1. Oletetaan kiintyvyys. Tarkastellaan (HY):4 A Z = 0. Kerrotaan puolittain
A1 14, ja saadaan: © = A~'0 = 0. Siis (HY):1l4 vain triv. ratk (ja ratk. siis
yksikés), joten jokainen sarake on tukisarake.

2. Oletetaan: r(A) = n. Talldin yhtalolla A & = b on yksikiisitteinen ratkaisu
kaikilla b € R™. (Matriisin sarakkeet muodostavat R”:n kannan.)

Valitaan b = €, j=1,...,n.

Ratkaisuvektorit #; ladotaan sarakkeiksi: X = [} ... Z,].

Talloin A X = 1.
Onko my6s X A =17

Yksityiskohdat luennolla.

Huom! Edellisesta todistuksesta seuraa: Toinen ehdoista AB=1tai BA=1
riittaa kadnteismatriisille.

Lause 2 [Kaantyvyys ja determinantti]

A on kiddntyvad <= det(A) # 0.

Tod: Rivioperaatiot eivat muuta rangia eivitkd determinantin 0—kaytosta.
r(A) =n <= ref(A):n kaikki sarakkeet tukisarakkeita <= ref(A):n kaikki




diagonaalialkiot # 0 <= det(A) # 0.
Lause 3|Tulo ja transpoosi]

1. Jos A on kidntyvi, niin myds A~ on kiidntyvi ja

(AH7 = A

2. Jos A ja B kaintyvid, niin A B kidntyva ja (AB)"! = B~1A~L
3. Jos A on kifintyvi, niin myds A7 on kidintyvi ja (AT)"1 = (4~1)".
Tod. Kerrotaan vaikka oikealta ko. "kandidaatilla"

Nyt voidaan koota sopiva versio "kddnteismatriisilauseeksi".
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Kéidnteismatriisilause (Layssa monta versiota eri paikoissa)
Seuraavat ovat yhtapitavat (A(n x n)):

. A on kiddntyva

.r(A)=n

.det(A) #0

. N(4) = {0} (n(A) = 0)

. A:n rivit ovat LRT ( <) virittaviat R” : n
. (HY):l4 AZ = 0 vain triviaaliratk. # = 0

1
2
3
4
5. A:n sarakkeet ovat LRT ( <= ) virittaviat R" : n
6
7
8. (EHY):li AZ = b on ratkaisu Vb € R"
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Kaianteismatriisikaavat ja laskenta

Determinanttien avulla voidaan esittdd kaunis ratkaisukaava kidinteismatriisille ja
yhtélosysteemille. Pienilld n (n =2, n = 3) voivat olla kitevid. Suuremmilla
hyodyttomia. (Ellei ole aikaa odotella 500000 vuotta.)

Tarvitaanko kiddnteismatriisin laskemista?
Yleensi ei! Kddnteismatriisi on teoreettisena vilineend hyodyllinen
matriisilausekkeissa. Kaytannossa sitd voitaisiin soveltaa yhtalosysteemin

ratkaisukaavana ¥ = A~1b. Mutta timéi on tehotonta ja numeerisesti epatarkempaa

kuin suora ratkaisu.
Enta, jos oikeita puolia on paljon? No ei silloinkaan, vaan esim. LU-hajotelma.
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