1.8 Lineaarikuvaukset, johdatus

Toinen tapa katsoa yhtilod Ax = b:

Matriisi A on objekti, joka operoi argumenttivektoriin x matriisikertolaskun

valityksella. Tuloksena on uusi vektori y = Ax .

Esim:

2 -4 2 —4
3 —6 3 —6
1 =2 1 =2

Olkoon A is m x n. Yhtalon Ax = b ratkaiseminen tarkoittaa kaikkien vektorien
x € R" etsimisté, jotka kuvautuvat vektorille b matriisilla A kerrottaessa.




transformaatio
kerrotaan A:lla
“kone”

Matriisikuvaukset Kuvaus (funktio) 7 : R™ — R™ on sidénto, joka liittaa
jokaiseen x € R” vektorin y =T (x) € R™.




Kuvaustermeja 7T :R" — R™:

R"™ — maarittelyjoukko R™ — maalijoukko

T (x) € R™ on x:n kuva kuvauksessa 7.

Kaikkien kuvien 7' (x) joukko on 7 :n kuvajoukko, "range"




Esim: Let A = . Miééritelldsn kuvaus T : R? — R3; T (x) = Ax.

Jos vaikkapa x = , niin T (x) = Ax =




Esim: Olkoon A =
-5 10

Maiiritellain kuvaus T : R? — R?, T'(x) = Ax.

a. Madritd x € R3, jonka kuva kuvauksessa T on b.

b. Onko useampia kuin yksi x, jonka kuva kuvauksessa 1" on b.
(yksikdsitteisyysongelma)

c. Selvitd, onko ¢ kuvauksen T' kuvajoukossa. (olemassaolo-ongelma)

Ratkaisu: (a) Ratkaise = x:n suhteen. ts. ratkaise

Liitannaismatriisi:




T, = 29 — 3xr3 + 2
1 =2 3 2 1 -2 3 2

-5 10 —-15 -—10 0 0 0 0

X9 ON vapaa
X3 on vapaa

Valitaan jotkin arvot vapaille muuttuyjille: Olkoot xo = ~ jaxzg3= . Silloin
Ir1 =

Ja siis x =

(b) Onko olemassa x jolle T'(x) = b?

Vapaita muuttujia on — On olemassa useita x joille T'(x) = b

(c) Onko olemassa x, jolle T'(x) = c? Ts. onko Ax =c

No selvitd! Huomaa, ettd (b)- ja (c)-kohdat voitaisiin ratkaista yhtdaikaa
laittamalla molemmat sarakkeiksi liitdnnaismatriisin loppuun.




Matriisikuvauksilla on monia sovelluksia - esimerkiksi tietokonegrafiikassa.

5 0
Esim 1: A= . Kuvaus T : R? — R? T'(x) = Ax on esimerkki

0 .5
kontraktiokuvauksesta.

T niin

Jos X = [Z‘l, 902]

Ax = 0.5 x.

Miten kuvautuu O-keskinen ympyra?
Miten kuvautuu yksikkoneli6 , jonka karki on origossa?
Jne.




Esim2: A= | ( 0 , niin Ax =

0 0 O

R3 :n pisteen x projektio z;z2— tasoon,

[3317 X2, :C3] = [3717 332]




r1 + 3 a9
Esim 3: A= A

0 1 T2

x9—koordinaatti pysyy samana, r;—koordinaatti liukuu.

25 T T T T T 25—

2k 1 H3

1+

051

ok

-05
-05

Matlab /Octave-sessio

>> nx=[0 2 2 0 0];ny=[0 0 2 2 0];
>> plot (nx,ny)
>> axis([-.5 2.5 -.5 2.5])

>> nelio=[nx;ny]




>> kuva=A*nelio

kuva

>> figure;plot(kuva(l,:),kuva(2,:))
>> axis([-.5 9 -.5 2.5])

Tamantyyppinen kuvaus on nimeltdin "shear", "leikkaus" tai ehka "liu’utus".

Sovellusalueita: Fysiikka yleisesti, geologia, kristallografia.
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Lineaarikuvaukset Jos A on m X n, niin matriisikuvauksella 7' (x) = Ax on

seuraavat ominaisuudet:

Tu+v)=A(u+v)=Au+ Av.

= +

T(cu)=A(cu)=_
kaikilla u,v € R™ ja kaikilla skalaareilla c.
Maaritelma

Kuvaus T' on lineaarinen jos:

i. T(u+v)=T(u)+T (v) for all u,v T :n méaarittelyjoukossa.

ii. T (cu) =cT (u) kaikilla u T:n maéarittelyjoukossa ja kaikilla skalaareilla c.

Jokainen matriisikuvaus on lineaarinen .
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Ominaisuuksia Jos T' on lineaarikuvaus, niin

T0)=0 ja T(cu+dv)=cT (u)+dT (v).

Perustelu:
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1 0
EXAMPLE: Let e = , €2 = y Y1 = jays =
0 1

Suppose T : R? — R? is a linear transformation which maps e; into y; ja es into

3
y2. Find the images of ja

2 Io

Solution: First, note that
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T (361 -+ 262) = 3T (el) + 2T (eg)
Also



EXAMPLE: Define T : R® — R? such that T (z1, x2,73) =
(|x1 + z3|,2 + 5xy). Show that T is a not a linear trans-
formation.

Solution: Another way to write the transforma-
tion:
. 21+ a3
_ 1 3
I T2 N [ 2—|—5CIZ‘2 ]
3

Provide a counterexample - example where 7' (0) =
0,7 (cu)=cT (u)orT (u+v) =T (u)+7 (v) is violated.
A counterexample:

0
ro-r([0])=] e
0
which means that 7' is not linear.
1
Another counterexample: Let ¢c = —1 jau= | 1
1
Then
—1
B B I I i U et I R
Tlew) =T _1 _[2+5(—1) | -3
ja



