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Lineaarialgebraa

1.1: Lineaarinen yhtalosysteemi

,
a11x1 + a192 + ...+ a1, = bl

211 + @292 + ...+ AQonX, = bg

\amlajl + oo + ... + QpnTn = by,

Esimerkkeja epédlineaarisista:
4561 — 6[132 = X1X2 . To — 2\/331 -7
Lineaarisen systeemin ratkaisu:

Lukujono (vektori) (s1, $2, ..., S,) € R™, joka toteuttaa yhtdlosysteemin 1, kun

sijoitetaan x1 = S1,T2 = S2,...,Ln = Sp.




Tyyppiesimerkit 2 x 2 systeemeille

10 T +
0 2581 +

Yksi ratkaisu Adrettoman monta Ei ratkaisuja

konsistentt: konsistentts epakonsistentti

Perustotuus Yleiselld lineaarisella m x n systeemilld on vain nadma kolme
mahdollisuutta. Taméan selvitimme perusteellisesti lahiaikoina.




ESIMERKKI: Kolme yhtaloa ja kolme tuntematonta. Kukin yhtalo maaraa
tason 3—ulotteisessa avaruudessa.

i) Tasot leikkaavat 1 pisteessd ii) Tasot leikkaavat pitkin suoraa

(yksikdsitteinen ratkaisu) (ddretén mdadrd ratkaisuja)




iii) Tasot yhtyviat iv) Tasoilla ei yhteisid pisteitd (ei ratkaisuja)

Tapaukset i), ii) ja iii) ovat konsistentteja, iv) on epikonsistentti.

Tapauksissa ii) ja iii) ratkaisujoukot ovat darettémia

edellisen "dimensio" on 1 ja jalkimmaisen 2.

dim(ii) = 1, dim(iii) =2 7




Lineaarisen yhtalosysteemin Ratkaisujoukko:
Kaikkien mahdollisten ratkaisujen muodostama joukko
Ekvivalentit systeemit:

Lineeriset yhtalosysteemit ovat ekvivalentit, jos niilla on samat
ratkaisujoukot.

Y htédlosysteemin ratkaisustrategia:

Muokataan yhtalosysteemi ekvivalentiksi systeemiksi, joka on helppo ratkaista

ESIMERKKI:




Viimeksi saatu yhtalo on muodossa, josta ratkaisut saadaan perakkaisilla

sijoituksilla alhaalta ylospédin edeten (takaisinsijoitus, "back substitution").

Voidaan vaihtoehtoisesti suorittaa viela yksi eliminaatioaskel alhaalta ylospain.

r1 — 29 =

— I —+ 356'2 =

—1
3

L1

25132

X2

2

—1 I

2




Matriisinotaatio




Alkeisrivioperaatiot:
1. (Rivien vaihto) Vaihdetaan kaksi rivid kesken&én : rivi; < rivig

2. (Skaalaus) Rivin alkiot kerrotaan nollasta poikkeavalla vakiolla:

rivig «— crivig, c¢#0

3. (Lineaarikombinaatio) Riviin lisdtdan toinen rivi kerrottuna nollasta
poikkeavalla vakiolla:

rivig < rivig + crivi;

Huom! Operaatioissa 2 ja 3 ainoastaan yksi rivi (k:s) muuttuu, muut sdilyvat

ennallaan. (Operaatiossa 1 kaikki rivit sdilyvét ennallaan, vain paikat vaihtuvat.)

Riviekvivalentit matriisit ja yhtédlosysteemit: Matriisit A ja B ovat
riviekvivalentit, jos ne voidaan muuntaa toisikseen alkeisrivioperaatioilla.
Yhtalosysteemit ovat riviekvivalentit, jos niiden liitdnnaismatriisit ovat sité.




Riviekvivalentit ovat ekvivalentit:

Lause Riviekvivalentit yhtalosysteemit ovat ekvivalentit, ts. niilla on samat
ratkaisujoukot.

Todistus Rivien vaihto ja skaalaus kertoimella ¢ #£ 0 sailyttavat ratkaisut.

(1.7 = b,

< CL1f+ Lgf: Cbl —|—b2

Vasen — oikea: Kertomalla c:114 ja laskemalla yhteen yhtalot 1 ja 2.
Oikea — vasen: Kertomalla eka c :11a ja vihentamalld toisesta.
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ESIMERKKI:
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Takaisinsijoitus
Edetaan alhaalta ylos:

p
333:3

To =4xs3+4 =16
\331:2562—563:32—3:29

Ratkaisu on siis (29,16, 3) ja se on yksikésitteinen. (Miksi?)

Takaisinsijoituksen sijasta voitaisiin viimeksi saadusta porrasmuodosta jatkaa
eliminointia alhaalta ylos ja oikealta vasemmalle, paAdmaarana nollata myos
jokaisen tukisarakkeen ylaosa. Jatko menisi tdhan tapaan:
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Porrasmuodosta redusoituun porrasmuotoon, ref — rref

256‘2

L2

-3
16
3

29

13

-3
16
3




Peruskysymykset — olemassaolo ja yksikasitteisyys
1) Onko systeemi konsistentti, ts. onko ratkaisuja?

2) Konsistentin systeemin ratkaisujen lukumé&ard? Milloin yksikésitteinen ratkaisu?
ESIMERKKI: Onko systeemi konsistentti?

r1 — 2x9 + 3 0
209 — 8x3 8
—4%1 + 5%2 + 9%3 -9

Télle laskettiin edelld porrasmuoto (yldkolmiomuoto) (ref):

I — 2332 —+ I3 0

i) — 4563 4

I3 3

Tistd nikyy, ettd systeemi on konsistentti ja ratkaisu on yksikésitteinen. EIKO
VAIN!
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ESIMERKKI: Miten on timén systeemin ratkaisujen laita?

3513‘2— 6333 = 8 0 3 —0
Ir1 — 233‘2—|— 31‘3 = —1 1 3
S5x1 —Txo + 923 = 0 5

Solution: Rivioperaatioilla:

0 3 —6 8
1 =2 3 -1
5 =7 9 0

Palataan havainnollisuuden vuoksi yhtalomuotoon:

r1 — 2x9 + 3x3 —1
3562 - 65(33 8

Oxs —3  «— Ei toteudu sitten millaan xs:lla

Annettu systeemi on epikonsistentti (ts. ei ratkaisuja).
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ESIMERKKI: Milla A :n arvoilla seuraava systeemi on konsistentti?

35131 — 95132

—2x1 + Oxo
Ratkaisu: Porrasmuotoon:

3 -9 4 1 =3 1 -3
—2 6 h —2 6 0 0 h+

Toinen yhtalo; Oxq 4+ Oz = h + %. Tama toteutuu vain, jos h + % =0eli h ==,

Ensimméinen yhtils on z1 — 3z, = 5. Ratkaisuja #4reton maara.

Johtopaatos: Systeemi on konsistentti jos ja vain jos h = _78.

Talloin oo maara ratkaisuja.
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