Mat-1.1332 Matematiikan peruskurssi KP3-11
Luentokalvojen tekstit

Lay: luvut 1.1-1.5,1.7,1.8

Heikki Apiola

Sisaltdd 1. viikon luentokalvojen tekstit, tyhjdt kohdat tdydentéen.

Lineaarialgebraa

1.1: Lineaarinen yht#losysteemi

a11r1 + a0 + ...+ ALy = bl

2121 + a22%o + ... + Aoy = b2
(0.1)

Am1T1 + AmaZa + ... + Ty = by

Esimerkkeji epilineaarisista:
4r1 — 629 = T1T2 tai To =2/r1—7
Lineaarisen systeemin ratkaisu:

Lukujono (vektori) (s1, 82, ..., $,) € R™, joka toteuttaa yhtilosysteemin 0.1, kun sijoitetaan z; = $1, 22 =
89,..., Ty = Sp.

Tyyppiesimerkit 2 x 2 systeemeille

T + T2 = 10 T + To = 3 I — 2!172 = -3
—x1 + xzo = 0 2r1 4+ 229 = 6 201 — 4z = 8
Yksi ratkaisu Asrettédmin monta Ei ratkaisuja
konsistentti konsistentti epdkonsistentti

Perustotuus  Yleiselld lineaarisella m X n systeemilld on vain ndmé kolme mahdollisuutta. Témén
selvitdmme perusteellisesti 1dahiaikoina.

ESIMERKKI: Kolme yhtédlod ja kolme tuntematonta. Kukin yhtdlo méa#rda tason 3—ulotteisessa
avaruudessa.



i) Tasot leikkaavat 1 pisteessd ii) Tasot leikkaavat pitkin suoraa
(yksikdsitteinen ratkaisu) (ddreton mdadrd ratkaisuja)

iii) Tasot yhtyvit iv) Tasoilla ei yhteisid pisteitd (ei ratkaisuja)

Tapaukset 1), ii) ja iii) ovat konsistentteja, iv) on epdikonsistentti.

Tapauksissa ii) ja iii) ratkaisujoukot ovat ddrettomid
edellisen ”"dimensio” on 1 ja jalkimmaéisen 2.

Pdim(ii) =1, dim(iii) =2 7
Lineaarisen yhtilsysteemin Ratkaisujoukko:
Kaikkien mahdollisten ratkaisujen muodostama joukko
Ekvivalentit systeemit:
Lineeriset yhtalosysteemit ovat ekvivalentit, jos niilld on samat ratkaisujoukot.
Yht#losysteemin ratkaisustrategia:

Muokataan yhtdlosysteemi ekvivalentiksi systeemiksi, joka on helppo ratkaista

ESIMERKKI:
ry - 2y = -1
—xz; + 3z, = 3 eh+h
- 2 = -1
o e _ 5 MieYiey



Viimeksi saatu yhtdlo on muodossa, josta ratkaisut saadaan perdkkéisilla sijoituksilla alhaalta ylospéin
edeten (takaisinsijoitus, "back substitution”). Voidaan vaihtoehtoisesti suorittaa vield yksi eliminaatioaskel
alhaalta ylospéin.

Iy — Ql‘g = -1 T — 21‘2 = -1 T1 = 3
—Tq + 332‘2 = 3 xT9 = 2 i) = 2
X2 X2 / i

4 4
2 5
®1 / %i -10 5 5 10
5 10 5 10
-2
-4
Matriisinotaatio
T - 21‘2 = -1 1 -2
—X1 + 3562 = 3 -1 3
(kerroinmatriisi)
X1 — 21‘2 = -1 1 -2 -1
—T1 + 3552 = 3 -1 3 3
(liitdnnédismatriisi)
I — QCEQ = -1 1 —2 -1
Ty = 0 1 2
T = 3 1 0 3
Tog = 2 0o 1 2

Alkeisrivioperaatiot:
1. (Rivien vaihto) Vaihdetaan kaksi rivid kesken#éin : rivi; < rivig
2. (Skaalaus) Rivin alkiot kerrotaan nollasta poikkeavalla vakiolla:

rivig < crivig, c¢#0

3. (Lineaarikombinaatio) Riviin lisétdén toinen rivi kerrottuna nollasta poikkeavalla vakiolla:

rivig «— rivig 4 crivi;
Huom! Operaatioissa 2 ja 3 ainoastaan yksi rivi (k:s) muuttuu, muut siilyvit ennallaan. (Operaatiossa
1 kaikki rivit siilyvét ennallaan, vain paikat vaihtuvat.)

Riviekvivalentit matriisit ja yhtélosysteemit: Matriisit A ja B ovat riviekvivalentit, jos ne voidaan
muuntaa toisikseen alkeisrivioperaatioilla. Yht&losysteemit ovat riviekvivalentit, jos niiden liitdnnaismat-
riisit ovat sité.

Riviekvivalentit ovat ekvivalentit:

Lause Riviekvivalentit yhtdlosysteemit ovat ekvivalentit, ts. niilld on samat ratkaisujoukot.

Todistus Rivien vaihto ja skaalaus kertoimella ¢ # 0 siilyttavit ratkaisut.



le = b1 Llw = bl
sz:bQ o CL1£II+L2£L':Cb1+b2

Vasen —> oikea: Kertomalla c:114 ja laskemalla yhteen yhtélot 1 ja 2.
Oikea — wvasen: Kertomalla eka c :1l4 ja vihentdmalld toisesta.

ESIMERKKI:
r1 — 2x9 + r3 = 0 [ 1 -2 1 0
21’2 - 81’3 = 8 0 2 —8 8
—4:L‘1 + 53;‘2 + 933‘3 = -9 L —4 5 9 -9
rK - 2xe + r3 = 0 (1 -2 1 0]
2xy — 8ry = 8 0 2 -8 8
— 3x2 + 13z3 = -9 | 0 =3 13 -9 |
ry — 2x9 + xr3 = 0 1 -2 1 0]
T9 - dxs = 4 0 1 —4 4
- 322 + 13z3 = -9 | 0 =3 13 -9 |
X1 - 2172 + I3 = 0 1 -2 1 0
ro — 4dxz3 = 4 0 1 —4 4
rs = 3 0 0 1 3
Takaisinsijoitus
Edetédan alhaalta ylos:
T3 = 3

$2:4LE3+4:16
$1:2$2—$3=32—3:29

Ratkaisu on siis (29, 16, 3) ja se on yksikésitteinen. (Miksi?)

Takaisinsijoituksen sijasta voitaisiin viimeksi saadusta porrasmuodosta jatkaa eliminointia alhaalta ylos ja
oikealta vasemmalle, pddmé&arané nollata myo6s jokaisen tukisarakkeen yldosa. Jatko menisi tdhén tapaan:

Porrasmuodosta redusoituun porrasmuotoon, ref — rref

I - 2(E2 = -3 1 -2 0 -3
T2 = 16 0 1 0 16
r3 = 3 0 0 1 3
1 = 29 1 0 0 29
T2 = 16 0 1 0 16
r3 = 3 001 3

Peruskysymykset — olemassaolo ja yksikésitteisyys

1) Onko systeemi konsistentti, ts. onko ratkaisuja?



2) Konsistentin systeemin ratkaisujen lukuméérd? Milloin yksikésitteinen ratkaisu?

ESIMERKKTI: Onko systeemi konsistentti?

X1 — 2.732 + T3 = 0
2:172 — 81‘3 = 8
—4(E1 + 5(E2 + 9(E3 = -9

Télle laskettiin edelld porrasmuoto (ylidkolmiomuoto) (ref):

TG — 2re + xz3 = 0 1 -2 1 0
ZTo — 4.’1?3 = 4 0 1 -4 4
rs = 3 0 0 1 3

Tisté niikyy, ettd systeemi on konsistentti ja ratkaisu on yksikisitteinen. EIKO VAIN!
ESIMERKKI: Miten on tdmén systeemin ratkaisujen laita?
3xo— Obxz= 8 0 3 -6 8

1 — 229+ 3x3 = —1
51 —Txo+923= 0 5 =7 9 0

—_
|
)
w
|
—_

Ratkaisu: Rivioperaatioilla:

0 3 —6 8 1 -2 3 -1 1 -2 3 -1
1 -2 3 -1 [({—=10 3 —6 8| — |0 3 —6 8
5 =7 9 0 0 3 —6 5 0 0 0 -3

Palataan havainnollisuuden vuoksi yhtédlomuotoon:

I — 2$2 + 3$3 = -1
31‘2 — 6.%‘3 = 8
Oxs = —3 <« Eitoteudu sitten milldan xs:lla

Annettu systeemi on epikonsistentti (ts. ei ratkaisuja).
ESIMERKKI: Milla h :n arvoilla seuraava systeemi on konsistentti?

3171 — 91’2 = 4
72%1 + 6CE2 = h

Ratkaisu: Porrasmuotoon:
3 -9 4 . 1 -3 . 1 -3
-2 6 h -2 6 0 0 h+

Toinen yhtilo; 0z1 4+ Oz = h + %. T&am4& toteutuu vain, jos h + % =0elih= _78.

SHwle
[SS] oWV "N

Ensimméinen yhtélo on x1 — 3z9 = %. Ratkaisuja ddreton méaéra.
Johtopéitos: Systeemi on konsistentti jos ja vain jos h = %8.
Té&ll6in co madra ratkaisuja.



1.2: Riviporrasmuotojen ref ja rref yleinen rakenne

Sopimus: Nollarivi/sarake on sellainen (ja vain sellainen), jonka kaikki alkiot = 0. Kysymys on siis
nollavektorista. Siten nollasta poikkeva on sellainen, jonka yksikin alkio # 0.

(Rivi)porrasmuoto, "Row Echelon Form?”

1. Jokainen nollasta poikkeava rivi on kunkin nollarivin yldpuolella. (Ts. nollarivit ovat pohjalla.)

2. Jokaisen ei-nollarivin johtava alkio (ts. ensimméinen nollasta poikkeava alkio) on aidosti oikealla
edellisen rivin johtavaa alkiota. (Ts. aina muodostuu ainakin 1:n pituinen porras.)

3. Kunkin johtavan alkion alapuolinen sarakkeen osa koostuu nollista.

ESIMERKKI: Porrasmuotoisia matriiseja

B o+ x x % B o+ x
0O WM x x = 0O M =
@15 00 0 0 (b) 0 0 m
0 0 0 0 O 0 0 O

0O M x x *x x * x ok *x %

0 0 0 M x x * x * *x %

(¢) O 0 0 0 M x x % x * x

0 00 0O OO O M x x x

0 00 0O OO O O WM x x

Redusoitu porrasmuoto (rref): Edellisten ehtojen 1, 2, 3 lisiksi ndmé:

4. Jokaisen nollasta poikkeavan rivin johtava alkio on 1.

5. Johtavan alkion mé&aradmaén sarakkeen ylapuolinenkin osa koostuu nollista, ts. johtava 1 on téllaisen
sarakkeen ainoa nollasta poikkeva alkio.

Redusoitu porrasmuoto (rref) :

01 « 0 0 = = 0 0 = =«
00 01 0 % % 0 0 % =
00 0 0 1 = = 0 0 = =«
0000 O0O0O0OT1O0 x =
0000 O0O0O0OTO0O 1 % =

Lause 1 [porrasmuotolause, ref-lause]



1. Jokainen matriisi on riviekvivalentti porrasmuotoisen matriisin kanssa.

2. Jokainen matriisi on riviekvivalentti redusoidun porrasmuotoisen matriisin kanssa. Tamé&
rref-muoto on yksikésitteinen.

Téarkedt termit: Tukialkio, tukisarake (”pivot”)

e tukialkio: porrasmuodossa olevan matriisin nollasta poikkeavan rivin 1. nollasta poikkeva alkio,
ts. rivin ”johtava alkio”.

e tukisarake: porrasmuodossa olevan matriisin sarake, joka siséltéé tukialkion, ts. sama kuin ”joh-
tava sarake”.
Alkuperéisen matriisin tukisarakkeiksi kutsutaan niitd sarakkeita, jotka ovat porrasmuotoon saa-
tetun matriisin tukisarakkeiden kohdilla.

Huom! Lauseessa 1 (reflause) todetaan, ettd rref-muoto on yksikésitteinen. Sensijaan ref-muoto ei ole,
pelkédstaédn rivin skaalauksella saadaan uusia ref-muotoja. Tukisarakkeiden paikat sensijaan ovat samat
kaikissa ref-muodoissa, koska siirtyminen ref-muodosta (yksikésitteiseen) rref-muotoon ei paikkoja muuta.

ESIMERKKI: Muunna matriisi porrasmuotoon ja paikanna tukisarakkeet.

0 -3 -6 4 9

-1 -2 -1 3 1

-2 -3 0 3 -1

1 4 5 -9 -7

Ratkaisu

1 4 5 -9 -7 1 4 5 -9 -7
-1 -2 -1 3 1 0 2 4 -6 —6
-2 -3 0 3 -1 0 5 10 —-15 -—15
0 -3 -6 4 9 0 -3 -6 4 9

- 1. rivi ja 4. rivi vaihdetaan = Tukialkio on 1 ja 1. sarake on tukisarake.
- Nollataan tukialkion 1 avulla 1. sarakkeen alaosa.

- 2. sarake on tukisarake, otetaan tukialkioksi 2 (ei rivinvaihtoja)

1 4 5 -9 -7 1 4 5 -9 —7
0 2 4 —6 —6 N 0 2 4 -6 —6
0 0 O 0 0 00 0 -5 0
00 0 =5 0 0 0 O 0 0
0 -3 —6 4 9
. -1 -2 -1 3 1
Alkuperiinen matriisi: 9 _3 0 3 1
1 4 5 -9 -7
7 7 T
tukisarakkeet: 1 2 4



Huom!

e Kullakin rivilla on korkeintaan yksi tukialkio.
e Kullakin sarakkeella on korkeintaan yksi tukialkio.

e Tukisarakkeiden lukuméérd = porrasmuodon nollasta poikkeavien rivien lkm.
ESIMERKKI: (a) Saata matriisi rivioperaatioilla porrasmuotoon:

0 3 -6 6 4 =5
3 =7 8 =5 8 9
3 -9 12 -9 6 15

Ratkaisu:
0 3 —6 6 4 -5 3 -9 12 -9 6 15
3 =7 8 -5 8 9| ~1| 3 =7 8 —5 8 9
3 -9 12 -9 6 15 0 3 —6 6 4 -5
3 -9 12 -9 6 15 3 -9 12 -9 6 15 3 -9 12 -9 6 15
0 2 —4 4 2 -6 | ~1]0 1 -2 21 -3 |~10 1 -2 2 1 -3
0 3 —6 6 4 -5 0 3 —6 6 4 -5 0 0 0 0 1 4

— téssdpd porrasmuoto (ref)

(b) Redusoitu porrasmuoto (rref):

Aloitetaan oikeanpuolimmaisesta tukisarakkeesta, joka tissid on viimeisti edellinen (kerroinmatriisin vii-
meinen). Jos kyseessii on yhtélosysteemin liiténndismatriisi (kuten yleensé on), niin viimeistd saraketta
ei tarvitse ryhtyd nollaamaan. Jos se nimittdin on tukisarake, ei ratkaisuja ole, ja koko homma voidaan
lopettaa.

Nollataan alhaalta ylos ja siirrytédin oikealta vasemmalle seuraavaan tukisarakkeeseen.

3 -9 12 -9 0 -9 30 -6 9 0 —-72 10 -2 3 0 —-24
0 1 -2 20 -7{~|01 -2 20 -7|]~]01 -220 =7
0 0 0 0 1 4 0 0 0 0 1 4 0 0 0 01 4

Harjoittele: Kirjoita yhtélosysteemin Ax = b yleinen ratkaisu (a) kiyttden ylld olevaa ref-muotoa, (b)
rref-muotoa, kun liitdnnédismatriisi [A | b] on edellisen tehtdviin matriisi.

Lineaaristen yhtédlosysteemien ratkaisut

e kantamuuttuja: muuttuja, joka vastaa tukisaraketta.

e vapaa muuttuja: ei-kantamuuttuja.

ESIMERKKI:
1 6 0 3 0 0 1 +6z4 +3x4 =0 tukisarakkeet:
0 01 -8 0 5 T3 —8x4 = kantamuuttujat:
0 0 O 0o 1 7 rs =7 vapaat muuttujat:



Konsistentin lineaarisen systeemin yleinen ratkaisu:

Kun systeemi on saatettu porrasmuotoon, saadaan ratkaisu(t) ns. takaisinsijoituksella. Ratkaisut voi-
daan kirjoittaa alhaalta ylos. Jokainen vapaa muuttuja jaa vapaasti valittavaksi parametriksi.
Jos systeemi on saatettu rref-muotoon, on ratkaisu vield helpompaa ja voidaan suorittaa ylhailtéd alas.

ESIMERKKTI: Olkoon systeemin liitdnndismatriisi saatettu rivioperaatioilla porrasmuotoon.
16 0 3 00

0 01 -8 0 5
000 0 17

Ratkaise vastaava yhtélosysteemi.

Ratkaisu: Tukisarakkeet ovat 1.,3.,5. Siis konsistentti. (miksi?)

xr1 = —6x9 — 314
1 +6x9o +3z4 =0 To vapaa
T3 —81y =5 — r3 =54 814
rs =17 T4 vapaa
X5 = 7

Téssé on systeemin yleinen ratkaisu, vapaat muuttujat ovat vapaasti valittavia parametrejd (voitaisiin
selvyyden vuoksi merkitd vaikkapa zo = s, x4 =1)

(Tukisarakkeet: Todettiin jo: 1, 3, 5)

Olemassolo- ja yksikésitteisyys/lukuméiiripéitelmit yleisesti

ESIMERKKI:

3.%2 —61’3 +61’4 +4£L’5 = -5
3r1 —Txzo +8x3 —bxry +8xs =9
3r1 —9zo +1223 —-9x4 +6x5 =15

Aiemmassa esimerkissi saatiin porrasmuoto:

3 -9 12 -9 6 15

0 2 -4 4 2 -6

o 0 0 01 4 (x5 =4)
Muotoa 0 = ¢, ( ¢ # 0) olevaa yhtilod ei ole, joten systeemi on konsistentti-

Vapaat muuttujat: x3 and z4



Konsistentti systeemi

. . — Adrettdmin monta ratkaisua
Vapaita muuttujia on

ESIMERKKI:
321 44z, = -3 3 4 -3 3 4 -3 L
221 452 = 5 — 2 5 5|~]01 3| — 3ry + 43;2—_ 3
—221 -3z = 1 -2 -3 1 00 0 2=

Konsistentti systeemi,

. . . — Yksikisitteinen ratkaisu.
Ei vapaita muuttujia

Lause 2 (Olemassolo- ja yksikiisitteisyyslause)

1. Lineaarinen systeemi on konsistentti, jos ja vain jos liitdnnéismatriisin viimeinen sarake (tunnettujen
lukujen vektori b) ei ole tukisarake, ts. liitdnnéiismatriisin porrasmuodossa ei ole yhtéén rivié, joka
olisi tyyppia

[0 ... 0 b ] (missdb#0)
2. Jos lineaarinen systeemi on konsistentti, niin ratkaisuja on (a) Joko yksi tai (b) &&retén maar.
(a) <= Jokainen sarake on tukisarake
(b) Vapaa muuttuja jokaista ei-tukisaraketta kohti
Resepti lineaarisen yhtilosysteemin ratkaisemiseksi

1. Muodostetaan liitdnn&dismatriisi ja muokataan se Gaussin rivioperaatiilla porrasmuotoon.

2. Katsotaan (pohjalla olevia) kerroinmatriisin nollarivejé, jos niitd on. Mikili téssd paljastuu muotoa
[0,...,0,c], ¢ # 0 oleva rivi, ei systeemilli ole ratkaisuja. (Lopeta t&hén.)

3. Ellei kohdan 2. tilannetta esiinny, saadaan ratkaisu takaisinsijoituksella alhaaalta ylos. Téssd jo-
kainen mahdollinen ei-kantamuuttuja (sellainen, joka vastaa ei-tukisaraketta) on vapaa parametri.
(Jos kaikki ovat kantamuuttujia, on ratkaisu yksikésitteinen.)

3’. Vaihtoehtoisesti voidaan jatkaa rivioperaatioita alhaalta ylos rref-muotoon saakka, jolloin takaisin-
sijoitusvaihe siséltaé pelkistdan toisistaan riippumattomien 1. asteen yhtédloiden ratk.

Kysymyksii:

Huomaa! Kun puhutaan m x n—systeemisti, viitataan kerroinmatriisin kokoon (liitdnnédismatriisissa on
yksi sarake enemmén).

a) Miten monta tukialkiota (tukisaraketta) voi 4 x 6-systeemilld korkeintaan olla?

b) Miten monta tukialkiota (tukisaraketta) voi 6 x 4-systeemilld korkeintaan olla?

¢) Kuinka paljon ratkaisuja on konsistentilla systeemillé, jossa on 3 yht#lod ja 4 tuntematonta?

d) Oletetaan, ettd 4 x 6—systeemin kerroinmatriisilla on 3 tukisaraketta. Kuinka monta tukisaraketta
on liitdnnaismatriisilla, jos systeemi on epékonsistentti?

10



1.3 Vektoriyhtilot

Avainkésitteet: Vektorien lineaarikombinaatio , virittava joukko, viritelméi

Vektori: v = [vy,...,v,]T €R"

(Usein ajatellaan vektori pystyvektorina, siksi tuo 7.)

Lineaarikombinaatiot:

Olkoon annettu vektorit vi,va,...,v, € R" ja skalaarit ci,cg,...,cp. Vektori y:

y=c1Vvi+cave+ -+ vy

on vektorien vy, Vs, ..., Vv, lineaarikombinaatio, (paino)kertoimin ¢y, cs, ..., cp.

ESIM: Olkoot vy = ? ja vg = [ _g } Esita piirroksen avulla kukin alla oleva vektori

vi:n ja vo: n lineaarikombinaationa

ESIM:
1 4 3 -1
Olkoot a; = | 0 |, as = 2 |,a3 = 6 |,jab= 8
3 14 10 =5

Selvitd, onko b vektorien aj, as ja az lineaarikombinaatio.

Ratkaisu: Vektori b on vektorien aj, as, ja ag lineaarikombinaatio, jos 16ydetdén luvut x1, zs, z3 siten
ettd

r1a1 + roas + x3a3 = b.

Vektoriyhtélo (*):

—

11



X1 + 4582 + 3$3 = -1
2.%2 + 6%3 = 8
3r1 + 1422 + 10z3 = =5
Liitdnn&ismatriisi:
1 4 3 -1 1 0 0 1 1 =1
0 2 6 8 ~[0 1 0 -2 = x9=—2
3 14 10 -5 0 0 1 2 T3 =
Siis:

Ratkaisu vektoriyhtalolle
r1a; + xoas +x3a3 = b

saatiin ratkaisemalla lineaarinen systeemi, jonka liitdnnaismatriisi:

1 4 3 -1
0 2 6 8
3 14 10 -5
1 11

a; az as b
Riviajattelu vs. sarakeajattelu

Y1l4 oleva lasku (yhtilén vasen puoli) voidaan ilmaista myds néin:

xri1a; + roaz + xrzaz = AX,

missé
A=[a ay a3 |.
Vektorimuoto vs. matriisimuoto yleisesti
Vektoriyhtalslla
T1a; +T2as +---+zpa, =b

on samat ratkaisut kuin lineaarisella systeemillé, jonka liitdnn&ismatriisi on

[al as -+ a, b].

Erityisesti b voidaan lausua lineaarikombinaationa vektoreista ay, as,...,a,

J0s ja vain jos

lineaarisella systeemilld, jonka liiténnéismatriisi on yll4, on ratkaisuja (z1,. ..

12



Maisritelmé: Vektorijoukon viritelmi (”span”)

Olkoot vi,Vva,...,v, R™ :n vektoreita.
sp{v1,Vv2,...,v,} = vektorien v1,vs,..., v, kaikkien lineaarikombinaatioiden joukko.
Toisin sanoen: sp{vi,va,...,v,} on kaikkien vektorien joukko, jotka voidaan lausua muodossa

T1V1 + XoVy + -+ X,V
missé x1,T2,...,T, ovat skalaareja.
2 . 4
ESIMERKKI: Olkoon vi = 1 jave=| o |

(a) Maidrité jokin vektori joukossa sp {vi,va}.

(b) Luonnehdi sp{vy, va} geometrisesti.

ESIMERKKI: Merkitse u, v, u+ v ja 3u+4v oheiseen kuvaan.

X3

u, v, u+ v ja 3ut+4dv

sp{u, v} on muotoa ziu + x2v olevien vektorien joukko, tissi O:n kautta kulkeva taso.

13



Virittivia joukkoja R3:ssa

vo on vi:n monikerta

sp{v1,v2} =sp{vi} =sp{va}
(origon kautta kulkeva suora)

X3

vq el ole vi:n kerrannainen
sp{v1,vs} = origon kautta kulkeva taso

1 2 8
ESIMERKKI: Olkoon A= | 3 1 jab=1]3 . Matriisin A sarakevektorit virittavét
0 5 17
tason. Onko b tissi tasossa?
Ratkaisu:
1 2 8
A=1]3 1 b= 3
0 5 17
Onko olemassa x1 ja xo siten, ettd
Corresponding augmented matrix:
1 2 8 1 2 8 1 2 8
3 1 3 ~|10 -5 =21 |~| 0 =5 =21
0 5 17 0 5 17 0 O —4

Siis b ei ole A:n sarakevektorien virittamaéssi tasossa.

14



1.4 Matriisiyhtdlo Ax =Db

(Matriisi x vektori) - tulon sarakemuoto

Olkoon A m x n matriisi, jonka sarakevektoreita merkitdén: aj,as, ..., a, ja olkoon x = [z1,--

R™. Tulo Ax voidaan kirjoittaa muodossa

5 xn]T S

r1 a1 +2x2 a2+ -+ xpa,
Esimerkki:
1 —4
Ty
A — 3 2 3 xr =
1)
0 5
1 — 4.’132 1 —4
Ax=| 3x14+2x9 | =21 | 3 | + 22 2
5o 0 5
Yleisesti
1121 + @12%2 + ... + G1p Ty
a21X1 + a22X2 + ...+ A2nLn
Ax = =21 a;+x2as+. ..+, &y, missd a;:t ovat A :n sarakevektorit.
Am1T1 + Am2T2 + ...+ AmnTn

Kolme tapaa katsoa lineaarista systeemié:

2. Vektoriyhtdlonid zia; + zoas + -+ + z,a, = b

3. Matriisiyhtélond Ax = b.

Olkoon A m X n matriisi, jonka sarakkeet ovat ai,..

yhtalosysteemilla

Ax

on samat ratkaisut kuin vektoriyht#lolla

.,ay, ja olkoon b € R™. T&llgin lineaarisella

r1a; +T2as +---+xpa, =b

Toisin sanoen vektoriyhtalo ratkaistaan liitdnnnéismatriisin

[ a; ag
avulla. Hyddyllinen tosiasia:
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Yht#lolld Ax = b on ratkaisu(ja), jos ja vain jos b on A : n sarakevektorien lineaarikombinaatio

1 4 ) b1
Esim: Olkoon A= | -3 —11 —-14 | jab=| b
2 8 10 bs

Onko yhtilé Ax = b konsistentti kaikilla b € R3?
Ratkaisu: Liitéannéismatriisi yhtélolle Ax = b:
1 4 5 b

1 4 5
-3 —-11 =14 by | ~| 0 1 1 3b1+be
2 8 10 b3 0 0 0

Voiko siis Ax = b mitenk&in olla konsistentti kaikilla b € R3?

1 4 5

A=| -3 -11 -14
2 8 10
[

ap as asg
Yhtils Ax = b on konsistentti, jos ja vain jos —2b; + b3 = 0. (tason yht#lo R? : ssa)

b voidaan esittdd muodossa

b = z1a; + x0a3 + z3a3

jos ja vain jos by — 2b; = 0.
A :n sarakkeet virittivit tason R® :ssa
Pohdittavaksi:

Milldhén ehdolla matriisin A (mxn) sarakkeet virittédvét koko avaruuden R™ | eli millon on sp{a;,...,a,} =
Rm

Vastaus: ref(A):ssa ei nollariveji. Témé merkitsee erityisesti, ettd on oltava n > m.

LAUSE 4

Olkoon A m x n matriisi. Seuraavat ominaisuudet ovat yhtépitavét:
a. Jokaisella b € R™ yhtélolla Ax = b on ratkaisu.
b. Jokainen b € R™ on A :n sarakkeiden lineaarikombinaatio. (Ts. A :n sarakkeet virittdvit R™ :n.)

c. A :n jokainen rivi on tukirivi, ts. ref (A):ssa ei ole yhtdin nollarivii.

Tod:

(a) <= (b) todettiin juuri.
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(¢) = (a): Jos A:ssa ei ole nollariveji, voidaan kaikki yht#lot ratkaista ref-muodosta takaisinsijoituk-
sella (ristiriitaisia yht&loitd ei synny). Vapaita parametrejd voi tulla, mutta nehéin vaan lisdévit ratkai-
sujoukkoa.

(a) = (c): Jos ratkaisu on jokaisella b, niin se on sellaisellakin, joka rivioperaatioissa muuntuu vaikkapa

vektoriksi [0,...,1]7 (Koska kiinteisoperaatioilla pisstiifin takaisin tuohon “sellaiseen”d.)

Mutta talloinhén alin rivi ei voi olla nollarivi.
1 2 b1

Esim: Olkoon A= | 3 4 | jab=| by |. Onko yhtdls Ax = b konsistentti kaikilla mahdollisilla
5 6 b3

b?

Ratk: A:ssa on vain 2 saraketta ja siksi korkeintaan 2 tukirivid, joten vastaus: ei.

1 2 3
Esim: Virittivitko A :n sarakeet R3m, kun A= | 2 4 6
0 3 9
1 2 3
2 4 6 |~
0 3 9

Paljastuu 1. rivioperaatiossa!
No siinéd syntyy nollarivi, joten kaikki eivét ole tukiriveja ja siten eivit virita.

— 1.4 loppuu tdhén —
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1.5 Homogeeninen lineaarinen systeemi Ax = {0}

(A ( m xn)ja0onR™ :m nollavektori.)

Esim:
Triviaali ratkaisu:

Homogeenisella systeemilld Ax = 0 on aina triviaaliratkaisu x = 0. Siis se on aina konsistentti.

Onko epétriviaaleja ratkaisuja?
1 10 0 1 10 0
2 20 0 0 0 0

Konsistentti systeemi, jolla on vapaa muuttuja (z2), siis (44rettémén paljon) ratkaisuja.

Téssi tapauksessa ratkaisujoukko on {0} :n kautta kulkeva suora: zq1 + 1023 = 0.

Yleisesti pédtee: Homogeeniyhtilolla Ax = 0 on epétriviaaleja ratkaisuja
jos ja vain jos systeemilld on vapaita muuttujia

Seurauksena térkeé:
Lause [LinHom] Olkoon A (mxn). Jos n > m (enemmén sarakkeita kuin rivejé), niin homogeeniyhtlslla
Ax = {0} on epitriviaaleja ratkaisuja.

Tod: Homogeeninen on aina konsistentti, tukisarakkeiden lkm < m < n, joten ainakin yksi vapaa muut-
tuja, = ddrettomén monta ratkaisua.

Esimerkki:  Selvitd, onko seuraavalla homogeenisella systeemilld epétriviaaleja ratkaisuja ja kuvaa
ratkaisujoukko.

2r1 + 4dxy — 6rs = 0
4r1 4+ 8xo — 10x3 = 0

Ratkaisu:

Ilman ainuttakaan rivioperaatiota tieddmme, ettid systeemilld on ainakin yksi vapaa muuttuja. (miksi?)

2 4 -6 0 1 2 -3 0 12 00
4 8 —-10 O 4 8 —-10 O 0 010
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x3 =0, xz9=t(vapaa), z3=0.

Siis
—2t -2
0 0
Kyseessi on {0} :n kautta kulkeva, vektorin v = [—2,1,0]7 suuntainen suora R? :ssa.

Esim 2 A (3 x 1), téissé siis vain yksi yhtilo (eiké rivioperaatioita tarvita).

1033‘1 — 3.132 - 2.133 = 0.

Vapaat muuttujat zo = s, x3 = t. Ratkaisu:

z; =0.354+0.2¢

Tog = S+ 0t
r3 =0s+tt
Vektorimuodossa:
T 0.3s+0.2¢ 0.3s 0.2t 0.3 0.2
x=| x9 | = s+ 0t = s + 0 =s 1 +t 0
T3 Os+t 0 t 0 1

Ratkaisujoukko on R? :n taso 7', jonka virittavit vektorit:

vy =[0.3,1,0]7, vy =1[0.2,0,1]"

T = sp{vi,va}
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1.7 Lineaarinen riippumattomuus (LRT)/riippuvuus (LRV)

Palauta mieleen virittdminen. Taso voidaan virittaéd 2:1la erisuuntaisella vektorilla. Toki viritys onnistuu
aina vain runsaammin, jos otetaan liséd vektoreita. Yleensd pyritdéan karsimaan riippuvuudet, tdhdatdan
minimaaliseen virittijijoukkoon.

Vektoriyhtalolla
1 2 -3 0
I 3 —+ X2 5 —+ I3 9 = O
5 9 3 0

on triviaaliratkaisu x1 = z9 = x3 = 0. Mutta onko muita?

Yhtépitdava (HY):n kanssa

1 2 -3 T 0
3 5 9 xo | =10
5 9 3 T3 0
Maaritelmé
Vektorijoukko {v1,vsa,...,v,} C R" on lineaarisesti riippumaton (LRT), jos vektoriyht&lolld
V1 + 22V + -+ v, =0
on vain triviaaliratkaisu. Joukko {vi,vs,...,v,} on lineaarisesti riippuva (LRV), jos on olemassa
kertoimet ¢y, ..., cp, jotka kaikki eivét ole nollia siten, etté
c1vi +cova + -+ v, = 0.
7
lineaarinen riippuvuusrelaatio
(ainakin jokin ¢; # 0)
1 2 -3
EXAMPLE Olkoot vi=| 3 |,vo=| 5 |, vy = 9
5 9 3

a. Osoita, ettd {v1, vy, vs} lineaarisesti riippumaton.

b. Maarita lineaarinen riippuvuusrelaatio vektorien vy, vo, v3 vélilla.

Ratkaisu: (a)

1 2 -3 0
X 3 +(L’2 5 +.’E3 9 = 0
5 9 3 0
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Liitdnn&ismatriisi:

1 2 -3 0 1 2 =30 1 2 =30
3 5 90(~10 -1 18 0| ~]0 -1 18 0
5 9 3 0 0 -1 18 0 0 0 0 0

3 on vapaa muuttuja = ei-triviaaleja ratkaisuja on, joten vektorit ovat LRV.

10 3 O r1 = —33x3
(b) rref-muoto: | 0 1 —18 0 | = z2 = 18u3
00 0 0 T3 vapaa

Olkoon z3 =1 (mielivaltainen luku # 0). Télloin 27 = —33, x2 = 18.

1 2 -3 0
=333 | +18| 5 | + 91=10
5 9 3 0

eli

*33V1 + 18V2 + vy = 0

(Eris lineaarinen riippuvuusrelaatio, muut saadaan mieliv. vakiolla kertomalla.)

Erikoistapauksia 1. Yhden vektorin joukko
Tarkastellaan yhden vektorin joukkoa: {vi}, vq1 # 0.

Ainoa ratkaisu yhtélolle x1v; =0 on 1 = 0.

| Siten {v1} on LRT, kun v; # 0. |

2. Kahden vektorin joukko

Esim. Olkoot
]2 |4 ]2 ]2
u; = 1 , U2 = 2 , V1 = 1 , Vo = 3 .

a. Selvitéd, onko {u;,us} LRT/LRV.

b. Sama télle: {vy,va}

Ratkaisu: (a) Huomaa, ettd uz = 2u;. Siksi
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(-2)u; +uy =0
Témé merkitsee, ettd {u;,us} on LRV .

(b) Olkoon

cvi + dvg = 0.

Jos ¢ # 0, niin v; = _TdVQ . v1 olisi vo :n skalaarikerrannainen, miké ei pidd paikkaansa. Siten on oltava

c = 0, mutta silloinhan my6s d =0
Niinpé {v1,va} on LRT joukko.

2. Kahden vektorin joukko on

- LRV, jos ainakin toinen on toisen skalaarikerrannainen.

- LRT, jos kumpikaan ei ole toisen skalaarikerrannainen.
3. Joukko, joka siséltéa 0-vektorin on LRV

Jos {0} kuuluu vektorijoukkoon S = {vi,va,...,v,} C R", niin S on LRV.

Tod: Jérjestetddn vektorit niin, ettd v; = 0. Nollavektorin kertoimeksi voidaan valita miké tahansa,
vaikka ¢; = 29. Muut voidaankin valita nolliksi:

29V1—‘y—OV2—|-"'—|-0Vp:07

mik4 osoittaa, ettd S on LRV | koska 29 #£ 0 .

4. LRV joukon ylijoukko on LRV, LRT joukon osajoukko on LRT
Tod: Olkoon vaikka S = {v1, va, vs} LRV. Silloin vektoriyht#lslla

C1V1 +62V2+63V3:0

on epatriviaali ratkaisu, eli jokin ¢; # 0, ¢; = 1,2 tai 3. No jos lisdtdan joukkoon jokin vektori vg4, niin

c1vi+cave+c3vy+0vye =0,

ja edelleenkin c¢; # 0, joten
{vi,v2,v3,v4} on LRV.

LRT-viite palautuu vélittomaésti tdhén loogisella “kontarpositiolla”.

Theorem 7 Lay s. 68, tod. s. 70
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Indeksoitu joukko S = {v1,va,...,V,}, jossa on ainakin kaksi vektoria on LRV, jos ja vain jos ainakin

yksi on muiden lineaarikombinaatio.
Viitettd voidaan "terdstdd” néin:

Jos S on LRV ja vi # 0, niin jokin vektori v; (j > 2) on sitéd edeltdvien vektorien v, ..

lineaarikombinaatio.

Tod:

1. Jos jokin, sanokaamme nyt vy on muiden lineaarikombinaatio:
Vp=C1Vi+CaVa+...+Cp1Vp_1,
niin
cavi+eve+ ...+ cepo1vpo1 +(—1)vp, =0 ja—1+#0.

Siis LRV .
2. Oletetaan LRV. Siis on olemassa kertoimet ci,...,cp :
c1V1 +ca vy +...+Cpr = 0,

ja jokin ¢; # 0. Voitaisiin siirtd8 muut kuin j. termi toiselle puolelle ja jakaa c; :ll4.
Tehd&én samantien tuo viitteessd esitetty “terdstetty”’muoto:
Olkoon j suurin indeksi, jolla ¢; # 0. Oltava j > 1, koska vi # 0.

Siis

avi+...4+¢v; =0, ¢; #0.
Siirretddn muut toiselle puolelle ja jactaan c;:1la:
4. Joukko, jossa on liikaa vektoreita, R™:n (n + 1) vektoria

Theorem 8 (Lay s. 69)

-, Vi1

Vektorijoukkko on LRV, jos siiné on enemmén vektoreita kuin vektorien pituus, ts. {v1,va,...,v,} C R”

p>n.

Todistus: Olkoon A = [v1 ... vp] Vektoriyhtdls kirjoitetaan homogeeniseksi matriisiyhtéloksi
Az = {0}. No, tdhdn meill4d on valmis lause, mutta voidaan ottaa suoraan perusasioista: Tukisa-
rakkeiden lkm # m < n, joten vapaita muuttujia on ainakin yksi ja siten ratkaisuja #dreton méara

(siis varmasti muitakin kuin triviaali. tukisarakkeiden lukumé&éré.

O

Esim. (omatoimisesti) Piittele minimaalisella tyémé&éralld seuraavien vektorijoukkojen LRT/LRV

1 2 3 45
3 9 6 78 90
a. 21,6 b. Matriisin sarakkeet.
1 4 9 8 7 6 5
4 3 2 1 8
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WL

Esim Katsele R3:n vektorijoukkoa {vi,va, Vs, vs} kuvassa.
Onko LRV/LRT ?
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1.8 Lineaarikuvaukset, johdatus

Toinen tapa katsoa yhtilod Ax = b:

Matriisi A on objekti, joka operoi argumenttivektoriin x matriisikertolaskun vélitykselld. Tuloksena
on uusi vektori y = Ax .

Esim:
2 —4 -8 2 —4 0
3 —6 { 3 } = | —12 3 —6 { ? } =10
1 -2 —4 1 -2 0

Olkoon A (m x n). Yhtdlon Ax = b ratkaiseminen tarkoittaa kaikkien vektorien x € R™ etsimisté,
jotka kuvautuvat vektorille b matriisilla A kerrottaessa.

transformaatio

kerrotaan A:lla “Lome”

Matriisikuvaukset Kuvaus (funktio) 7' : R” — R™ on siinto, joka liittdé jokaiseen x € R™
vektorin y = T (x) € R™.

T:R*" — R™

Kuvaustermeja 7 :R"™ — R™:

R" — mééarittelyjoukko R™ — maalijoukko
T (x) € R™ on x:n kuva kuvauksessa T'.

Kaikkien kuvien T (x) joukko on T :n kuvajoukko, “range”

1 0
Esim: Olkoon A= | 2 1 |. Mééritelliéin kuvaus 7 : R? — R3?; T (x) = Ax.
0 1

9 1 0 9 2
Jos vaikkapa x = ,niin T'(x) =Ax=| 2 1 =15
1 0 1 1 1
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Esim: Olkoon A = } Maaritellddn

|
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— |
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| —|
o W

kuvaus 7 : R® — R? T'(x) = Ax.
a. Madritd x € R3, jonka kuva kuvauksessa T on b.
b. Onko useampia kuin yksi x, jonka kuva kuvauksessa T on b. (yksikdsitteisyysongelma)

c. Selvitd, onko ¢ kuvauksen T kuvajoukossa. (olemassaolo-ongelma)

Ratkaisu: (a) Ratkaise Tx =b x:n suhteen, ts.

1 -2 31T 2
—5 10 -15 || 2| 7| =10
Liitann&ismatriisi:
T, = 2x9 — 313 + 2

1 -2 3 2 1 -2 3 2
-5 10 —-15 -10 0O 0 0 0 T9 on vapaa
T3 onvapaa

Valitaan jotkin arvot vapaille muuttujille, vaikkapa: Olkoot x5 = —1 ja x3 = 0. Silloin x7 = 0.
0
Jasiisx=| -1 (Valinnanvaraa on todella paljon, kokonainen "tasollinen”.)
0

(b) Onko olemassa x jolle T'(x) = b?

Vapaita muuttujia on = On olemassa useita x joille T'(x) = b

(c¢) Onko olemassa x, jolle T'(x) = c¢? Ts. onko Ax =c¢

Kun c—vektorille tehdédéin asianmukainen rivioperaatio (kerrotaan 1. alkio 5 :1l14 ja lisdtdén toiseen
(0:aan), saadaan 15(+£ 0), joten ratkaisua ei ole.

Huomaa, ettd (b)- ja (c)-kohdat voitaisiin ratkaista yhtdaikaa laittamalla molemmat sarakkeiksi
liitdnnaismatriisin loppuun.

Matriisikuvauksilla on monia sovelluksia - esimerkiksi tietokonegrafiikassa.

S5 0

Esim 1: A[ 0 5

} . Kuvaus T : R? — R? T'(x) = Ax on esimerkki kontraktiokuvauksesta.
Jos x = [x1, 2], niin

Ax = 0.5x.

Miten kuvautuu O-keskinen ympyra?
Miten kuvautuu yksikkonelio , jonka kérki on origossa?

Jne.
1 0 0 X1 X
Esim2: A=|0 1 0 |.Josx=| a2 |,niin Ax=| z9
0 0 0 T3 0
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R3 :n pisteen x projektio x,z2— tasoon,

[71, 22, 73] = [71, 2]

Esim 3: A=

1 3
A
0 1

ro—koordinaatti pysyy samana, 1 —koordinaatti liukuu.

1+ 322 1

T2

Matlab/Octave-sessio

>> nx=[0 2 2 0 0];ny=[0 0 2 2 0];
>> plot(nx,ny)

>> axis([-.5 2.5 -.5 2.5])

>> nelio=[nx;ny]

nelio =

>> kuva=A*nelio

kuva

0 2 8 6 0
0 0 2 2 0

>> figure;plot(kuva(l,:) ,kuva(2,:))
>> axis([-.5 9 -.5 2.5])

Taméntyyppinen kuvaus on nimeltdan “shear”; "leikkaus” tai ehké "liu’utus”.
Sovellusalueita: Fysiikka yleisesti, geologia, kristallografia.

Lineaarikuvaukset Jos A on m x n, niin matriisikuvauksella T’ (x) = Ax on seuraavat ominai-
suudet:

Tu+v)=A(u+v)=Au+Av.

=Tu+Tv
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T(cu) = A(cu) = cAu =cT (u)

kaikilla u,v € R" ja kaikilla skalaareilla c.

Maiésritelmé

Kuvaus T on lineaarinen jos:
i. T(u+v)="T(u)+T (v) kaikilla u,v T :n méérittelyjoukossa.
il. T (cu) =cT (u) kaikilla u T:n méérittelyjoukossa ja kaikilla skalaareilla c.

| Jokainen matriisikuvaus on lineaarinen . |

Ominaisuuksia Jos T on lineaarikuvaus, niin
T0)=0 ja T(cu+dv)=cT (u)+dT (v).
Perustelu:

T0)=TOu)=0T(u)=0.
T(eu+dv)=T(cu)+T(dv)=cT(u)+dT (v)

Lineaarikuvausteema ei pdity tdhin, mutta kalvosarja ja vastaavat prujut paittyvit (toistaiseksi).
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