L 9, to 23.11.06

1 Johdantoesimerkki

Seostehtivi:

Sailio A: alkuhetkelld 1007 vetté.

S&ilio B: alkuhetkelld 100! vettd, johon sekoitettu 1.5 kg suolaa .

Téydellinen sekoitus. Maarita suolaméérat yy (t) ja yo(t) siilivissd A ja B hetkelld ¢.
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Ratkaisu:
Suolapitoisuudet siilivissd hetkells, ¢: yfo(é) kg/1 ja yfo%) kg/1.

Suolamé&éran muutosnopeus siiliosséd = (sisdanvirtaus) — (ulosvirtaus).

22l _omlt) — .02, () 4+ 0.02y2(t)

/
y1(t)
yh(t) = 248 922l — .02y, (1) — 0.022(t)

—0.02  0.02 | . yl (t)
0.02 —0.02 ] ¢ [ y2 (t) ]
Yrite: y(t) = e*x, missi x on vakiovektori. (Muista 2. kertaluvun vakiokert. diffyht#lsi-
té: Sijoitettiin yrite: y = C e ja pyrittiin mésrasmain parametri X.) Nyt on méadrittivia
parametreja A:n lisdksi vektorin x koordinaatit x1, 2.
Sijoitetaan yht#loon: y(t) ja y'(t) = AeMx =

Matriisimuodossa: y' = Ay(t), missd A =

AeMx = erMAx V.

Tami toteutuu <— Ax = Ax.
Siispéd johduimme ominaisarvotehtdvaan.
Muotoa
y(t) =Ch eMixy + Oy eMtxy

olevat vektorifunktiot ovat ratkaisuja, kun A; on ominaisarvo ja x; vastaava ominaisvektori,
j=1,2.
Lasketaan (luennolla tarkemmin) : \y =0, Ay = —0.04.

1 1
Ominaisvektorit: x1 = [ ] , Xo = ] .
1 -1
0 1 1 C
Alkuehdot: = y(()) =C1x1+Coyx9 =
1.5 1 -1 Cy

Saadaan heti: C; = 0.75, Cy = —0.75.



1 1
Ratkaisu: y(t) = 0.75 [ , — 0.75e—0.04 [ ) ]

Koordinaattifunktiomuodossa:
1.5
1.25

1.0

0.75
yi(t) = 0.75(1 — ¢~ 0-041)
y2(t) = 0.75(1 + e~ 0-04) 05

0.25

Onko tamé ratkaisutekniikka yleispateva? Sitdpé nyt selvittelemaén!

2 Vektori/matriisifunktioita, LRT /LRV

Matriisi- ja vektorifunktioita

Reaalimuuttujan ¢ vektoriarvoinen funktio t — v(t).
Reaalimuuttujan ¢ matriisiarvoinen funktio t — A(t).
(Edellinen on erikoistapaus jalkimmdisesté.)

Derivaatta ja integraali ym. tarkoittavat alkioittaisia operaatioita.

t 1
Esimerkki 2.1 x () = | ¢ X'(t)y=1| 2t
et —et
cos (t) 0

A - [ —sin (t) 0 ]

1 —sin () 0 —cos (t)

Lause 2.1 Summan ja tulon derivoimiskaavat patevdt:

d

- LA B() = A1) B(t) + Alt) B'(1).

(A@t) + B(1)) = A'(t) + B'(t), —

Tod: Seuraavat suoraan vastaavista skalaarifunktioiden kaavoista. Katsotaan kuitenkin
jalkimmdinen: Olkoon C(t) = A(t) B(t)

cij(t) = (A(t) B(t)ij = Y air(t) bi;(t).
K

Sovelletaan summan dervoimiskaavaa ja kussakin yhteenlaskettavassa tulon kaavaa.
Siispd c;;(t) =



Huom! Vaikka matriisit olisivat neliomatriiseja (siis kertomiskelpoisia my0s toisinpéin),
ei saa vaihtaa tulontekijéiden jarjestysté!

Funktioiden LRT/LRV

Jos on opiskeltu abstraktia lineaarialgebraa, ei niita tarvitse erikseen méaritelld. Meilla ei
néin tehty, joten

Miéritelma 2.1 Vektorifunktiot vi,. .., v, ovat LRT vililli I = (a,b), joscivi(t)+...+
V() =0 Vtel = c1=...=¢,=0.

(T&ma on sopusoinnussa yleisen LRT- médritelmén kanssa, koska kaksi funktiota ovat
samoja médrittelyvalillddn I, jos ne yhtyvat kaikissa pisteissa t € I.)

Lemma 2.2 (LRT-lemma 1) Olkoot vektorifunktiot muotoa x;(t) = f;(t)v; , missd
fj:t skalaarifunktioita ja v; :t vakiovektoreita.

Jos kullakin f; :1ld on vain ddrellinen mddrd nollakohtia valilla I, niin funktiot x1(t), ..., xx,(t)
ovat LRT, mikali vakiovektorit v, ...,v, ovat LRT.

Tod: Koska vdli I on dareton ja nollakohtia on yhteensd vain ddrellinen mdard, voidaan
valita (jopa ddrettomdlld valinnanvapaudella) piste to € I, jossa fi(to) #0 Vj=1...n.
Jos nyt

afilt)vi+...+cn funt)vp, =0 Vt e,
niin erityisesti
c1 fito) vi+ ...+ cn fulto) v =0
Koska v; :t LRT ja jokainen f;(to) # 0, on oltava ¢y = ... = ¢, = 0. =

Huom: Tité lemmaa sovelletaan usein tilanteessa, jossa fj(t) #0 Vt € I.

Lemma 2.3 (LRT-lemma 2) Vektorifunktiot x1(t),...,x,(t) ovat LRT valilld I, jos vek-
torit x1(to), . .., Xn(to) ovat LRT vektoreita jossain valin pisteessd to € I.

Tod: Tdmda on than oikeasti triviaali:
Jos c1x1(t) + ... + cnx,(t) = 0 Vt € I, niin tokihan tuo yhtdlo pdtee erityisesti, kun
sijoitetaan t = tg. Siispd oletuksen mukaan ¢y = ...c, = 0. O

Huomautus 2.1 Naillg pdrjatiadn oikein hyvin. Emme tarvitse misddn kdsitettd Wronskin
determinantti, jota kirjallisuudessa tdlld kohdalla kovin innokkaasti tarjoillaan. Toki sithen
vetoaminen ei ole kiellettyd.

Tavallisesti jalkimmdaisessd muodossa otetaan ty = 0, joka tulee luontevasti kdyttoon, kun
kaytetdan alkuehtoja. (Jos nollassa lasketut vektorit eivdt olisi LRT, ei alkuehtoja voitaisi
aina toteuttaa.)

3 Perusteoriaa

Kts. KRE 3.2. s. 159 alk.
Diffyhtalosysteemi:

yll = fl(tvyla”'uyn)
Yy = fa(t, y1, -, Un)

Yo = fut:y1, - Yn)



Vektorimuodossa: y' = f(¢,y).
Alkuarvoprobleema: Diffyht&lo ja ehdot: y(t9) = v. (annettu vektori)
Lineaarinen systeemi:
y =Alt)y +gl(t) (EHY) (epahomog.)
¥ = A@)y (HY)  (homog)

Ratkaisun olemassaololause yleisille on luonteeltaan lokaali. Téssé otetaan vain lineaa-
risten systeemien lause, joka on muotoilultaan yksinkertainen ja johtopaatdkseltddn glo-
baali, ts. johtopadtos pétee samalla (isolla) valilld kuin oletuskin.

Lause 3.1 Jos a;j(t)— funktiot ja g(t) ovat jatkuvia valilli I = (a,b), niin lineaarisen
systeemin alkuarvotehtdvalld

y = A{t)y +g(t), y(to) =c, c on annettu vektori

on yksikasitteinen ratkaisu koko valilld I.

Lause 3.2 Jos funktiot y1(t) ja y2(t) toteuttavat (HY):n, niin niiden lineaarikombinaatio
toteuttaa myds, ts. y(t) = c1y1(t) + cay2(t) toteuttaa myds. (LA:n kielelli: ratkaisujoukko
on aliavaruus)

Tod. Olkoot y1 ja yo (HY):n ratkaisuja.

y'(t) = c1y1(t) + cays(t) = cr Ay (t) + c2 Aya(t) = A(cyi(t) + caya(t)) = Ay(2).

Stindpd se. 0

Kaiken perusta on timai:

Lause 3.3 Jos vektorifunktiot yi(t),...,yn(t) ovat (HY):n LRT ratkaisuja, niin jokainen
ratkaisu y (t) voidaan kirjoittaa lineaarikombinaationa:

y(t)=ciyi(t) +... +cayn(t)

(LA:n kielella: ratkaisuavaruuden dimensio =n)
Tod: Saadaan olemassaolo-ja yksikdsitteisyyslauseesta 77. Todistus on oikein nautit-
tava, mutta jatamme sen kuitenkin tdlld kertaa. Periaate ... (tdydenndn kun/jos ehdin)

g

(HY):n yleinen ratkaisu:

Ratkaisuparvea y(t) = c1 y1(t) + ... + ¢, yn(t) sanotaan (HY)m yleiseksi ratkaisuksi,
se siis siséltad kaikki (HY):n ratkaisut.

Perusmatriisi, Wronskin determinantti:

Y(t) = [yi(t) y2t) ... ya(®)],
missé y;(t) :t LRT.

W (t) = det(Y (¢)),

myos vaikka ratkaisut eivit olisi LRT. Jos W (t) # 0, niin LRT ja siis perusmatriisi.
Kuten sanottu, parjddmme oikein hyvin LRT-lemmoilla tarvitsematta edes tuntea késitetta
"Wronski". Toisaalta sitd saa toki kdyttd&. Siithen liittyva "ithme"on, ettd W(t) =0 Vit €
I <= W(t) =0 jollain t € I.



4 Vakiokertoimiset homogeeniyhtilot, faasitaso

y =Ay (HY)

Aivan kuin edelld johdantoesimerkissi, sijoitetaan yrite y = eMx =— XeMx =
eMAx Vtel.

Johdutaan ominaisarvotehtdvddn: Ax = Ax. Sen ratkaisuina saatavien (x;,\;) avulla
saadaan ratkaisut

y(t) = eMitx;.

Kaikki on helppoa, jos on n kpl. LRT ominaisvektoreita.
Talloin LRT-lemma (kumpi vain) kertoo heti, ettd funktiot
yi(t) = eMtx; ovat LRT.

Péddlauseen 7?7 mukaan kaikki ratkaisut saadaan parvesta:

y(t) = c1eMtxy + ..+ cpeMix,

Lause 4.1 (EHY):n yleinen ratkaisu saadaan lisaamdalla (HY):n yleiseen ratkaisuun jokin
(EHY):n erityisratkaisu. Ts. jos y, = c1y1 + ... + cnyn ja jos y, on jokin (EHY):n
ratkaisu, niin' y =y +yp on (EHY):n yleinen ratkaisu, eli sisdltdd kaikki ratkaisut.

Tod. 1. Toteuttaa, silli olkoon'y =y, +yp. Nyt

Y=y, +ty,=Ayn+ Ay, +g=Alyn+yp) +g=Ay +g,
joten y toteuttaa kuin toteuttaakin (EHY:)n.

2. Olkoonpa nyt z mielivaltainen (EHY):n ratkaisu. osoitetaan, ettd se on ylli olevaa
muotoa yp + yp.
Eipia muuta kuin todetaan, etta z —y on (HY):n ratkaisu, mikd nakyy heti:

(z-y) =2 —y,—y,=(Az+g) — (Ayp +8) — Ayn = Az —y)
Niinpi z —y = yg on (HY):n ratkaisu, jotenz =y, + yn+yn
—_—

(HY):n ratkaisu

2x2-systeemeji, faasitasoja

Katsotaan ensin, mikd on "aikatason" ja faasitason suhde. Merkitddn havainnollisuuden
vuoksi faasitason pisteitd (z(t),y(t)). Diffyhtélon y” + y = 0 ratkaisuja ovat y; = sin ¢ ja
yo = cost. Katsotaan yhtalod systeemind, siispé:
Muunnetaan systeemiksi:
Y1 = Y2
/

=y, y2=1y =y, siis:
Yo ==Y

Matriisimuodossa y’ = Ay, missi A =

0 1
-1 0

Haetaan nyt vain jokin ratkaisu, vaikkapa sellainen, joka toteuttaa alkuehdon y(0) =
[0,1]7. Ratkaisuksi nihd#én heti: y; = sin(t), y2 = cos(t), ts.

y(t) = [ sin (t) ]

cos (t)



Aikakuva Faasikuva

1 1

0 y 0

-4 T T T -H T T T
0 2 4 6 -1 0 1

Faasikuva ja 8 suuntakenttinuolta

o > A=[0 1;-1 0]
A=
0 1
-1 0
o] > ykspisteet=[0 1 0 -1;1 0 -1 0]
ykspisteet =
0 1 0 -1
i 0 -1 0
> Axykspisteet
H . . ans =
* 0 ' 1 0 -1 0

o0 -1 0 1

2 X 2-systeemien faasitasotyypit

Noodi (1dhde)

A=

1 1
0 2
Ominaisarvot ja -vektorit:

)\1 = 1, Vi = [1,0]T
Ao =2, vo=][1,1]T

Molemmat ominaisarvot > 0. / ' //
S /‘

Epéstabiili: Trajektorit pakenevat poispéin O:sta ja lahenevit daretonta
kaikista 1dhtOpisteistd xg # 0.

Edellisen yksityiskohdat

Yleinen ratk: y(t) = cieMtvy + coeMiv.

Ominaisvektorit vi ja vo LRT, joten téssd on kaikki ratkaisut.

e

2
5. =4 =%
_~




Jos "kerrotaan auki", saadaan koordinaattifunktiomuoto:

Cet C€2t
y(t):[yz(t)]:[ ; +2f ]

ya(t) co e

Téstd voidaan piirtaéd ratkaisukdyrien (trajektorien) pisteitd kiinnittamalld c; ja co ja
antamalla arvoja kdyrdparametrina esiintyville ¢ :lle.

Ratkaisujen luonne nakyy parhaiten, kun asettuu katsomaan tilannetta ominaisvekto-
rikantaan, jolloin katsotaan ratkaisua muodossa.

y(t) = c1eMt vy + coeMt vy,
——
Zl(t) ZQ(t)

Merkitéén koordinaattifunktioita ominaisvektorikannan suhteen z; (t) ja z2(t). Huomaa,
ettd (cl,c2) tarkoittaa alkupisteen koordinaatteja ominaisvektorikannassa.

1. Alkupiste ominaisvektorilla: co = 0 =

ollaan (ja pystdan) vy:lla.

c1 =0 = pysytdédn va:lla.

Ratkaisupiste pysyy ominaisvektorilla, etdisyys O:sta
lc1]eM? — oo, kun t — oo, koska A; > 0.
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2. Alkupiste ei kummallakaan ominaisvektorilla: ¢; # 0,
z21 = cle)‘lt, 29 = coe?t,
Témin esimerkin tapauksessa A\; = 1, Ay = 2, jolloin 2z = K 27, missi K = 3.

Ominaisvektorikannassa kyse on siis paraabeliparvesta. Tarkkaan ottaen kﬁkin trajek-
tori on paraabelin haara , joka ldhestyy O:a, kun ¢t — —oo ja ldhestyy ddretontd, kun
t — o0.

Miten ominaisarvot vaikuttavat trajektorien muotoon?

Mité, jos edelld olisi ollut Ag =3 A1 ?

No silloin olisi saatu kuutioparaabeleja: 29 = K23.

Yleisesti: Jos Ao = p A1, saadaan kiyria:

29 = K2¥, missd p voi yleisesti olla kokonaisluvun lisiksi mikd tahansa positiivinen
reaaliluku.

Mité, jos Ay = A9 7 Siitd harjtehtéva AV:lla (tapauksessa: 2 LRT ominaisvekt.)

Muut reaaliset ominaisarvoyhdistelmit

1. Jos A1 < 0, A9 < 0, niin edellisessé ei muutu mikdan muu kuin nuolien suunta.
Kaikki virtaa O:oon péin.

2. Reaaliset ja erimerkkiset. Jos Ao = —p A1, saadaan
K
VA = —
2 Z€7

jolloin trajektorit ovat "hyperbelinomaisia".
Toista ominaisvektoria (A > 0 pitkin kuljetaan poispdin O:sta ja toista (A < 0)
origoon pain.



Noodi (nielu)

A=

-2 -1
-1 -2 ]
Ominaisarvot ja -vektorit:
AN =-1, vi=[-1,1]T
Ao =-3, vo=[11]T
Molemmat ominaisarvot < 0.

Stabiili (vahvasti): Trajektorit virtaavat kohti O:a.
kaikista 1&htopisteistd xg # 0.

Satula

A=

2 -1
—4 -1
Ominaisarvot ja -vektorit:

AN o=-2, vi=[417T
Ao =3, vo=[-1,1]T

Epéstabiili: Osa trajektoreista — oo, lahdettiinpa miten ldheltd O:a tahansa (erit. posit.
ominaisarvoa vastaavan ominaisvektorin pisteistd).

Spiraali (1&hde tai nielu)

o]
9 -8
A=
16 —7 y 04
Ominaisarvot ja -vektorit:
M=1+8i, vi=[1+42]"T
Aoy = A1, Vo=V7
Re)\l(: RCAQ) >0 5]
s 0 5



Epéastabiili: Kaikki trajektorit kiertdvat laajenevaa spiraalia — oo, ldhdettiinpd miten
l5heltd O:a tahansa
Jos olisi ReAi(= Rel2) <0, niin __

Yleinen ratk:

1 1
Merk. w = vy, u:Rew:[ ], v=Imw= ], A=A

2 0

Ntoy _ ot 11 cos (8t) sin (8%)
20 —sin (8¢) cos (8¢)

Voidaan kirjoittaa my6s muotoon:

y(t) = creMw + coe

]

N ot cos (8¢) — sin (81) sin (8) + cos (81)
y(t) =e | e e 2 sin (81)

2 cos (81)

Degeneroitunut 1dhde

A=

4 1
-1 2
Ominaisarvot ja -vektorit:

M=X=A=3, v=[-1,1]T

Vain 1—dim ominaisavaruus.

Epéstabiili: Kaikki trajektorit — oo Jos olisi A < 0, niin __



