Mat-5.3740 Kontinuumimekaniikka Lyly / Hannukainen
Harjoitus 8, 21.11.2007 14-16 U322

Huomaa, etti harjoitusten ja luentojen ajat on vaihdettu

Tehtivi 1 on palautettava kotitehtdvi. Palauta vastaus laskuharjoituksiin tai huoneen Y323b edessi
olevaan lokeroon viimeistdéin maanantaina 26.11.2007 klo. 9:00.

1. Todista Kelvinin lause ilman tehtdvin 5. tulosta. Vihje : todista ensin, ettd pyorteisyys

/ u-ndl
Iy

sdilyy vakiona jokaiselle polulle T';.

2. (Venturi device) Tarkastellaan allaolevan kuvan mukaista tilannetta. Ohuen putken piit ase-
tetaan ideaalisen nesteen pyOrteettdmiin, ajastariippumattomaan virtaukseen. Putken alku-
péddn kohdalla neste virtaa nopeudella U ja paine on P. Tiedetiin, ettd putkeen sijoitetun
nestepatsaan korkeuserto on h. Laske nopeus |u| seki paine p putken loppupiissi.

u=?

Up

3. Ideaalineste pydrii dmpirissd kulmanopeudella w. Olkoot g nesteeseen vaikuttava gravi-
taatio. Méiritd nesteen vapaan pinnan muoto. Millaisen pinnanmuodon Bernoullin lauseen
soveltaimen antaisi ?

4. Mallinnetaan tornadoa ns. Rakine vortex -mallilla, eli

wr, r<a 0
UG = 2 Up = Uy = 0.
Y r>gq " z

7 ?

Piirrd nopeuskenttd. Laske nopeuskenttidd vastaava paine p ja piittele timin avulla, ettd
tornadon silméssé hyvin pieni paine. (vertaa painetta r = oo ja r = 0).

@ Kiy ldpi Kelvinin lauseen todistuksessa tarvittavan tarvittavan kaavan

d .
2 w-ndF:/ <§i+curl(wxu))-nd1‘
5, ot

dt Js:
4
Johto. Huomaa, etté voit todistaa Kelvinin lauseen ilman ylliolevaa yhtilod.
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1. Todistetaan ensin, ettd
d f
— ~dx = 0.
a ) T
c(t)

Oletetaan titd varten, ettd polku C(t) voidaan parametrisoida muodossa x(s, t), s € [0,1]

sekd riittéivi sileys polulta C'. Néin saadaan

1
l 0 0
—((E u-de = / 5 (u(x(s,t),t) : 5—?) ds

) 0
Koska polku liikkuu ajan mukana, voidaan x kirjoittaa liikkeen avulla, @ (s, t) = ®(z(s), t),

jossa g on polku ajanhetkelld ¢ = 0. Lasketaan derivaatat :

ox o od
5 = 5 2@ols)t) = o = U
a dr  Ou ou  Du
;(j)%u(af(&,t),f/) =Vu - 5{“1[”5? :vu'u“}"a = “ﬁt“
Ndin saadaan,
1 1
%) ; ox Du 0oz Jdu
0

0
Koska - [lul|? = 2u - %% voidaan jidlkimméinen termi integroida tarkasti. Koska C'(t)

on suljettu polku, timé antaa

1 1
Ju 1[0 .
. ;o N2de =
/u Ep ds 2/ (9.9”“'[ ds = 0.

0 0
Saadaan siis,
d " Du
- cdp = Z.d
dt war Dt “r
C(t) c(t)

Oletusten mukaan (ideaali, kokoonpuristumaton, vakio tiheys, potentiaalikentts) pitee
Du P :
S0 -V(E-%V),eh

D ,
| o - do = / —~V<§+V)da::()
() ()
koska C'(t) on suljettu polku (suljettu viivaintegraali konservatiivisessa vektorikentissi

on nolla). Stokesin lauseella saadaan suoraan

/qu-dS: / w - df = vakio.

(1) I(t)



2. Koska tarkasteltava putki on ohut, voidaan olettaa, ettd putkessa ei ole virtausta, eli putkessa
u = 0. Néinollen putken paiden vililld on nestepatsaan korkeuteen verrannollinen paine-
ero pgh. Tistd saadaan suoraan p = P + pgh.

Tarkasteltava neste on ideaalista ja virtaus oletetaan ajastariippumattomaksi sekéd pyor-
teettomaksi (Esimerkiksi virtaus lentokoneen siiven keskikohdalla, riittdviin pienelld siiven
kulmalla tayttad asetetut ehdot). Néinollen pétee H = vakio koko nesteessi, eli

1 .
L + §Hul[2 = vakio koko nesteessi
Iy

(gravitaation vaikutus on koko nesteessa sama, jote se voidaan jéttd huomioimatta). Saa-
daan yhtil6 putken alku ja loppupéiden nopeuksille

p L. o P 1 5
5 llwll w;+§!fUH

. 1 .
= —gh+ S |U|

lull = V[T — 29k

3. Kulmanopeus on vektorimuodossa w = wk. Nopeusvektori karteesisessa koordinaatistossa
on siis

U=wXr=wkxt= [—wy,ww,O}T

Koska virtaus on ajasta riippumaton, saadaan 2% = (u - V)u = [~w?y, —w?z, 0]7.

Eulerin yhtilo antaa
Du D
— ==V | = z
5 =" (i)
eli
op 2 9p _ o Op .
%mﬂwl' oy PV 9. P9
Ratkaisuna on siis
2
o~ .
p=—pgzt+ @+ )+ C
jossa C' on mielivaltainen vakio. Koska vapaa pinta on samassa paineessa ilmakehin
kanssa, on vapaassa pinnassa oltava

p = po = ilmakehidn paine

Téstd voidaan ratkaista vapaan pinnan korkeus

2
W™

z=—(*+ )+ C
29

Bernoullin teoriaa ei voi soveltaa, koska virtaus ei ole pyorteetdn. Virheellinen sovellus

2,
antaa vairin tuloksen, z = C' — %@2 + y?).
4. Mallin antama nopeuskenttd ndyttdi tornadolta



Lasketaan nopeuskenttdd vastaava paine. Ensin muutama kaava sylinterikoordinaatistos-
sa. Nabla on sylinterikoordinaatistossa muotoa

Vo = €7~+;80€9+15;83
Joten u - V saa muodon
d ug O ?
u-V=u 4o

Srwii Mt i B Pl
or r 08 Oz
Roottori on sylinterikoordinaatistossa muotoa

L e, rey e, |

- 9 4 9
VxF= or  or Ir

F. orEky F,
Koska sylinterikoordinaatiston yksikkovektorit riippuvat koordinaateista niiden derivaa-
tat eivit ole nollia. Erityisesti

ey = —sinfi + cos 07
joten

17,
*8685» = —cosbt —sinfj = —e,
Alue r < a

Alueessa v < a virtaus ei ole pyorteeton, joten sovelletaan Eulerin yhtiloéd (edellinen
tehtdva olisi voitu laskea niin )

joka saa muodon

; . 19, 19,

eli saadaan yhtalét



dp 4 Op _ 10p
(—9—7—._pwr (7)-;+pg——0 7__%_()

joiden ratkaisuna on p = pw?r?/2 — pgz + ¢1.
Aluer < a

Alueessa r > a saadaan sylinterikoordintaatiston roottorin kaavaa soveltamalla V xu =
0. Kyseessi on siis pyOrteeton virtaus ja voimme soveltaa Bernoullin Lausetta, eli

1, R
Ly 5”““2 + gz = vakio kaikkialla nesteessd. = co
p 2
Téstd saadaa ratkaistua paine
9 4

wa
P==pg s T PIR + c.
Koska paineen tulee olla jatkuva (TM luku 7 p.108) ¢o — ¢; = O, eli ¢ = ¢1 + wia?.
Kunr — oo, p — —pgz + co. Pyorteen keskelld on paine p — —pgz + ¢;. Néinollen
pyorteen keskelld oleva paine on w?a? pienempi, kuin "normaalipaine".
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