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Pyrimme nyt kehittdméin analyyttisyyskriteerin, joka on esitettévissi reaalifunktioiden u(z,y)
ja v(z,y) avulla.

Tieddmme, ettd vilttdmatonta on, ettd eros-raja-arvot pitkin z— ja y— suuntia yhtyvét. Siita
padstadn koordinaattifunktioiden osittaisderivaattoja koskevaa ehtoon, joka tunnetaan Cauhcy—
Riemannin yht&loiné.

Olkoon siis f = u + iv funktio, joka on méaéritelty pisteen z = x + iy ympéristossa.
Oletetaan, ettd f on kompleksifunktiona derivoituva pisteessi z = = + i y.
Muodostetaan erotusosamé&aré.:

flz4+Az)— f(2)  ulz+Az)—u(z) w v(z+Az) —v(z)

Az) = —
elz A 2) Az Az ! Az

Oletuksemme mukaan erotusosaméiirilld on kompleksitasossa raja-arvo f’(z), joten silli on eri-
tyisesti raja-arvo ldhestyttdessd koordinaattiakselien suuntaan, ja kumpikin raja-arvo yhtyy

= f'(2).

(1) Muodostetaan ensin erotusosaméérd x— akselin suunnassa, ts. Az = Ax.

u(z + Az) —u(z) n v(z+Az) —v(z)

A —
e(z,Ax) A 7 A

Koska raja-arvo on, niin reaaliosalla ja imaginaariosalla on raja-arvot. Toisaalta ndmé ovat tasan
tarkkaan osittaisderivaatat u.(z) ja v.(z). 2 Siispi osittaisderivaatat 2 m suhteen ovat olemassa
ja pitee: f/(2) = ug(2) +ivg(2).

(2) Muodostetaan toiseksi erotusosaméiird y— akselin suunnassa, ts. A z = ¢ A y. Rutiinisieven-
nys (teepé se, jotta rutiini siilyy ja kehittyy) antaa:

e(2,iAy) = v(zﬂi@;)v(z) _iu(z+iijz)u(z).

Samoin kuin edelld, johdutaan nyt yhtaloon f/(z) = vy(2) — i uy(2).

s : : : ou Odu OJv v :
Siis osittaisderivaatat dz0 Jy 0 Ox 0 Oy ovat olemassa, ja

ug(2) +ivg(2) = f(2) = vy(2) — iuy(2).

Reaaliosien ja imaginaariosien on siten oltava samat, joten

Ju _ v

dr — 0Oy

Bu 0w (5.1)
oy — Oz

Téssd nyt komeilevat nuo mainitut Cauhcy—Riemannin yhtélot (lyhyesti CR-yhtélot).

Esimerkki 5.1. Katsotaan pari tuttua esimerkkié, joiden tuloksen tieddmme:

(1) f2)=2% (2) f(z) =%

u(EtAzy)—u(z,y) ul@y+Ay)—u(zy)
Az 5 .

2Ehké nayttda vield tutummalta, jos kirjoitat u- ja v-kaavat tyyliin - Ay
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Cauchy-Riemannin yhtdlot ovat valttdm&ton ehto derivoituvuudelle. Miké riemukkainta, ne
ovat myo0s riittdva ehto, mikili oletamme osittaisderivaatoista jotain: nimittdin jatku-
vuuden.

Toisin kuin [KRE]-kirja esitté&, tuo ei ole olennaisesti vaikeampi todistaa kuin valttdmatto-
myyskdidn. Osa todistusta siséltyy sithen 2-kurssilla esitettyyn asiaan, etti osittaisderivaattojen
jatkuvuudesta seuraa “differentioituvuus” joka puolestaan on se “oikea” liséehto.

No, emme kuitenkaan malta kiayttdd tdhin nyt aikaa. ([KRE]-kirjassa todistus on myds jéatetty
viliin, tosin se sisdltyy kirjan Appendix 4:44n, mutta hiukan “suttuisessa” muodossa siséltden
tuon mainitun 2-kurssin asian todistuksen.)

Ahlforsin kirjassa [Ahl] (alla) asia on tehty “oikaoppisesti”, samoin esim. Nevanlinna-Paatero: Funktioteoria (1960-luvulta).

Nain olemme todistaneet tdrkeédn lauseen valttaméttomyyspuolen seké selittdneet viittein riit-
tdvyyspuolen.

Lause 5.1 (Cauchy-Riemann). (1) Jos f = u+ iv on derivoituva pisteessi z € C, niin CR-
yhtdalot toteutuvat.

(2) Jos u :lla ja v:lld on jatkuvat osittaisderivaatat ja CR-yhtdlot toteutuvat, niin f on derivoi-
tuva pisteessd z.

Jos ehdot ovat voimassa, niin f'(z) = ug(z,y) +ive(z,y). (Voidaan lausua CR-yhtildiden avulla
muissakin muodoissa, kuten f'(z) = vy(x,y) —iuy(z,y).

Esimerkkeji CR-yhtdloiden kaytostd. Vastaesimerkkien kasittely mekanisoituu.

Esimerkki 5.2. Katsotaan CR-yhtéloiden valossa alkuesimerkkiimme ( 4.2's. 10), f(z2) =z =
x—1ty. Nyt u=2, v = —y, joten u, =1 ja v, = —1. Niinpéd 1. CR-yhtil6 ei ole voimassa
missédin, joten funktio ei ole derivoituva misséén pisteessé z.

Esimerkki 5.3. f(z) = 2z = |2|%. Nyt u(z,y) = 22 + 92 ja v(z,y) = 0, joten u, = v, <
22 =0. uy = —v, <= 2y = 0. Siten CR-yhtélét ovat voimassa vain O :ssa. Néin ollen f on
derivoituva vain O :ssa. Siispd meilld on yksinkertainen esimerkki funktiosta, joka on derivoi-
tuva vain yhdessi pisteessi ja siten se ei ole analyyttinen missdéan. (Muista, ettd analyyttisyys
pisteessi tarkoittaa derivoituvuutta jossakin pisteen ympéristossi.)

Esimerkki 5.4. Katsotaan esimerkin vuoksi, miten CR-yht#lot toimivat tapauksessa, jonka
osaamme suoraan laskea muuten. Tieddmme, ettd polynomit ovat analyyttisié ja tuttu derivoi-
miskaava pétee. Harjoitellaan CR-yhtéloiden kayttoa laskemalla helppo lasku vaikeammin. Ol-
koon f(z) = 22 —3 z+1. Kirjoitetaan muotoon f = u+iv. f(z+iy) = (z+iy)?—3(z+iy)+1 =
2?2 —y? -3 2+1+i(2x y+3y) (Laske ja tarkista!) Siis u(z,y) = 22—y?> -3 2+1, v(z,y) = 2xy—3y.

Uy =2x—3, vy=2x—3
Uy = —2Y, Vz=2y

Siispd CR-yhtélot ovat voimassa ja koska osittaisderiaavat ovat jatkuvia, sadaan CR-lauseesta
uusi todistus tdmén nimenomaisen polynomin analyyttisyydelle. Derivaatta saadaan kaavasta:
f(z) =ug(z,y) +ivy(z,y) =22 —3+1i2y =2(x +iy) — 3 =2z — 3. Niinpi vain saatiin kuin
saatiinkin tuttu tulos. Eipa hullumpaa!

Esimerkki 5.5. Otetaan seuraavaksi hiukan tyolaampi tapaus: f(z) = 272

Aiemmin esitetyn mukaan tieddmme, ettd f on analyyttinen koko tasossa, josta origo on pois-
tettu ja f/(z) = —2z73. (Osamiirin derivoimiskaavasta.)



