1. TRIGONOMETRISET JA HYPERBOLISET FUNKTIOT
Reaaliset sin ja cos voidaan palauttaa eksponenttifunktioon Fulerin kaavan avulla: Jos x on
reaaliluku, niin
e =cosx +isinz, e =cosz —isinx
Jos ndméa lasketaan yhteen ja vdhennetdén, saadaan heti ratkaistuksi:
cosx = %(e”” +e7®), sinz = %(em — e,

Niamé kaavat ovat sindnsd hyodyllisia monessa kohdassa matematiikan kentilld. Aktivoi niiden
kaytto!

Téssd kdytdmme niitd antamaan johtolangan sithen, miten kompleksiargumentin sin — ja cos —funktiot
tulisi médritella.

Olemme palauttaneet reaalisen sinin ja kosinin kompleksimuuttujan exp-funktioon. Helppo tapa
on méaritelld kompleksiset sini ja kosini yksinkertaiseti samoilla kaavoilla, siis antamalla x:n
tarkoittaa mielivaltaista kompleksilukua (jolloin merkitsemme sitd mieluummin z:lla). T&ll6in
ainakin saamme vastaavien reaalialueen funktioiden laajennuksen, koskapa tuo kaava siellé pétee.

Toivottavaa tietysti on, ettd mahdollisimman paljon sinin ja kosinin tunnetuista ominaisuuksista
sailyisi.

Maidritelmi 1.1. Olkoon z € C Asetamme:

(11) {COSZ:

(eiz 4 e—iz)

i(eiz o e—iz).

[= rol—

sinz =

N

Tuttuja ominaisuuksia

FEulerin kaava pétee nyt yleisessd muodossa, koska méaéritelmé siten asetettiin.

e = cosz + isin z.

Yhteen- ja vidhennyslaskukaavat:

sin(z; £ 2z2) = sin 21 cos 2z £ cos 21 sin 2o
cos(z1 & 2z2) = cos 21 cos zo F sin 21 sin zy.

Sini toiseen plus kosini toiseen-kaava:
cos? z +sin? z =1

Namé ovat rutiinilaskuja suoraan maéritelmisté, joitain voidaan ottaa harjoitustehtéviksi.
Uusia ominaisuuksia

Katsotaan nyt sellaisia, joille ei ole vastinetta “reaalimaalissa”



Lause 1.1. Sinin ja kosinin reaali- ja imaginaariosat ja itseisarvot saadaan kaavoilla:

cos z = cos x cosh y — ¢ sin x sinh y
sin z = sin x cosh y + ¢ cos « sinh y
| cos z|? = cos? x + sinh?y
|sin z|? = sin? x + sinh? y.

Tod. Lasketaan ...
O

Naistd kaavoista ndkyy aivan uusia, ennen ndkeméttomis piirteitd vanhoissa tuttavissamme,
sinissi ja kosinissa. Palautetaan mieleen reaalisten hyperbolisten funktioiden kuvaajat.
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Niemme kahdesta jalkimmaéaisestd yhtéalostd, ettd cos — ja sin — funktiot eiviit ole enédé edes
rajoitettuja, puhumattakaan, ettd niiden itseisarvot olisivat korkeintaan 1. Edellisistd taas
néakyy, ettd kun imaginaariosa y kasvaa, niin nédiden funktioiden seké reaaliosa ettéd imaginaariosa
lahestyvit +ddretonta (ellei = ole sinin tai kosinin nollakohta).

Palaamme néihin ominaisuuksiin, kun visualisoimme sin — ja cos — kuvauksia.
Trigonometristen ja hyperbolisten funktioiden vilinen yhteys

Reaalialueella samankaltaiset ominaisuudet trigonometristen ja hyperbolisten funktioiden valilla
nayttaytyvat lahinnd mystisenéd kuriositeettina. Kompleksialue paljastaa, mitd tdmén “mystee-
rin” taakse kétkeytyy.

Palautetaan vielda mieleen méaaritelmaét.

_1 iz —1z : _ 1 iz —iz
cosz—z(e +e 7)), smz-2i(e e '?).
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Hyperboliset ovat muuten samoja, mutta ¢ korvataan joka paikassa 1 :l1l4. Niinpé

cosh iz =cos z sinh iz =14 sin z
cos iz =cosh z sin 7z =1 sinh z

(Jalkimmaiset seuraavat edellisistd my6s suoraan, koska kompleksialueellakin pétee sinin parit-
tomuus ja kosinin parillisuus: sin(—z) = —sin z, cos(—z) = cos z.)

[KRE] [12.7 ss. 682—-687]
2. KOMPLEKSITASON TOPOLGIAA
Jotta voisimme Kkésitelld raja-arvoja ja derivoimista, kertaamme aluksi 2-kurssien asioita ta-

son joukkojen geometrisista ominaisuuksista. Kompleksiluvut eivit tuo tdhén notaation liséksi
mitdén uutta.

2.1. Ympyrit, kiekot, puolitasot. Merkint6ja
Yksikkoympyrda: C; = {z € C | |z| =1}

Avoin yksikkokiekko: Uy = {z € C | |z| < 1},
suljettu yksikkokiekko: By = {z € C | |z| <1}

Yleisemmin: c-keskinen, p-séteinen suljettu kiekko: B,(c) = {2 € C | |z —¢| < p}
Vastaava avoin: U,(c){z € C | |z —c| < p}

Rengasalue ("annulus”): {z € C | p1 < |z —¢| < p2} (avoin)

2.2. Avoin, suljettu, yhteniinen joukko, alue. Olemme kiyttdneet termejé "avoin”ja "sul-
jettu”. Miten ne maéritellaén yleiselle tason pistejoukolle?
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Miten yleistetéén ajatus avoimesta vilistd tai avoimesta kiekosta? Olennainen idea (derivoin-
nin kannalta elinehto) on, ettid jos valitaan joukosta mikéi tahansa piste z, niin z mn ja joukon
"reunan”viliin mahtuu kokonainen (joskin ehk# pienen pieni) kiekkonen.

Muodollisesti:
Madéritelméi 2.1. Joukko S C C on avoin, jos Vz € S 3U,(z) C S.

Maaritelmi 2.2. Joukko S C C on yhtendinen, jos sen mitkéd tahansa kaksi pistettd voidaan
yhdistdd murtoviivalla, joka kokonaan siséltyy joukkoon S.
Joukko S on alue, jos se on avoin ja yhtenéinen.

Huomautus 2.1. Alue on kompleksianalyysin kannalta tirkein joukkotyyppi. Sitd voidaan
pitéé analyyttisen funktion "kotijoukkona”.

Huomautus 2.2. Englannin kielessé kiytetdan termejé "domain”tai "region”. Kompleksianalyy-
sissé nayttdd "domain”tulleen suositummaksi siitd huolimatta, ettéd sama sana tarkoittaa myds
yleisesti funktion méérittelyjoukkoa, olipa tdmé joukko minkélainen tahansa. [KRE]-kirja kéyt-
tdd "domainia”, asiayhteyden perusteella on helppo pysyéa kérryilla.

Maisritelmé 2.3. Joukko S on suljettu, jos sen komplementti C\S on avoin. Joukon S Reu-
napiste on sellainen, jonka jokaisessa ympéristossid ! on seki joukon S ettd sen komplementin
pisteita.

Suljettu joukko on sellainen, joka siséltda kaikki reunapisteet. Avoin taas on sellainen, joka ei
sisélld yhtéén reunapistettid. (Namé voitaisiin antaa harjoitustehtdviksi, mutta emme uppoudu
topologisten asioiden yksityiskohtiin talla kertaa.)

Huomaa, ettd joukko ei yleensé ole avoin eikéd suljettu. Ota miké tahansa joukko, jolla osa
reunasta kuuluu joukkoon ja osa taas ei.

Nyrkkisdanto:

1. Jos joukko maédritellain epdyhtiloilld, jotka kaikki ovat aitoja (<, >), on kyseessd avoin
joukko.

2. Jos kaikki méérittelevit epayhtélot ovat “epéaitoja”(<, >), on kyseessi suljettu joukko.

3. Jos osa on aitoja ja osa "epidaitoja”, ei joukko ole avoin eiké suljettu.

Tyyppiesimerkkeji.

- 7Avoin”kiekko on avoin, "suljettu”’kiekko on suljettu, samoin ympyraviiva.

- Suorakulmio: a < & < b,c < y < d on avoin, jos < korvataan <:la, saadaan reuna
mukaan ja joukko siis on suljettu.

- Puolitaso, kuten Im z > 0 on avoin, > tekee sen suljetuksi.

Kaikki yll& olevat ovat yhteniisid, samoin on rengasalue p; < |z| < p2.

Esimerkki epidyhteniisesti avoimesta joukosta on suljetun rengasalueen komplementti:
C\{zp1 < 2] < pa}.

Kenties vield havainnollisempi: joukko saaria meressd, sanokaamme

Suomenlinna U Pihlajasaari U Melkki.

1pisteen z ympéristolla tarkoitetaan z-keskisté kiekkoa.



3. KOMPLEKSIFUNKTIO, RAJA-ARVO, JATKUVUUS

Kompleksifunktio f : C — C on sama kuin f : R? — R2.

Kakkoskursseilla on késitelty naiden differentiaalilaskentaa. Jos f(z,y) = (u(zx,y),v(z,y)), niin
koordinaattifunktiot u ja v ovat kahden muuttujan reaaliarvoisia funktioita. Niiden osittaisde-
rivaattoja voidaan tutkia, niistd voidaan muodostaa gradienttivektorit. Kun ndmé sijoitetaan
matriisin sarakkeiksi, saadaan Jacobin matriisi, jota voidaan kutsua funktion f derivaataksi
edellyttéen, ettd f on niin sanotusti differentioituva. Télle riittdva ehto on osittaisderivaattojen
jatkuvuus.

Kun otamme R? :ssa kompleksikertolaskun mukaan peliin, piisemme paljon pitemmille ja mo-
nin tavoin myo6s paljon helpommin. Téamé johtuu siitéd, ettd nyt voimme muodostaa erotusosa-
médran, kuten yhden muuttujan funktioilla. Niinpd osa teoriasta saadaankin aivan ilmaiseksi
kopioimalla suoraan yhden muuttujan differentiaalilaskennan todistuksia (z korvataan z:lla).

Mielenkiintoiseksi tarina muuttuu sitten, kun molemmat teoriat sekoittuvat kesken&én.

3.1. Kompleksifunktio ja sen kuvaaminen. Muistutetaan vield, mité funktio yleisesti tar-
koittaa. Funktio f : S — C on sddnto, joka liittdd jokaiseen méarittelyjoukon S alkioon yksiké-
sitteisen kohdejoukon (tdsséd C:mn) alkion.

Funktio voi siten olla "toimintaohje”: "korota syote toiseen”, "laske syotteen imaginaariosa”tai
"toteuta laskenta-algoritmi”(tietokoneohjelma), kun systteend on annettu luku z.

Palautetaan mieliin: mdadrittelyjoukko (domain), arvojoukko (range), injektio (one-to-one), sur-
jektio (onto), bijektio (kumpaakin).

Esimerkki 3.1. Olkoon f : S — C, f(2) = 1, miss S = 0 < |z| < 1 ("punkteerat-
tu”yksikkokiekko). Arvojoukko R = |z| > 1. f on bijektio S — R.

Kuten edells puhuttiin, funktio R? — R? voidaan esittis komponenttifunktioiden (u(zx,7) ja
v(z,y) avulla vektorina.

Kompleksinotaatiota kiyttien néin:
fCoC  z=atiy(=(m)
f(z) = Re f(z) +ilm f(z)
() ()
u(x,y v(z,y

Esimerkki 3.2. f(z) = 22 + 3z, sijoitetaan z = = + iy,
f(2) = (z+1y)? + 3(z + iy) = 2% — y? — 2izy + 3z + 3iy = 2% — y* + 3z +i (—2zy + 3y)

U(Z‘,y) ”(Iyy)
3.2. Raja-arvo, jatkuvuus. Kyseessd ovat tdsmélleen samat tutut késitteet, jotka esiintyivét
2-kursseilla. Kerrataan lyhyesti:

Kun puhutaan raja-arvosta pisteessé zg € C, oletetaan, ettéd funktio f on mééritelty jossain zg :n
ympaéristossd, mutta ei valttdméattéd zg :ssa. (Olipa f mééritelty zp :ssa tai ei, silld ei ole mitdén
vaikustusta raja-arvoon.)

lim,_.,, f(z) = L tarkoittaa:
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|f(2) — L| saadaan niin pieneksi kuin halutaan, tuomalla z riittdvén ldhelle zg :aa, ts.tekemilld
|z — zo| riittdvan pieneksi.

z-taso w-taso

15 15
1 1 TN
f /
/ e A\
’ )
1\\ /
05 05 N\ S/
0 0
o 05 1 15 o 05 1 15

Muodollisesti:

Maéritelms 3.1. lim,_,,, f(z) = L tarkoittaa:

Ve > 0,39 > 0 siten, ettd |z — 20| <d = |[f(2) — L| <e.

Lause 3.1. (1) Summan, tulon, osamddrdn raja-arvosdidnndt ovat samat kuin reaalifunktiolle.
(2) Raja-arvo voidaan palauttaa kahteen reaalifunktion raja-arvoon:

lim f(z) =L <

zZ—Z20

lim,—,,Re f(z) =Re L
limy—zyIm f(z) =Im L

Todistus. Kohta (1) on vanha tuttu 1-kurssilta.
Kohta (2) : Olkoon f =wu+iv ja L = Ly + iLs.

f(z) = L =u(2) +iv(z) — L1 —iLa, joten |f(2) — L|? = |u(2) — L1|> + |v(2) — La|*.
Téstd ndhdédan heti véite molempiin suuntiin.

O

Huomautus 3.1. Vaikka osa raja-arvolauseista menee sanasta sanaan reaalilukutilanteen mu-
kaan, tulee R? :ssa uutena asiana se, ettid ympiéristot ovat kiekkoja eivitka vilejd. Tésté seuraa,
ettd raja-arvon edellytyksend on, ettd lidhestyttiinpéd rajapistettd mitéd polkua pitkin tahansa,
niin aina on tultava sama ”polkuraja-arvo”. Taméhédn on tuttua 2-kurssilta, kohta siihen taas
tormatdan massiivisesti.

Jatkuvuus

Maiésritelma 3.2. f on jatkuva pisteessd zg, jos f on médritelty jossain zg : n ympéristossi
(erityisesti pisteessd zp) ja f(z0) = lim,—., f(2).

Toisin sanoen f on jatkuva zg :ssa, jos

Ve > 0,39 > 0 siten, ettd |z — 20| <d = |[f(2) — f(20)|] <e.

Jatkuvien funktioiden peruslauseet seuraavat raja-arvojen peruslauseesta.

Téamén kertauskoosteen jélkeen siirrytddn uuteen maailmaan, C— maailmaan.



4. DERIVAATTA, ANALYYTTINEN FUNKTIO

Olkoon D C C alue (siis avoin ja yhtenéinen). Tarkastellaan funktiota f : D — C. Olkoon zy €
D. Koska D on avoin, niin 29 + h € D, kun h on itseisarvoltaan tarpeeksi pieni kompleksiluku.
Télloin siis f(zp + h) on méiritelty. Tété litaniaa emme toista, kun puhumme 2o + h :sta tms.,
niin oletamme aina, ettd |h| on tdssid mielessid riittdvin pieni. (Alkuvaiheessa emme tarvisisi
yhtendisyyttékadn, pelkkéd "avoin’riittaisi, mutta olkoon alusta alkaen yhten#isyyskin mukana.)

Aluksi kaikki néayttad siltd, kuin olisimme tutussa R— maailmassa.

Maééritelmé 4.1 (Derivaatta). Funktio f : D — C (D alue) on derivoituva pisteessd zg € D,
jos on olemassa erotusosaméirin raja-arvo:

ISP ICELIEY Chpr,

h—0

Maisritelms 4.2 (Analyyttisyys). Olkoon f kuten edelld.
Jos f on derivoituva kaikissa pisteissd zg € D, niin f on analyyttinen joukossa D.

Jos f on analyyttinen jossain pisteen zg ympéristossé, sanotaan, ettd f on analyyttinen pisteessi
20-

Huomautus 4.1. Analyyttinen ja derivoituva ovat synonyymejé puhuttaessa alueesta D. Sensi-
jaan derivaatan olemassaolo pelkéstdin pisteessi zg ei oikeuta nimitykseen analyyttinen pisteessd
zo, vaan tahin vaaditaan derivoituvuus jossain kokonaisessa zg :n ympéristossa.

Perusesimerkit ja -lauseet, R-teorian kaltaiset. Kun reaalifunktiotodistuksissa korvataan
x z:lla, saadaan joukko yleisii ominaisuuksia aivan ilmaiseksi. Naytetadn esimerkin vuoksi
potenssifunktion derivoituvuus ja derivointikaava.

Esimerkki 4.1. f(z) = 2". Tarkastellaan derivoituvuutta pisteessé zp ja merk. z = zy + h,
missé “lisdysvektori” h on tietysti myos kompleksiluku. Muodostetaan erotusosamaééra

e(20,h) = f(zo+h})L f(z0) _ f(2) = f(z0)

zZ— 29

Kéytetddn tuttua kaavaa:

2l = (2= 2)(Z" T+ 2 P b 2 0.

Siis e(z0,h) = 2"+ 2" 22 b 22l b = T T 2 kun B — 0

n  kpl
(eli z — zp). Téssé kéytettiin tulon ja summan raja-arvosééntojé, jotka todistetaan tdsmélleen
samalla tavalla kuin reaalitapauksessa, kuten edelld huomautettiin.

Osoitimme siis, ettd potenssifunktio z™ on derivoituva koko kompleksitasossa ja tuttu derivoi-
miskaava

d

—n n—1
dz

=nz
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on voimassa. Téssé osoitimme sen positiivisille eksponenteille n € N. Se yleistyy osamééréin deri-
voimiskaavan avulla negatiivisille tuttuun tyyliin. Viime mainittu on yhten& kohtana seuraavaa
lausetta.

Miltei sanasta sanaan samoin kuin reaalitapauksessa saadaan todistetuksi:

Lause 4.1. Pisteessd zg derivoituvien funktioiden summa, erotus ja tulo ovat derivoituvia pis-
teessd zy, osamddrd samoin, mikdli zg ei ole nimittdjin nollakohta. Tutut derivoimiskaavat ovat
V01Massa.

Jos f on derivoituva pisteessi zy ja g on derivoituva pisteessd f(zo), niin yhdistetty funktio
F = go f on deriwoituva pisteessi zy ja F'(z0) = ¢'(f(20))f'(20) Toisin sanoen ketjusiaantd pd-
tee.

Potenssifunktion z™ tuttu derivoimiskaava on voimassa, kun n on kokonaisluku. Se pitee myds
rationaaliluvuille, erityisesti siis juurifunktioille.

Tod. Osa todistuksesta tehtiin edelld ja osasta selvittiin vetoamalla reaalitapauksen samanlai-
suuteen. Katsotaan ldhemmin viimeistd véitettd juurifunktioista. Konkreettisuuden maksimoi-
miseksi rajoitutaan neligjuureen.

Neligjuurelle téytyy valita haara (niinhén on reaalialueellakin). Olkoon f(z) = /7 ¢'%/2, missi
¢ = Argz (argumentin padidhaara). (Toinen haara on — f(z).) Nelidjuuren haara f(z) on koko
kompleksitasossa jatkuva, paitsi negatiivisella reaaliakselilla. Esim. /—1 = 4, mutta jos menn#in
yksikkoympyrén kehés pitkin hiukan alaspéin, jolloin ¢ on hiukan suurempi kuin —m, eli z on
hiukkasen (vaikka kuinka vihén) negatiivisen reaaliakselin alapuolella, niin y/z:n argumentti on
lahelld = :ta ja siis tdmé#n nelisjuuren haaran arvot poikkeavat toisistaan paljon (erotuksen

2
itseisarvo on melkein 2).

Téstéd syystéd neligjuuren haaraa ei voida jatkuvuus/derivoituvuustarkastelussa mééritelld koko
kompleksitasossa, vaan tasosta on poistettava negatiivinen reaaliakseli. Sanonta: "Taso leika-
taan auki pitkin negatiivista reaaliakselia”. N&in saadaan avoin joukko, ja jokaisella pisteelld on
ympéristo, jossa ei ole negatiivisen Re-akselin pisteité, eiké siis argumentin epéjatkuvuuskohtaa.

Sama rajoitus toimii yhta hyvin {/z:n tapauksessa, joka on n- haarainen funktio. Samaan menet-
telyyn palaamme logaritmin yhteydessé, talloin kyseessé on ”dérettomén monihaarainen”funktio.
(Oikeammin pitéisi sanoa, ettd kukin haara on funktio, mutta véltdmme liian pedanttista pu-
hetapaa.)

Itse todistus on varsin helppo ja lyhyt. Alueemme D olkoon siis kompleksitaso, josta on poistettu
negatiivinen reaaliakseli.

Merkit#sin w = /z, jolloin siis z = w?. Erotusosaméiri % =L
Aw

Kun A z — 0, niin A w — 0, koska funktiomme on jatkuva.

N A 1 1 1
Siis ima ;0 X5 = 4= = 3w = 55

dw

Huomaa: Téssdhén on yleinen menettely kadnteisfunktion derivaatan johtamiseen, joka on tuttu
jo R—laskennasta. Uutena piirteenéd tuli tuo jatkuvuudesta huolehtiminen. O

Huomautus 4.2. Analyyttisyys méadritelldan derivoituvuutena, siten kaikkialla edellisessé lausees-
sa voidaan “derivoituvan” sijasta sanoa “analyyttinen”.

Esimerkin ja lauseen avulla saadaan heti koko joukko analyyttisia funktioita:
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Lause 4.2. Polynomit ovat analyyttisia koko tasossa C.

Rationaalifunktiot ovat analyyttisia alueessa C\{nimittdjin nollakohdat}

Juurifunktiot ¥z (tarkemmin sanottuna niiden haarat) ovat analyyttisii alueessa, joka saadaan
poistamalla tasosta negatiivinen reaaliaksel.

4.1. Esimerkkeji ei-derivoituvista funktioista. Kaytetddn hyviksi sitd, ettd eri polkuja
pitkin on saatava sama raja-arvo, jotta voisi olla toiveita dervoituvuudesta.

Esimerkki 4.2. f(z) =Z.

[+ ~f() _ ZEh-z
h

eros(z, h) = ~ %

1) Jos lihestytisin pitkin x-akselin suuntaista suoraa, ts. h € R, niin h = h, joten eros(z, h) = 1,
joten myos raja-arvo r—akselin suunnassa on 1.

2) Jos lahestytéén y—akselin suuntaisesti, niin o = ih,,, joten h = —ihy ja siis osamééréd on vakio
—1.

eros(z, h) saa siis mielivaltaisessa z : n ympéristossé seké arvon 1 ettd —1, joten raja-arvoa, kun
h — 0 ei ole.

Katsotaanpa titd R%2— teorian nikokulmalta:
f(z)=zZ=z—iy, eli f=u+iv, missi u(z,y) ==z, v(z,y)=—v.

Koordinaattifunktioilla u ja v on kaikkien kertalukujen jatkuvat osittaisderivaatat, silti f ei ole
derivoituva funktiona: C — C.

Tyypillisid analyyttisid funktioita:

- polynomit,

- rationaalifunktiot

- yleisesti funktiot, jotka “voidaan lausua muuttujan z avulla” (T4mé on epéatarkka ilmaus,
sarjojen avulla tarkemmin, mutta ei tissid kurssissa.)

Tyypillisid ei-analyyttisid funktioita:

-fr)=F=r -y

- fz) =2l =V +y?

-f(z)=Rez==xa,f(z)=Imz=y

- yleisesti funktiot, joissa esiintyy x tai y tai z, siis sellaiset, joita ei voi lausua pelkén z:n
avulla.

5. CAUHY—RIEMANNIN YHTALOT

[KRE] 12.4, s. 669 ...

Tédhén mennesséd olemme késitelleet analyyttisia funktioita erotusosamédra- méaritelméin pe-
rustuen ja saaneet osoitetuksi joukon funktiota, kuten polynomit ja yleisemmin rationaalifunk-
tiot (médrittelyjoukossaan) analyyttisiksi puhtaasti R— tekniikkaa matkimalla.

Olemme my6s nédhneet, ettd hyvin tavalliset funktiot voivat olla koko tasossa ei-derivoituvia.
(Yritépa konstruoida reaaliakselin vililld jatkuva reaalifunktio, joka ei ole derivoituva misséén,
sithen tarvitaan Weierstrassin kykyja.)



11

Pyrimme nyt kehittdméin analyyttisyyskriteerin, joka on esitettévissi reaalifunktioiden u(z,y)
ja v(z,y) avulla.

Tieddmme, ettd vilttdmatonta on, ettd eros-raja-arvot pitkin z— ja y— suuntia yhtyvét. Siita
padstadn koordinaattifunktioiden osittaisderivaattoja koskevaa ehtoon, joka tunnetaan Cauhcy—
Riemannin yht&loiné.

Olkoon siis f = u + iv funktio, joka on méaéritelty pisteen z = x + iy ympéristossa.
Oletetaan, ettd f on kompleksifunktiona derivoituva pisteessi z = = + i y.
Muodostetaan erotusosamé&aré.:

flz4+Az)— f(2)  ulz+Az)—u(z) w v(z+Az) —v(z)

Az) = —
elz A 2) Az Az ! Az

Oletuksemme mukaan erotusosaméiirilld on kompleksitasossa raja-arvo f’(z), joten silli on eri-
tyisesti raja-arvo ldhestyttdessd koordinaattiakselien suuntaan, ja kumpikin raja-arvo yhtyy

= f'(2).

(1) Muodostetaan ensin erotusosaméérd x— akselin suunnassa, ts. Az = Ax.

u(z + Az) —u(z) n v(z+Az) —v(z)

A —
e(z,Ax) A 7 A

Koska raja-arvo on, niin reaaliosalla ja imaginaariosalla on raja-arvot. Toisaalta ndmé ovat tasan
tarkkaan osittaisderivaatat u.(z) ja v.(z). 2 Siispi osittaisderivaatat 2 m suhteen ovat olemassa
ja pitee: f/(2) = ug(2) +ivg(2).

(2) Muodostetaan toiseksi erotusosaméiird y— akselin suunnassa, ts. A z = ¢ A y. Rutiinisieven-
nys (teepé se, jotta rutiini siilyy ja kehittyy) antaa:

e(2,iAy) = v(zﬂi@;)v(z) _iu(z+iijz)u(z).

Samoin kuin edelld, johdutaan nyt yhtaloon f/(z) = vy(2) — i uy(2).

s : : : ou Odu OJv v :
Siis osittaisderivaatat dz0 Jy 0 Ox 0 Oy ovat olemassa, ja

ug(2) +ivg(2) = f(2) = vy(2) — iuy(2).

Reaaliosien ja imaginaariosien on siten oltava samat, joten

Ju _ v

dr — 0Oy

Bu 0w (5.1)
oy — Oz

Téssd nyt komeilevat nuo mainitut Cauhcy—Riemannin yhtélot (lyhyesti CR-yhtélot).

Esimerkki 5.1. Katsotaan pari tuttua esimerkkié, joiden tuloksen tieddmme:

(1) f2)=2% (2) f(z) =%

u(EtAzy)—u(z,y) ul@y+Ay)—u(zy)
Az 5 .

2Ehké nayttda vield tutummalta, jos kirjoitat u- ja v-kaavat tyyliin - Ay
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Cauchy-Riemannin yhtdlot ovat valttdm&ton ehto derivoituvuudelle. Miké riemukkainta, ne
ovat myo0s riittdva ehto, mikili oletamme osittaisderivaatoista jotain: nimittdin jatku-
vuuden.

Toisin kuin [KRE]-kirja esitté&, tuo ei ole olennaisesti vaikeampi todistaa kuin valttdmatto-
myyskdidn. Osa todistusta siséltyy sithen 2-kurssilla esitettyyn asiaan, etti osittaisderivaattojen
jatkuvuudesta seuraa “differentioituvuus” joka puolestaan on se “oikea” liséehto.

No, emme kuitenkaan malta kiayttdd tdhin nyt aikaa. ([KRE]-kirjassa todistus on myds jéatetty
viliin, tosin se sisdltyy kirjan Appendix 4:44n, mutta hiukan “suttuisessa” muodossa siséltden
tuon mainitun 2-kurssin asian todistuksen.)

Ahlforsin kirjassa [Ahl] (alla) asia on tehty “oikaoppisesti”, samoin esim. Nevanlinna-Paatero: Funktioteoria (1960-luvulta).

Nain olemme todistaneet tdrkeédn lauseen valttaméttomyyspuolen seké selittdneet viittein riit-
tdvyyspuolen.

Lause 5.1 (Cauchy-Riemann). (1) Jos f = u+ iv on derivoituva pisteessi z € C, niin CR-
yhtdalot toteutuvat.

(2) Jos u :lla ja v:lld on jatkuvat osittaisderivaatat ja CR-yhtdlot toteutuvat, niin f on derivoi-
tuva pisteessd z.

Jos ehdot ovat voimassa, niin f'(z) = ug(z,y) +ive(z,y). (Voidaan lausua CR-yhtildiden avulla
muissakin muodoissa, kuten f'(z) = vy(x,y) —iuy(z,y).

Esimerkkeji CR-yhtdloiden kaytostd. Vastaesimerkkien kasittely mekanisoituu.

Esimerkki 5.2. Katsotaan CR-yhtéloiden valossa alkuesimerkkiimme ( 4.2's. 10), f(z2) =z =
x—1ty. Nyt u=2, v = —y, joten u, =1 ja v, = —1. Niinpéd 1. CR-yhtil6 ei ole voimassa
missédin, joten funktio ei ole derivoituva misséén pisteessé z.

Esimerkki 5.3. f(z) = 2z = |2|%. Nyt u(z,y) = 22 + 92 ja v(z,y) = 0, joten u, = v, <
22 =0. uy = —v, <= 2y = 0. Siten CR-yhtélét ovat voimassa vain O :ssa. Néin ollen f on
derivoituva vain O :ssa. Siispd meilld on yksinkertainen esimerkki funktiosta, joka on derivoi-
tuva vain yhdessi pisteessi ja siten se ei ole analyyttinen missdéan. (Muista, ettd analyyttisyys
pisteessi tarkoittaa derivoituvuutta jossakin pisteen ympéristossi.)

Esimerkki 5.4. Katsotaan esimerkin vuoksi, miten CR-yht#lot toimivat tapauksessa, jonka
osaamme suoraan laskea muuten. Tieddmme, ettd polynomit ovat analyyttisié ja tuttu derivoi-
miskaava pétee. Harjoitellaan CR-yhtéloiden kayttoa laskemalla helppo lasku vaikeammin. Ol-
koon f(z) = 22 —3 z+1. Kirjoitetaan muotoon f = u+iv. f(z+iy) = (z+iy)?—3(z+iy)+1 =
2?2 —y? -3 2+1+i(2x y+3y) (Laske ja tarkista!) Siis u(z,y) = 22—y?> -3 2+1, v(z,y) = 2xy—3y.

Uy =2x—3, vy=2x—3
Uy = —2Y, Vz=2y

Siispd CR-yhtélot ovat voimassa ja koska osittaisderiaavat ovat jatkuvia, sadaan CR-lauseesta
uusi todistus tdmén nimenomaisen polynomin analyyttisyydelle. Derivaatta saadaan kaavasta:
f(z) =ug(z,y) +ivy(z,y) =22 —3+1i2y =2(x +iy) — 3 =2z — 3. Niinpi vain saatiin kuin
saatiinkin tuttu tulos. Eipa hullumpaa!

Esimerkki 5.5. Otetaan seuraavaksi hiukan tyolaampi tapaus: f(z) = 272

Aiemmin esitetyn mukaan tieddmme, ettd f on analyyttinen koko tasossa, josta origo on pois-
tettu ja f/(z) = —2z73. (Osamiirin derivoimiskaavasta.)
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Monissa tapauksissa CR-yhtéloiden kdytto johtaa mittaviin derivointi- ja sievennysoperaatioi-
hin, joiden suorittaminen sujuu nopeammin ja luotettavammin symbolikaskentaohjelmalta kuin
erehtyvéiseltd ihmiseltd. Demonstroimme tété suorittamalla laskut MAPLE:]a.

# Cauchy-Riemannin yht&ldiden harjoittelua
> f:=z->1/z"2:
> F:=evalc(f (x+Ixy));
> u:=evalc(Re(F)):v:=evalc(Im(F)):
> u:=numer (u)/factor(denom(u)): v:=numer (v)/factor(denom(v)):
> u’=u,’v’=v;
2 2
X -y 2xy
u = , Vo= -
2 22 2 22
(x +y) (x +y)

Annettiin Maplen laskea u=Re(f) ja v=Im(f). (N&m& saadaan kdsinkin helposti)
Derivointi k&sin alkaa olla jo tydldstd, Maplelta se kéay:
> ux:=simplify(diff (u,x)):vy:=simplify(diff(v,y)): ’ux’=ux,’vy’=vy;

2 2 2 2
2x (x -3y) 2x (x -3y)
ux , Vy = -
2 23 2 23
(x +y) x +y)

# Siis ux=vy.
> uy:=simplify(diff(u,y)): vx:=simplify(diff(v,x)): ’uy’=uy,’vx’=vx;

2 2 2 2
2y Bx -y) 2y 3x -y)
uy = - , VK =
2 23 2 23
(x +y) (x +y)

# Siis uy=-vx.

# Siis kyseessd on analyyttinen funktio (kun z ei 0). Miten saadaan
derivaatta?
> df :=ux+I*vx;

**

2 2 2 2
2x (x -3y) 2Iy@x -y)
df := - +
2 23 2 23
(x +y) (x +y)

# Tuosta ei ole helppo n&hdd yleistd dervoimiskaavaa. Mutta
tarkistetaan:
> Df:=diff(f(2),z);

**

2
Df := - ———-
3
z
Sijoitetaan derivoimiskaavaan z=x+iy:
> Df :=subs (z=x+I*y,Df);
2
Df := - ———=—————-
3
(x+y 1D
> Df:=evalc(¥%);
3 2 2 3
2 (x -3xy) 2I Bx y-y)
Df := - +
3 22 2 32 3 22 2 32

(x -83xy) +@x y-y) ((x -3xy) +@x y-y)

> simplify(Df-df);
0

# Samat ovat, joten teoria toimii kauniisti.
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Symbolilaskentaohjelmat ovat erityisen oivallisia CR-tehtévissé, silld symbolinen derivointi toi-
mii parhaissa ohjelmissa varsin luotettavasti, ja téllaiset tehtédvéit on hyvin helppo kirjoittaa,
vaikka olisi vain pinnallisesti perehtynyt ohjelman kayttoon.

Cauchy—Riemannin yhtil6t napakoordinaateissa

Kuten on helppo arvata, joissakin tapauksissa on luontevampaa ja helpompaa kéasitelld funktiota
muodossa f(z) = u(r,¢) + iv(r,p), missd z = re'?. Voidaan osoittaa, ettd CR-lause saa nyt
muodon:

Lause 5.2 (CR napakoordinaateissa). Omatkoot ylld olevan esityksen u(r, ) ja v(r, @) jatkuvat
1. osittaisderivaatat. Funktio f on derivoituva pisteessd z = re'¥, jos ja vain jos

8u_18v ov 10u

ar  rde or  rop
Tilloin f'(z) = e P (uy 4 iv,) = O (v — iuy). (Voidaan kehittid kaksi muutakin muotoa

CR-yhtdlsistd.) '

Sivuutamme lauseen todistuksen, mutta otamme sen kiyttoon. (Jos kokeissa tété tarvitaan, se
annetaan, ei siis tarvitse muistaa ulkoa.)

Sovellutuksista kaikkein tyypillisin on varmasti logaritmi, sehdn on suoraan tédssd muodossa:
Inz =1In r+ie. Siis u(r, ¢) = In r ja v(r, ) = . Napakoordinaattimuotoiset CR-yht&lot toteu-
tuvat vaivatta: u, = % = %v@, jalkimmainen CR~yht&lo toteutuu muodossa 0 = 0. Derivaatan
lasku on sopiva pikku harjoitus. Téssé siis jo esimakua seuraavasta aiheesta. (Ainoa puute on,
ettd emme todistaneet napakoordinaattimuotoa CR-yhtéldille.)

6. ALKEISFUNKTIOIDEN ANALYYTTISYYS

Olemme todenneet, ettd polynomit ja yleisemmin rationaalifunktiot kiyttaytyvéat derivointiin
nihden tdsmaélleen samoin kuin reaalialueella. Miten sitten on eksponenttifunktion, logaritmin,
trigonometristen ja hyperbolisten funktioiden laita? Néiden asioiden selvittdmiseen CR-yhtalot
tarjoavat korvaamattoman térkeédn tyckalun.

Eksponenttifunktio Olkoon f(z) = e* = e®cos y + ie” siny, joten u(x,y) = e*cos y ja
v(z,y) = €® siny. Derivoidaan:

Uy = e*cos Yy, Uy = —e” siny
vy = e¥ siny, vy, =e*cos y

Siispé Uz = vy ja vy = —uy, eli CR-yhtélot ovat voimassa mielivaltaisessa pisteessd z = x + i y.
Koska osittaisderivaatat ovat jatkuvien funktioiden tuloina jatkuvia, CR-lause soveltuu ja sa-
noo, ettd f(z) = e* on kaikkialla derivoituva eli siis koko tasossa analyyttinen funktio. Téllaista
sanotaan kokonaiseksi funktoksi ("entire function”). Samainen CR-lause antaa derivaatan lausek-
keen:

f'(z) =uy +iv, = e cos y+ie” sin y = e®. Siis pétee:

d z _ _z
e =¢e Vzel
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Logaritmi Témé johtaa samanlaisiin tarkasteluihin kuin neliGjuuri edelld ja todistus ja derivoi-
miskaavan johto menevit helpoimmin suoraan kdénteisfunktion derivoimiskaavalla. CR-yht&loitéa
téssé ei siten tarvita. Toisaalta niitd voidaan hyvin kéiyttadkin joko zy— muodossa tai vield hel-
pommin napakoordinaattimuodossa, kuten ylla jo todettiin. Kaikkein mekaanisin ja tyolain tapa
on tuo xy— muoto, se on esitetty [KRE|-kirjassa (eiké sekéén ole oikeasti tyolds). Tehd&dén tissa
kéaanteisfunktiotyylilla.

Tarkastellaan logaritmin pd&dhaaraa w = Lnz = In r 4 i, missi ¢ € (—m, 7). Aivan vastaavasti
kuin nelidjuuren yhteydessé todetaan, ettéd Ln on jatkuva alueessa D = C\negatiivinen reaaliakseli.
(Kompleksitasosta poistettu negatiivinen Re-akseli ja 0.) Siis w = Lnz, z = ™.

Aw 1 1 1 1
—_— = —_— — = — = —
Az dz w '
Az Aw  dw € o
——
A z—0 = Aw—0,koska Ln jatkuva
Siispé lim aw — 1 3oten todellakin: | -+ Lnz = 1| alueessa D
p Az—0 A, = 50 J ‘ldz = 3 .

Huomautus 6.1. Jos haluamme muodostaa logaritmin derivaatan negatiivisella reaaliakselilla,
voidaan yhté hyvin tarkastella aluetta, josta on positiivinen reaaliakseli poistettu. Téall6in sovit-
taisiin, ettd argumentti vaihtelee vélilla [0, 27). Kyseessi on pelkéstéddn sopimus siitéd, miké ote-
taan kulmamittauksen lahtokohdaksi. Toki voitaisiin ottaa miké tahansa kulma ja poistettaisiin
sen madrdama puolisdde.

Trigonometriset ja hyperboliset funktiot

: 5l _ 1 iz —iz\ 3 _ 1/ iz —iz
Muistetaanpa, ettéd sin z = 5;(e'* —e™*%) ja cos 2 = 5(e'* +e7'7%)

Siten namé, kuten muutkin trigonometriset funktiot palautuvat eksponenttifunktioon, joten ylei-

sen summaa, tuloa, yhdistettyjd funktioita ym. koskevan lauseen (4.1) s. 9 mukaan ne ovat ana-
lyyttisid koko kompleksitasossa (eli kokonaisia funktiota). Derivaatat saadaan suoraan :

L cos z=1(ie? —ie'%) = —sin 2

(Kun i siirretdéin osoittajasta nimittéjdin, pitdd kertoa —1:114.)

Aivan vastaavasti lasketaan: d% sin z = 2%(2 et +ie"i?) = cos z

Tangentti ja kotangentti (ym. sekakosekantit) saadaan nyt néisté, kuten aina ennekin.

Hyperboliset funktiot menevét vield hiukan lyhemmin, tdsmélleen, kuten reaalialueella, tulok-
sena

d d
— cosh z = sinh 2z, —sinh z = cosh z
dz dz

7. LAPLACEN YHTALO, HARMONISET FUNKTIOT

[KRE] s. 672-673

Ahl
s. 25

Ahlfors: Complex Analysis, Mc Graw Hill 1966.
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http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Ahlfors.html

Huom! Lars Ahlforsin saama ensimméinen Fielsin mitali 1936 luovutettiin perikunnan toimesta Helsingin yliopistolle Exactumin

vihkidistilaisuudessa Kumpulassa 17.9.2004.

Voidaan osoittaa: ([Ahl] s. 25, [KRE] 13.4)

Analyyttisen funktion derivaatta on myds analyyttinen, ts. jos f :lld on pisteen zy jossain ym-
paristossd derivaatta, niin silld on samassa ympdaristossa kaikkien kertalukujen derivaatat.

Koska f’ voidaan lausua osittaisderivaattojen avulla, seuraa analyyttisyydesta osittaisderivaat-
tojen jatkuvuus, ja ylla sanotusta siis kaikkien kertalukujen osittaisderivaattojen jatkuvuus sa-
mantien.

Laplacen yhtilo

Au:VQu:um+uyy:0

Kompleksianalyysin merkitys teknis-luonnontieteellisissé sovelluksissa johtuu erédalta téarkedlta
nikokulmalta siitéd, ettd analyyttisen funktion reaali- ja imaginaariosat ovat ns. harmonisia
funktioita, eli toteuttavat Laplacen yht#lon.

Muotoillaan lauseeksi:
Lause 7.1 (Harmonisuus). Olkoon f = u+iv analyyttinen alueessa D. Tdlloin u ja v toteuttavat

D:ssd Laplacen yhtdlon, eli ovat harmonisia D :ssd

Tod. Kun derivoidaan Cauhy-Riemannin yhtdlot: ensimméinen z :n ja jalkimmé&inen y :n suh-

teen, saadaan:
Ugy = Vyx
Uyy = —Vgy-

Edelléd olevan, osittaisderivaattojen jatkuvuutta koskevan huomautuksen perusteella erityises-
ti toisen kertaluvun derivaatat ovat jatkuvia, joten yleisen 2-peruskurssilla esiintyneen sekade-
rivaattojen vaihdannaisuutta koskevan lauseen mukaan vy, = vgy, joten u :ta koskeva véite
(Au = 0) saadaan laskemalla ylld olevat yhtélot puolittain yhteen.

Derivoimalla ensiméinen CR-yhtélé y:n ja jilkimméinen z:n suhteen, saadaan samalla tavalla:
Av=0.

O

Maésritelméd 7.1. Jos jatkuvasti derivoituvat funktiot u(z, y) ja v(z, y) toteuttavat CR-yhtélot,
ne ovat edellisen mukaan harmonisia ja f = u + v on analyyttinen.

Téll6in sanotaan, ettéd u ja v ovat toistensa harmonisia liittofunktioita.

Esimerkki 7.1. Osoita, ettd funktio u(z,y) = 2% — y? — y on harmoninen C:ss#, ja mirits sen
liittofunktio v ja siis analyyttinen funktio f, jonka reaaliosa on wu.

Tod. Harmonisuus Au = ugy + uyy =2 —2 — 0 = 0. (Harmonisuus séilyisi, vaikka liséttaisiin
mielivaltainen 1. asteen z :n ja y :n polynomi)

Liittofunktio Etsitdin funktiota v, joka toteuttaa yhtalot
Vy = Uy =2, Vp=—Uy=2y+ 1
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Integroidaan ensimméinen y :n suhteen:
v(z,y) = [2xdy + h(z) =22y + h(x), missd h(z) on mielivaltainen z:n funktio.

Derivoidaan x :n suhteen ja vaaditaan, ettd toinen CR~yht&lo toteutuu:
2y+h(z) =v, = —uy =2y + 1.

Kuin ihmeen kautta (ihmeen syy:harmonisuus) y—termit kumoutuvat, ja saadaan yht&lo tunte-
mattoman funktion h(z) méiraamiseksi, josta saadaan: h(z) = x + ¢, missé ¢ on mielivaltainen
(reaalinen) vakio.

Siis v(z,y) =2zy+z +c.

Analyyttinen funktio f(z), jonka reaaliosa on annettu u, on siis f(z) = u(x,y) +iv(z,y) =
22—y’ —y+iQry+a+c).

Kirjoitetaan vield muotoon f(z) = (22 —y? +2izy) —y+ixz +ic= 22>+ iz +ic, missi c on
mielivaltainen reaalinen vakio. O

Huomautus 7.1. Voidaanko analyyttinen funktio u(z,y)+iv(x,y) aina saattaa muotoon f(z)
ja jos voidaan, niin miten?

Edellé asia néhtiin helposti "takaperin”katsomalla.

Yleinen menettely olisi sijoittaa x = (2 +2)/2,y = (¢ —2)/(2i), jolloin Z— termit kumoutuisivat.
Enti tdmé: Sijoitetaan ylld y = 0, jolloin saadaan f(x) = 22+ ix +1c. Jos tuollainen muoto on,
sen taytyy siis olla sama, joka vallitsee reaaliakselilla. Siis se saadaan, kun z :n paikalle sijoitetaan
z. Sitten on syyté tarkistaa, ettd néin todella on. (Tdssd emme esitd yleistd todistusta asialle.)

Huomautus 7.2. Niissa laskuissa tulee helposti massiivisia derivointi- ja sievennystehtévia.
Namé harmonisuuslaskut ja liittoharmonisen funktion etsimiset ovat onnen omiaan symboli-
laskentaohjelmalle. Esimerkiksi harmonisuustarkistus voitaisiin MAPLE:1lla suorittaa mééarittele-
milld funktio

> Delta:=(f,x,y)->diff (f,x,x)+diff(f,y,y);

Edellé oleva harmonisuustodistus sujuisi néin:

> ur=x"2-y"2-x;
> Delta(u,x,y);
0

Usein tarvittaisiin vield vaikkapa seuraavanlaista jatkoa:

> simplify(%); # Sievennd edellinen derivointitulos.
> # Yleensd nyt viimeist&dn n&dkyy, onko tulos O vai ei.

Lause 7.2. Olkoon f = u+ v analyyttinen, ts. u ja v olkoot liittoharmonisia funktioita. Tdl-
loin tasa-arvokdyrdt u(x,y) =vakio ja v(z,y) =vakio leikkavat toisensa kohtisuorasti jokaisessa
pisteessd z, jossa f'(z) # 0.

Tod. Kayréat u(z,y) = C1 jav(x,y) = Cy ovat u— ja v—funktioiden tasa-arvokiyrid. Peruskurs-
silla 2 on osoitettu, ettd tason pisteen zy = (xg, yo) kautta kulkevan tasa-arvokéyrin w(zx,y) = C
normaali on gradientin Vw(zg,yo) suuntainen. Jos gradientti olisi 0, olisi kyseessi kdyrin eri-
koispiste, jolloin ei voitaisi puhua normaalin/tangentin suunnasta. Oletus f’(z) # 0 sulkee pois
tdmén mahdollisuuden.
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Lasketaan siis gradienttivektorit V u ja V v pisteessé zg ja osoitetaan, ettd Vu - Vv = 0.

Témé seuraa suoraan CR-yhtéloisté, sillda Vu - Vo =uz v, + uy v, =0.
L
—Vg Uz

O

Esimerkki 7.2. Olkoon f(z) = 22 = 22 — y? + 2ixy Saadaan tillainen kuva, missi kiyris
u(z,y) = 22 — % = C on piirretty sinisells ja v(x,y) = 22y = C punaisella.

Liittoharmonisten tasa-arvokayria

2 /\/\/\/\

15

-15

-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Kuva tehtiin MATLAB-skriptilla liittoharmoniset.m:

% Liittoharmoniset funktiot, tasa-arvokdyrédt leikkaavat kohtisuorasti
% 20.9.04

close all; clear

u=inline(’x.72-y."2?,’x’,’y’); v=inline(’2*x.*y’,’x’,’y’)
x=linspace(-2,2,50); y=x;

[X,Y]=meshgrid(x,y);

U=u(X,Y); V=v(X,Y);

contour(x,y,U,’b’); hold on; contour(x,y,V,’r’);

axis square; title(’Liittoharmonisten tasa-arvokdyrid’)

8. ANALYYTTISTEN FUNKTIOIDEN GEOMETRIAA, KONFORMIKUVAUKSET

[KRE] 12.5 5. 674. ..

Luvussa 77 (s. 77) esiteltiin kompleksifunktioiden geometrista visualisointia mm. funktiota w =
22 tutkimalla. My6s eksponenttifunktion kuvausominaisuuksia selviteltiin luvussa ?7 (s. 77 alk.).

Geometrinen visualisointi auttaa ymmértamééan "mistéd on kyse”, aivan kuin yhden muuttujan
funktioillakin. Kompleksianalyysin soveltamisen kannalta kuvausten geometristen ominaisuuk-
sien hallitseminen on avain vakavamielisiin sovelluksiin, kuten jo edelld vihjailtiin.
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Z-TASON ALUE D JA SEN KUVA W-TASOSSA KUVAUKSESSA w = f(z)

(skripti alue.m)

Surjektio, injektio, bijektio. Muistutetaan vield Kuvaus f: D — S on

- surjektio, jos f(D) = S, eli jokainen w € S on jonkin z € D kuva. Huomaa, etti rajoit-
tamalla kuvajoukkoa saadaan aina aikaan surjektio — omalle kuvalleen, kuten kuvassa.
(Engl. onto)

- injektio, jos z1 # zo = f(z1) # f(22). (Engl. one-to-one),

- bijektio, jos se on kumpaakin (one-to-one, onto)

Palautetaan vield nidkokenttaan edelléd esiintynyt kuva.

w-taso

25}

05F

“0Sp . . . . . . .
-2 -15 -1 -05 0 05 1 15

Ylemmén puolitason ympyri- ja sideparven kuvautuminen, kun w = 22

Niemme, ettd sidteet kuvautuvat séteille ja ympyrankaaret ympyrénkaarille. Siten ainakin nai-
den toisiaan vastaan kohtisuorien kéyrdparvien véliset (suorat) kulmat siilyvét kuvauksessa.
Ainoa kuvasta tulkittavissa oleva kohta, jossa néin ei kiy, on origo, josta liahtevien siteiden
kuvasiteiden vilinen kulma kaksinkertaistuu, koska arg(z?) = 2 arg z.
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Konformikuvaus séilyttad kulmat ja suunnat

Kayrit tasossa

Tasokéyrd annetaan yleisesti parametrimuodossa

x = x(t)

y =y(t).
Kompleksitasossa voidaan kirjoittaa 2z = z(t) = x(t) +iy(t). Esimerkiksi ympyra voidaan esittdd
muodossa z = cos t + i sin t = e'l.
Kéyra voidaan suunnistaa julistamalla positiiviseksi suunnaksi se, johon kéiyraparametri kasvaa.
Kéyrd on siled (“smooth”), jos Z on jatkuva. Huomaa, ettd z(t) on reaalimuuttujan komplek-

siarvoinen funktio, sen derivoituvuus tarkoittaa yksinkertaisesti koordinaattifunktioiden x(t) ja
y(t) derivoituvuutta.

Siledlld kiyrilld on tangentti pisteessid zg = z(tg), jos 2'(tg) # 0. Tdméhéin on peruskurssi 1:n
asioita, silld 2/(t) = (2/(t),y'(t)). Toisaalta geometrinen perustelu on lyhyt ja havainnollinen,
joten se kannattaa palauttaa mieleen: Kéyrin pistestd z(tg) pisteeseen z(t1) piirretty sekantti-
vektori on z(t1) — z(tp). Jos tdméi jaetaan erotuksella t; — to, vektori siilyy edelleen sekantin
suuntaisena. Jos on olemassa

2(t1) — 2(2
Z(t) = lim M £0,
tl—to t1 —to
niin sekanttivektoreilla on rajasuunta, jota voidaan pitd4 suorastaan médritelmian mukaan tan-
genttina. (Jos derivaatta on 0, ei rajavektorilla ole mitdén méirittyd suuntaa, tilloin tangenttia
ei ole.)

Maiésritelma 8.1. Kompleksitason kuvaus f on konforminen, jos se siilyttdd suunnistettujen
kéyrien viliset kulmat suuntineen. Ts. jos C ja Cy leikkavat pisteessd zp ja ja niiden (tangent-
tien) vilinen kulma kuljettaessa leikkauspisteesté positiiviseen suuntaan on «, niin kuvakéyrien

T ja C% vélinen kulma pisteessi f(zp) samoin positiiviseen suuntaan kuljettaessa on samainen
.

Huomautus 8.1. Kulmien siilyminen voidaan ilmaista n&in: Jos t1 ja ta ovat positiiviseen
suuntaan osoittavat tangentit leikkauspisteessi zg, ja 11 ja Ts ovat vastaavat kuvakdyrien posi-
tivisesti suunnatut tangenit pisteessd f(zo), niin ArgTy — ArgTy = Argty — Argty .
Analyyttisten funktioden teorian geometrisesti merkittdva ominaisuus on konformisuus:

Lause 8.1. Analyyttinen funktio f on konformikuvaus kaikissa pisteissi z, joissa f'(z) # 0.
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