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JOHDANTO

Tarve reaalilukuja laajempaan lukujoukkoon syntyi tarpeesta ratkaista polynomiyht&loita. Yk-
sinkertaisin tdllainen yhtalo lienee

22 =1

Historian kirjoihin on ja&nyt ensimmaéisend “kompleksilukuja”tarvinneena matemaatikkona Car-
dano(1501-1576), jonka sanotaan johtaneen kolmannen asteen yhtélon ratkaisukaavan. Itse asias-
sa kunnia kuulunee toiselle italialaiselle miehelle nimeltdédn Niccolo Fontana alias Tartaglia
(1499-1557). Lue asiaan liittyvé kiehtova tarina tésté:
http://solmu.math.helsinki.fi/2000/2/saksman/
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Kompleksilukujen nimi ja systemaattinen kiyttoonotto on perdisin Gauss:lta (1777-1855), kts.
http://solmu.math.helsinki.fi/2000/mathist/html/ranska/index.html#gauss_

Motivaatio

- "Perustason tehtédviat”. Tallaisia ovat esim. vaihtovirtapiirilaskut sdhkodopissa, mekaani-
set varahtelevit systeemit, ym. Néihin riittdvat kompleksilukujen perusominaisuudet,
polaarimuoto, De Moivre'n kaava jne.

- Vaativammat tehtdvit, joissa tarvitaan analyyttisten ja harmonisten funktioiden omi-
naisuuksia. Monet virtausdynamiikan, lampoopin ja sdhkostatiikan tehtdvat kuuluvat
sovellutusten piirin.

- Vaikka alkuperiinen tehtéva olisikin reaalialueella muotoiltu, voidaan ratkaisussa joutua
kompleksialueelle (esim. ominaisarvotehtévét).

- Monet kisitteet saadaan esitetyksi yhtendisemméssé ja helpommassa muodossa (esim.
Fourier-sarjat ja -muunnokset) ja moni puhtaasti reaalifunktioihin liittyvi ilmio voidaan
oikeasti "ymmartda’vasta kompleksialueella tarkasteltuna.

1. KOMPLEKSILUVUN MAARITELMA JA PERUSOMINAISUUDET

1.1. Kompleksiluvun méiiritelméi. Selkeintd on méaritelld kompleksiluvut reaalilukuparei-
na. Télloin kaikki rakentuu vanhojen tuttujen késitteiden varaan, eikd mitddn “mystisté, imagi-
naarista oliota” tarvitse ulkoapéin tuoda mukaan (kuten joissain esityksissé tehdaén).

Noudatamme mm. kirjoissa [KRE] ja [AG] esiintyvéé tyylid, joka on peréisin kompleksiluku-
jen ja "kvaternioiden”iséltd, irlantilaiselta Sir William Rowald Hamiltonilta (1805-1865) ja on
historiallisesti ensimméinen kompleksilukujen tarkka matemaattinen méaaritelma.

Maésritelmé 1.1. Kompleksiluku z = (z,y) on reaalilukupari.
Kompleksilukujoukko on reaalilukuparien joukko R? varustettuna seuraavilla laskutoimituksilla:

e Yhteenlaskulla: z1 + 22 = (21, y1) + (22, y2) = (x1 4+ T2, y1 + ¥2)
o Kertolaskulla: z129 = (z1,y1) (22, y2) = (z122 — Y1Y2, T1Y2 + T2Y1)

Kompleksilukujoukolle kéytetdin merkintad C

Huomautus 1.1. Joukkona C on sama kuin R?. Merkintd C viittaa siihen, ettd kiytossd on
myds ylld méaritelty kertolasku.

Reaaali- ja imaginaariosa Kompleksiluvun z = (z,y) xz-koordinaattia sanotaan reaalioasaksi
ja y-koordinaattia imaginaariosaksi. Merkitédén:

r=Rez, y=Imz

Kompleksilukujen kertolasku voidaan muistaa néin:

Tulon reaaliosa = ReRe — ImIm (Reaaliosien tulo - imaginaariosien tulo)
Tulon imaginaariosa = RelIm + ImRe. (Ristiinkerrottujen tulojen summa.)

Koska kompleksilukujoukko on vanha tuttu taso C = R?, voimme havainnollistaa kompleksilu-
kuja geometrisesti tason pisteiné tai vektoreina.

Imaginaariyksikko(vektori) i
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Merkitéén erityisesti symbolilla ¢ kompleksilukua (0,1) .
i=(0,1)

Historiallisista syistd tatd kutsutaan imaginaariyksikéksi. Nimitys on historiallinen jddnne 1600-1700—luvuilta ja pohajutuu Descar-
tes'n, Fuler'n ja heidén aikalaistensa ajatteluun, josta emme suinkaan heitd voi moittia. Mitdan "imaginaarista’tdhén késitteeseen
el endd liity, kuten matemaatikot Gauss'n ja Hamilton'n jilkeen, 1800-luvun alkupuolelta lihtien ovat ymmértéineet. Vaan lihes

”keskiaikaisen”tradition painolastia ei mikddn mahti voi uhmata.

Kun laskemme i2 = (0,1)(0,1) = (0-0—1-1,0-1+1-0) = (—1,0), havaitsemme, etti meilld
on késissimme luku, jonka nelié on negatiivisen z—akselin yksikkopisteessd. Mutta xy—tasossa
sijaitseva x—akseli on aivan sama kuin pelkk# lukusuora, vai onko? Tamé tarkoittaa sité, ettd on
sama, laskemmeko reaaliluvuilla z, y, . .. vai "reaalisilla kompleksiluvuilla”(x, 0), (y,0), . ... Onko
tdmé totta? Kysymys on nopeasti selvitetty. Sité varten pitdd vain katsoa, saadaanko kahdella
tavalla laskien sama tulos, toisin sanoen, pateeko:

($1,0) -+ (.’L‘Q,O) = ($1 +$2,0), (1‘1,0)(%2,0) = (ml .’EQ,O).

Edellinen seuraa heti yhteenlaskun méaéritelmésté. Jalkimmaéisté varten laskemme: (z1,0)(z2,0) =
(x122—0-0,21 -0+ 0-23) = (21 22,0).

Voimme siten todellakin samaistaa: (z,0) = z.
Lisdksi iy = (0,1)(y,0) = (0,y).

Siis voidaan kirjoittaa: z = (z,y) = (x,0) + (0,y) = o + iy, missi i = (—=1,0) = —1.

Huomautamme, etté esitys z = x+iy voidaan myds ajatella vektorin z esityksené kantavektorien
1=(1,0) jai=(0,1) avulla, jolloin z ja y ovat (reaaliset) koordinaatit kantavektoreilla 1 ja i.
(Tavallisen vektorinotaation mukaisesti kirjoittaisimme z = 1 + yi.)

1.2. Aritmetiikkaa kompleksiluvuilla, liittoluku (“complex conjugate”), moduli. On
rutiiniasia tarkistaa, ettd kompleksilukujen laskutoimitukset noudattavat samoja perussidantojé
(vaihdanta- liitdnté- ja osittelulait) kuin reaalilukujen. Kun kiytetééin esitystia z = x+iy, voidaan
laskea aivan, kuten reaaliluvuilla. Sievennyksissé kiytetisin luonnollisesti hyviksi yht#lod 2 =
—1.

Vihennyslasku, jakolasku

Luonnollisesti kompleksiluvut vidhennetéén toisistaan vastinkoordinaateittain: Jos z1 = z1+7 y1,
Zo = T9 + iy, Niin 21 — 29 = (21 — x2) + i(y1 — y2).

Enté jakolasku? Kyse on kertolaskulle kaéinteisestd toimituksesta. Osaméird z = 2L on luku

22
z =a + 1y, jolle 23 z = z;. Toisin sanoen:

xox —yay+i(ray +yox) =21 +1Yy1.

Kun asetetaan reaaliosat ja vastaavasti imaginaariosat samoiksi, johdutaan lineaariseen yhté-
16pariin, jonka determinantti on z3 + y2. Teht#villd on siten aina yksikisitteinen ratkaisu, jos

z9 # 0.
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Voisimme johtaa ratkaisukaavankin téatd kautta, mutta helpompaa on laventaa nimittéajan "liit-
toluvulla”(tdmén méérittelemme tuota pikaa). Sensijaan, ettd kirjoittaisimme yleisen kaavan,
laskemme esimerkin:

Esimerkki 1.1. z = %jr‘;z Lavennetaan (1 — 27) :1l4, jolloin nimittdjiin tulee 12 — (24)% = 5.

Osoittajaan saadaan (1 —31i) (1 —24) = —5 — 54, joten z = —1 — 4.

Olemme nyt kdyneet ldpi tédrkeimmét kohdat tielld, joka johtaa matemaattiseen késitteeseen
kunta ("field”). Kompleksiluvut edelld mééritellyilld laskutoimituksilla varustettuna muodosta-
vat kunnan, joka sisiltdd reaaliluvut ”alikuntanaan”. Emme kuitenkaan edes luettele kaikkia
ominaisuuksia, joita kunnalta vaaditaan, kiinnostunut lukija 16ytdd ne ylla olevista viitteista.
Kompleksiluvuilla on samat laskusédénnot kuin reaaliluvuillakin. Erityispiirteend kompleksilu-
vuilla on yhtélén 22 = —1 ratkeavuus. Osoittautuu jopa, etté kaikilla polynomiyht&lsilli on
ratkaisu, mutta se vaatii enemmén analyysia kuin ehdimme télla kurssilla késitella.

Liittoluku z
Jos z = x + iy, niin merkitdén zZ = x — iy ja sanotaan: Z on z:m liittoluku ("complex conjugate”).

Geometrisesti kyse on z:n symmetrisesté pisteesti reaaliakselin suhteen (kts. kuva 1).

Kompleksitaso ja luvut (1,1.5)=1+1.5 ja (L.-1.5)=1-15i
T T T T T

Im-akseli

KuvAa 1. Luku ja liittoluku kompleksitasossa

Vilittomésti ndhddén (sekd algebrallisesti ettéd geometrisesti), etté

z+zZ=2Rez

z—2z=2iImz.

(1.1)

Itseisarvo eli moduli

Kompleksiluvun z = = + iy moduli eli itsesisarvo on pisteen (z,y) euklidinen etéisyys origosta,
eli vektorin x + ¢y pituus. Toisin sanoen

|z] = V2?2 + y2.

Laskemalla:

2z = (z +iy)(x — iy) = 2 + y* = |2]?,
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saadaan monessa yhteydessa kayttokelpoinen kaava:

(1.2) 2Z = |2|?,

(Huomaa, ett# kompleksiluvuilla |z|? ja 22 ovat eri asioita.)

Rationaalilausekkeen saattaminen muotoon z + iy nimittijén liittoluvulla laventa-
malla

Edelld jo laskimme esimerkin, mutta kerrataan ja esitetdin yleinen kaava samalla kéitevasti
liittolukunotaatiota hyodyntéen.

Kun kerromme nimittdjian liittoluvullaan, saamme uuden nimittéjén, joka kaavan (1.2) mukaan
on reaalinen, jolloin rationaaliluvun saattamiseksi muotoon x + iy tarvitsee vain kertoa kaksi
kompleksilukua keskenéén ja jakaa nimittdjassa olevalla reaaliluvulla.

Esimerkki 1.2. Muodostetaanpa lukujen z; = 8 + 3¢ ja 29 = 9 — 2¢ osamééara.

13 s _um _ (8+30)(9+20) _66+43 _ 66 43
. —_— = et e — 71—
2 2% 92 + 42 85 85 85

Sama Matlab:lla

B format rational % Matlab laskekoon rationaaliaritmetiikalla.

m format compact % Tiivis tulostusmuoto.
B z2=9-2%]
z2 =

9 - 2i
B z1=8+3*1
zl =

8 + 3i
B z2=9-2%i
z2 =

9 - 2i
m zl1/z2
ans =

66/85 + 43/851

Matlab siis tekee téllaiset sievennykset automaattisesti.
Samoin tekee Maple, jolle voi myds antaa lukuja symbolisessa muodossa. Tilloin komento evalc tekee yleensd hyvid tyotd komplek-

silukusievent#jané.

2. POLAARIMUOTO

Kompleksiluku z = z + iy = (z,y) on tason R? piste, joka voidaan esitti# napakoordinaateissa
(,7):

z =r(cosp + isinp).
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2

151 *

Im-akseli

y=imz

x=Re z

Kuva 2. Kompleksiluku napakoordinaateissa

Téssé siis r = |z|. Napakulmaa ¢ sanotaan kompleksiluvun z argumentiksi. Annetun komplek-
siluvun argumentti on méarétty 27:n monikertaa vaille. Argumentille sovitaan pddhaara, jota
merkitdin Arg. Sovimme padhaaraksi:

—m < Argz <.
Témé lienee yleisimmin kéytossd oleva sopimus. Sitéd kiytetddn myos [KRE]-kirjassa.
Muitakin esiintyy. Toinen tavallinen on vili [0, 27).

Merkinnélld arg z tarkoitamme jotain argumentin “haaraa”, siten

argz = Argz + 2nm jollainn € Z.
Esimerkki 2.1. Olkoon z = 1 + ¢. Laskettava moduli ja argumentti.
2| = V2, Argz = /4, argz = w/4 + 2n7 (jokin n).
(MATLAB-lasku ja kuva, jossa koordinaatistoneljénnekset merkitty: kuvapolar.m)

Saadaanko Argz yleisesti kaavasta arctan?, kuten téssa? (Yldviiva tarkoittaa arkustangentin
padhaaraa.)

No ei saada, silld luvun —1 — ¢ argumentti = —37/4 = arctan:—% — .

Yleisesti
—  Imz L
Argz = arctan—— + km, missid k € {0,1,—1}.
Rez

Luku k maardytyy koordinaattineljainneksen mukaan.

Argumentin mairdaminen:

Kisin laskiessa on yksinkertaisinta toimia néin:
1. Katsotaan kuvasta, mihin koordinaattineljannekseen annettu kompleksiluku kuuluu.
2. Madratadn tdhén neljainnekseen kuuluva kulma ¢, jolle tan ¢ = y/x.
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Reaali- ja imaginaariosan merkit méaraavéit neljanneksen, sen perusteella on helppo ohjelmoida
yll& oleva kaava funktioksi, joka laskee Arg z:n. Niin on tehty mm. MATLAB:ssa ja M APLE:Ssa.
Edellisessé funktio angle ja jédlkimmaéisessd argument.

Tassé asiaa valaiseva M ATLAB-istunto:

z1=1+i; z2=-1+i; z3=-1-i; z4=conj(zl); % conj = liittoluku
angle([z1 z2 z3 z4])

Tuloksena:

0.7854 2.3562 -2.3562 -0.7854
Tehtédva 2.1. Tee ylla oleva késin, piirrd pisteet tasoon ja laske kunkin argumentti vaikkapa
laskimesi arctan:n avulla.
2.1. Kolmioepiyhtils, liittolukuominaisuuksia. Liittoluvuilla operoiminen kayttaytyy kau-
niisti kaikkiin laskutoimituksiin néhden:
“liittoluku laskutoimituksesta = laskutoimitus liittoluvuista”

Keridtdan yhteen ndmé ja pari ailemmin esiteltyd ominaisuuttas:

Lause 2.1. Littolukusddantdja

.21t 2e=21+ 22

2
X

I
SRS
3

22

1
2
3. (4)=12
4
)

Todistus. Olkoon tavalliseen tapaan z1 = x1 + iy1, 20 = X2 + 1ys.
Kohta 1:

21+ 22 =x1+x2 —i(y1 +y2) = x1 —iy1 + T2 — iy2 = Z1 + Z2.
Kohta 2:

2122 = (21 + iy1) (22 +iy2) = T122 — Y1y2 + i(T1Y2 + T2y1).
Lasketaan Zz7 Z3 ja katsotaan, olisko se tdmén liittoluku.

1z = (21 — i) (22 — iy2) = T122 — Y1y2 — i(T1Y2 + T2y1).
Kylld on, aivan kuten véitettiin.

Kohta 3 palautuu edelliseen, silld jos z = z1/29, niin 23 = z 2z, joten kohdan 2 perusteella
21 = ZZo, josta viite seuraa.

Kohdan 4 olemme jo laskeneet.

Kohta 5 on vain sité, ettd miinus miinus = plus.
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Lause 2.2 (Seuraus). Reaalikertoimiselle kompleksimuuttujan polynomille

p(z) =ao+ a1z + ...+ ap2" pdtee: p(z) = p(z).

Todistus. Edellisen lauseen ( 2.1) perusteella: p(z) =ap+ a1z +...apz" =ag+a1z+...a,2".

Koska kertoimet aj ovat reaalisia, on aj = aj, kaikilla &k = 0...n,
joten viimeksi saatu lauseke on todellakin p(Z). O
Lause 2.3 (Seuraus). Reaalikertoimisen polyomin nollakohta on joko reaalinen tai kompleksi-

sessa tapauksessa liittolukupari.

Todistus. Olkoon reaalikertoimisella polynomilla p kompleksinen nollakohta ¢ = a + ¢b, missa
b # 0. Tallsin p(c) = 0, joten

0=10=p(c) = p(@).

Niinp& ¢ = a — ¢b on myo6s p:n nollakohta.

Tamé seurauslause on tidrked mm. ominaisarvoteoriassa, palaamme sithen aika ajoin.
Tehtiava 2.2. Osoita, ettd pariton-asteisella reaalisella polynomilla on ainakin yksi reaalinen
nollakohta.
Kolmioepéyhtidlo sanoo havainnollisesti, ettd kolmion sivun pituus on aina korkeintaan kahden
muun sivun pituuksien summa. Tdmé lausuttuna kompleksitasossa on:
Lause 2.4 (Kolmioepéayhtilo).

|21 + 2] < |21 + |22].

Tod. Ei muuta kuin lasketaan:

|21 + 2'2!2 = (21 + 22)(21 + 22) = 2171 +21%2 + 2271 + 2273 -
=~

~—~
|21 |22]?

2172 + 2071 = 2172 + 2172 = 2Re(2172) < 2|21[22].

Sitten vain tavallinen binomin nelidkaava, niin jopa ollaan perilli. O

3. KERTO-JA JAKOLASKU POLAARIMUODOSSA

Eldminohje: Kompleksilukujen yhteen- ja vihennyslasku kannattaa tehdé (x,y)— koordinaat-
timuodossa, kerto- ja jakolasku polaarimuodossa. Kohta ndemme miksi.

Palautamme mieleen trigonometrian perusasioita: sinin ja kosinin yhteenlaskukaavat. (Nykyisin
ndiden kdytto lukion matematiikassa lienee jadnyt lilan vihélle huomiolle.)
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(3.1) {sin(aiﬂ) = sin «wcos 8 + cos o sin 3

cos(a £ 3) = cos awcos B F sin acsin 3.
Olkoon z; = rj(cos¢; +ising;),j =1,2.

Muodostetaan tulo:

2129 = 1172(C0OS 1 + i 8in 1) (cos Yo + isin pg) =
(3.2) = r172((Ccos 1 oS Yo — sin 1 sin ps) + i(Sin Y1 cos pa + cos 1 sin 9)) =
= r1r2(cos(p1 + @2) + isin(p1 + 2)).

Siispé:

(3.3)
arg(z122) = argzy + argz

{Zml = |21| 2]

Korostuksen vuoksi jialkimmaéinen kirjoitetaan usein muotoon:

arg(z122) = argzy + argzs + 2nm.

Sopimuksemme mukaan arg viittaa johonkin argumentin haaraan. joten merkinté olisi oikein
ilmankin 27:n monikerran lisdystermié, mutta on parempi yleensé tottua kirjoittamaan se.

Padhaaran tapauksessa on kirjoitettava:

Arg(z129) = Argz1 + Argze + 2nm,
missd n on sopivasti valittu kokonaisluku.
Hieman elegantimmin voidaan sama asia kirjoittaa myos néin:

Arg(z129) = Argzy + Argze(mod 2m), joka voidaan lukea: argumentit ovat samat “modulo 27”
tai “27m:n monikertaa paitsi”.

Esimerkki 3.1. Olkoon z; = 14 iv/3 ja 2o = —1 + i. Kirjoitetaan polaarimuotoon:
21 = 2(cos(%) +isin(%)), z2 = v2(cos(2L) + isin(21)),

2129 = 2v/2(cos ¢ + isin @), missi ¢ = g+ %Tﬂ = 113—”
Siten arg(z120) = 2T (erds argumentti), ja Arg(z1z9) = —HI (péihaara). Toisin sanoen:

Arg(z1 z9) = Argz) + Arg ze — 2.

On tietysti aivan selvid, ettéd laskettaessa pddhaaran kulmia yhteen, voidaan joutua pois péé-
haaralta. Laskettiin nyt varmuuden vuoksi konkreettinen esimerkki.

Harjoituksen vuoksi voit tarkistaa, ettd saat saman tuloksen kertomalla koordinaattimuodossa
ja siirtymalld sitten polaarimuotoon.
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Jakolasku palautuu edelliseen suoraan, silld z = i—; <= 229 = 2].

Télloin edellisen mukaan |z||z2| = |222| = |21], joten |z| = %, ja

argz = arg(zz2) = argz + argze, joten argz = argzy — arg za.

Pidhaaroille taas (mod 27).

3.1. Potenssit, De Moivre’n kaava.

Huomautus 3.1. Olkoon w kompleksiluku, jonka moduli (itsesiarvo)= 1. Voidaan siis kirjoit-
taa w = cos a + ¢ sin . Kompleksiluvun z kertominen w:lla merkitsee z:n kiertdmistd kulman «
verran. (Itseisarvo kerrotaan 1:114, napakulmaan lisitédén a.) Muistammehan, ettd edelld jo to-
tesimme (ainakin luennolla (2005)), etté 7 :114 kertominen kiertad /2 :lla, joten téssd tuli tuon
huomion yleistys.

Kertolaskukaavasta (3.3 sivulla 11 ) seuraa heti, ettéd jos haluamme laskea kompleksiluvun z =
r(cos ¢ + isin ) potenssin, saamme:

2" =7r"(cosny + i sinngy).

Erityisesti, jos luvun z itseisarvo (moduli) = 1, saadaan

‘De Moivre’n kaava: (cos ¢ + i sing)™ = (cosn ¢ + i sinny). ‘

Esimerkki 3.2 (De Moivre'n kaavan kiytto trigonometriassa). Kéayttamailld binomikaavaa va-
semmalla ja vertaamalla reaaliosia ja imaginaariosia, saadaan moninkertaisten kulmien lausek-
keet cosnp ja sin np lausutuksi cos p:n ja sin ¢:n potenssien avulla.

Lasketaan esimerkin vuoksi tutut kaksinkertaisten kulmien kaavat. De Moivre =—>

(cos ¢ + i sin gp)Q = cos 2y + 1 sin 2¢p.

cos? p — sin? o + 2i cos psin @

Vertaamalla reaaliosia ja imaginaariosia, saadaan tutut kaavat:

cos 2¢ = cos? ¢ — sin? ¢
sin 2 = 2sin @ cos .

Tehtidva 3.1. Laske vastaavasti muita kaavoja, kuten kolminkertaisten, nelinkertaisten, jne
kulmien kaavat.

3.2. Kompleksifunktion kuvaaminen, f(z) = 22. Aivan kuin reaalifunktioiden, myos komplek-
sifunktioden kéyttdytymisen ymmértimisessé funktion kuvaajan visualisointi on ensiarvoinen
apukeino. Télla kertaa funktiot ovat kahden muuttujan vektoriarvoisia funktioita, joten visuali-
sointi samaan tapaan kuin reaalifunktioille ei onnistu. (Kuvaaja asustaisi 4-ulotteisessa avaruu-
dessa.)

Reaalitapauksessa puhumme z— ja y—akseleista (jotka molemmat edustavat reaalilukujouk-
koa), nyt z— ja w—tasosta, ja kiytdmme merkintdd w = f(z). Voisimme valita joukon pisteita
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z—tasosta, z1, 29, ..., 2, merkitsisimme niitd vaikka numeroiduilla rinkuloilla, laskisimme vas-
taavat funktion arvot wy = f(21),ws = f(22),...,w, = f(2z,) ja merkitsisimme ne w—tasoon
vaikka numeroiduilla rasteilla.

Kokeile tatd huviksesi ensi alkuun!

Kehittyneempi tekniikka on katsoa, miten sopivasti valitut tasokédyrat kuvautuvat. Luonnolli-
simmat kéyriastot ovat koordinaattiakselien suuntaiset suorat ja toisaalta napakoordinaatiston
vakioparvet: origokeskiset ympyrét ja origon kautta kulkevat puolisdteet.

Jotta saisimme konkreettisen tuntuman, katsotaan néiden ajatusten mukaan, miten funktio
f(2) = 2% meille visualisoituu.

Esimerkki 3.3. Olkoon siis w = f(2) = 22 = (z +iy)? = 2® —y*> +i 22y (Huomaa, etti
—_— =~

u(z,y) v(z,y)
jokainen kompleksifunktio voidaan esittdd muodossa f = u +iv.)

Tarkastellaan funktiotamme z-tason neliossd [0, 4] x [0,4]. Ensinnékin ndemme heti, miten ala-
reuna ja vasen reuna kuvautuvat. Potenssikaavan mukaanhan x—akselin jana [0,4] kuvautuu
u—akselin janaksi [0, 16] ja y—akselin jana [0,4] kuvautuu u—akselin janaksi [—16,0]. (Mieti ja
ymmérrd!) Miten muut koordinaattiakselien suuntaiset suorat kuvautuvat?

Suora (jana) y =1, (x € [0,4]) kuvautuu kéayrélle:

u=2a2-1
v =2x.

Témé on kuvakdyrin parametrimuotoinen esitys, jonka avulla kdyrd voidaan piirtdéd (késin tai
piirto-ohjelmalla). Téssé tapauksessa voidaan parametri = helposti eliminoida, jolloin saadaan
uv—tason kiyrd u = v2/4 — 1, joka on oikealle aukeava paraabeli.

Yleisemmin, suoran y = yo kuvakiyriksi saadaan paraabeli u = v?/4y3 — y3. Vastaavasti pysty-
suoran x = x( kuvakiyriksi saadaan vasemmalle aukeava paraabeli u = —v?/423 + 3.

Oheisessa kuvassa on piirretty positiivisessa koordinaattineljinneksessé olevat z-tason janat y =
0,1,2,3,4, x>0jax=0,1,2,3,4, y > 0 ja niiden kuvak&yrét.

4 35

35 30
3

25

25
20

2

15
15

10

1

0.5 5

0

0 | / /
0 1 2 3 4 -20 -10 0 10 20

Koordinaattiristikon kuvautuminen, kun w = 22

Vaihdetaan alueeksi z-tason nelio [—2,2] x [—2,2], ja otetaan vihin enemmén koordinaattivii-
voja.
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2 8
15 6
1 4
05 2
0 0
-05 -2
1 -4
15 -6
= ) 0 1 2 N P 0 2 4

w = 22, vaakaviivojen kuvat aukeavat oikealle, pystyviivojen vasemmalle.

Mietittidviksi: Miksi z-tason koordinaattiviivoja on molemmissa suunnissa 11 ja vastaavia
w—tason kuvakayria vain 5 ja 57

Ohjelmistoista Edelld olevat kuvat piirrettiin omatekoisella MATLAB-skriptilld konformi .m.
Vastaava voitaisiin helposti tehdd esim. MAPLE:1la. Itse asiassa siind on valmiina plots-pakkauksessa
funktio conformal, jolla voi hyvin vaivattomasti piirtdéd tdmén tyylisid kuvia.

Vaihtoehtoisesti voidaan tutkia ympyré- ja sddeparvien kuvautumista, ndmé ovat napakoordi-
naattien vakioparvia r = vakio, ¢ = vakio.

2

Téssé tapauksessa, kun f(z) = 2%, nimé saadaan erityisen helposti:

w =22 = (r cos ¢ +ir sin ¢)? = r2(cos 2¢ + i sin 2¢p),

joten r-siteinen ympyriviiva kuvautuu r?—siteiseksi ympyriviivaksi ja side ¢ = o kuvautuu
siteeksi © = 2a.

Jos piirrdmme z—tasoon puoliympyrét, joiden sédteet ovat 0.5,1,1.5,2 ja 25 séddetté, joiden kul-
mat vaihtelevat vililla 0. .., saamme vastaavat kuvakdyrét alla olevan w—tason mukaisesti.

w-taso

-osp . . . . . . I . -4 . L : L L L ,
-2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

2

Ylemmaén puolitason ympyré- ja sideparven kuvautuminen, kun w = z
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3.3. Kompleksiluvun juuret. Kun on méairattava n:s juuri annetusta kompleksiluvusta z, on
tehtavind ratkaista w yhtélosté.

w = =z.

Tieddmme jo reaalilukujen laskennosta, etté ratkaisu ei aina ole yksikésitteinen. Jos vaikka z = 4,
niin (reaaliset) ratkaisut ovat w = £2. Toisin sanottuna: Reaalisella nelidjuurifunktiolla on kaksi
haaraa, positiivinen ja negatiivinen.

Miké vielda pahempaa, negatiivisille luvuille z ei ratkaisuja reaalilukujoukosta 16ydy lainkaan.
Téaméhéan oli 1ahtockohtana komplesilukuleikillemme.

No mitd nyt tédssd uudessa leikkikehéssémme saamme aikaan?

Kirjoitetaan annettu kompleksiluku z ja ratkaistava luku w polaarimuodossa

z=r(cos© + isin O)
(3.4) -
w = R(cosp +isinp).

Nyt pitee w" = z <—

R"(cosny +isinny) = r(cos © + isin ©).

Kompleksiluvut yhtyvét, jos ja vain jos modulit ovat samat ja argumentit yhtyvat mahdollisesti
2m:n monikertaa paitsi. Siis yhtédlomme on yhtapitdva tdmén kanssa:

R'"=r
ny = 0 + k2,
eli

R=3r
p= %—l—k‘%ﬁ,k:o,...,n—l.
Téssd k:n arvot n:stéd eteenpéin toistavat samoja ¢:n arvoja (mod 27).
Silld jos k =n + j, missd j = 0,1,2,..., niin
k2 = (n+ )2 =21 4 22
Saadaan siis tasan n kappaletta annetun luvun z n:nsii juuria.
Geometrisesti juuret sijaitsevat {/|z|-séiteisen sddnnollisen n-kulmion kérkipisteini, jonka “alku-

Argz

iste” on kulman == maardamassi pisteessi, ts. pisteessi, jonka napakoordinaatit ovat
n M b

(/r,0/n).
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Esimerkki 3.4. Muodostetaan kaikki juuret v/1 + i
Kirjoitetaan luku z = 1 + ¢ polaarimotoon. r = /2, © = 1, joten R = V2 ja

C) 2w T 2
= — k— = — k— k:() oo 6
gpk 7 + 7 28 + 7 M M )

Kuva saadaan MATLAB-skriptilld: esim7juuri.m, kts kuva 3.

1t |

05 1

O, -

_0.5, .|

_1— .|
-1 -05 0 05 1

Kuva 3. Luvun z =144 T7:nnet juuret wo, ..., ws.

Huomautus 3.2. (MATLAB-opinhaluisille) Y1l olevassa Matlab-skriptissé olennaista oli juu-
rien w; laskeminen. Teimme sen “analyyttisesti” juurikaavan mukaan, miké tukee téssd ope-
tettavaa asiaa. Toisaalta Matlab:ssa on yleinen polynomiyhtéldiden numeerinen ratkaisija, jolla
numeeriset approksimaatiot saataisiin viela vihemmalla vaivalla.

Matlab késittelee polynomia a,,z"+. . .4a1z+ag kertoimien muodostamana vektorina [ap, . . ., a1, ag) -
Matlab-funktio roots ratkaisee numeerisesti (kompleksitasossa) polynomiyhtélon a,z" + ... +
a1z + ag = 0. Komennon syntaksi on roots(kerroinvektori), missé kerroinvektori annetaan
korkeimman asteisesta alimpaan. Y114 olevan esimerkin olennainen laskenta (w-vektorin laskemi-
nen) voitaisiin siten tiivistid muotoon:

ww=roots([1 0 0 0 0 0 0 -1-i])

Kyseessihin ovat polynomin z” — (1 + i) nollakohdat.

M-tehtava 3.1. Suorita tekstissd oleva Matlab-istunto ja ylli oleva Matlab-komento. Vertaa tu-
loksia piirtdmdlld samaan kuvaan pddllekkdin. Pitrrd ww- vektorin alkiot vaikka siniselld tdhdelld

(755°).
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3.4. Ykkosen n:nnet juuret. /1

Erityisesti luvun 1 nmnet juuret ovat reaaliakselin yksikkopisteestd (ykkosestd) alkavan séén-
nollisen n-kulmion kérkipisteet.

Merkitéén w, = cos 27” + ¢sin 27” ja
_ 2w . 2

Wnk = cos kST +isinksr.

Talloin wy, k= (wn)*.

Nama luvut tulevat siellé ta&lla vastaan matematiikan poluilla, mm. johdettaessa nopean Fourier-
muunnoksen (FFT) algoritmia.

3.5. Kertolaskun geometrinen merkitys. Ajatellaan erityisesti kertomista luvulla w, joka
on yksikkoympyrén kehalld, eli |w| = 1.

Tulo wz merkitsee annetun vektorin z kiertoa kulman arg(w) verran.

Jos |w| # 1, kyseessé on kierto yhdistettyné venytykseen/kutistukseen.

4. EXSPONENTTIFUNKTIO

[KRE] 12.6, s. 679 ...

Voisimme mééritelld eksponenttifunktion kiyttaméalld reaalialueelta tunnettua sarjakehitelméa,
jolloin asettaisimme

2 23

=142+ = + -+
e’ = ittt
Télloin tarvitsisimme kompleksisten potenssisarjojen teoriaa. Se on sinénsé varsin samanlaista
kuin reaalisten sarjojen teoria, mutta olisi kuitenkin hieman tyly& vedota téssé siihen.

Helpommalla pddsemme, kun pidédmme tunnettuna reaalisen eksponenttifunktion ominaisuuksi-
neen.

Miten tulisi méaritelld e?, kun z on kompleksiluku? Kyseesséd on matematiikassa hyvin tavallinen
tilanne: haluamme laajentaa tunnetun funktion isompaan joukkoon niin, ettd mahdollisimman
moni funktion ominaisuus sdilyy.

Eksponenttifunktiolle haluamme ainakin ominaisuuden e*'7%2 = e?! ¢* jatkavan elimiinsi.
Nain ollen, kompleksiluvulle z = x 4+ ¢y on oltava voimassa e® = e® e'¥. Miten sitten on mééri-
teltava e'Y ?

Idean saamme sarjamééritelmésté, jonka mukaan
(iy)?  Gy)?® Gy’ Gy’

1Y .
ed=1+53y+ o1 + 3l + 1 + = +....

Kerdamallé reaaliosat ja imaginaariosat erikseen, saamme oikealle puolelle:
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Mutta, kun muistelemme peruskursseilla 1 ja 2 oppimiamme alkeisfunktioiden sarjakehitelmié,
ndemme heti, ettéd reaaliosana on cosy :n sarja ja imaginaariosana siny :n sarja.

Néamaé tarkastelut antavat aiheen maéritella:
Maiéritelma 4.1. Olkoon z = x + iy, asetetaan

(4.1) e =e®(cosy +isiny).

Téssé siis e® tarkoittaa entuudestaan tunnettua reaalista eksponenttifunktiota.

Huomautus 4.1. Edella kidytimme sarjoja vain méédritelmén motivointiin. Eksponenttifunktion
kaikki ominaisuudet johdetaan ylla olevaan méiritelmasn pohjautuen, vetoamatta sarjaoppiin.

e?:n ominaisuuksia

1. Jos z € R, niin e? yhtyy reaaliseen exp-funktioon. Silla talldinhén z = x + 0i = z, joten
madritelmén mukaan e® = €%, missd edellinen tarkoittaa kompleksista ja jalkimméinen
reaalista exp-funktiota.

2. Jos z on “puhtaasti imaginaarinen”, ts. z = iy, y € R, niin e* = e¥ = cosy + isiny.

ef1t22 — o211 022

d z

a z
. dze

=~

=e
Kohdan 8 perustelu. Olkoon z1 = x1 + 1y1 ja 2o = T2 + 1yo.

(42) e“le” = e"e"2(cosyy + isinyy)(cosyz + isinys)
' = 72 (cos(y1 + y2) + isin(yr +y2))

Téssd kdytimme reaalisen exp-funktion vastaavaa tunnettua ominaisuutta ja toisaalta edelld
laskettua sdantoéd: “Tulon argumentti = argumenttien summa”, joka seuraa kosinin ja sinin yh-
teenlaskukaavoista, kuten muistanemme (3.3 sivulla 11 ).

Derivoimiskaavan perustelun jatdmme tuonnemmaksi, koska emme vielé ole késitelleet derivoin-
tia kompleksimuuttujan suhteen.

O

Eulerin kaaval

TAalla nimelld tunnetaan kohdan 2 ominaisuus:

e = cos ¢ + isin .

Voidaan sanoa, ettd mééarittelimme eksponenttifunktion niin, etté se toisaalta yhtyy reaaliakse-
lilla entuudestaan tunnettuun reaaliseen exp-funktioon, ja toisaalta toteuttaa puhtaasti imagi-
naarisella argumentilla Fulerin kaavan.

Nyt voimme kirjoittaa kompleksiluvun polaariesityksen lyhyemmin:

1Euler oli sen luokan nero, ettd matematiikassa on koko joukko ”Eulerin kaavoja”. Tdmé& on ehki niistéd eniten
siteerattu. Eréds osoitus Eulerin mahtavasta intuitiosta on kompleksilaskennan keskeisen kaavan keksiminen, vaikka
kompleksiluvun késite eli hdnen mielessdén vain “imaginaarisella’tasolla.
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2 = r(cos @ + isinp) = re'?.
Erityisesti ¢ = e/™/2, —1 = ¢i™, —j = ¢~"/2,

Muista ajatella kompleksilukuja geometrisesti!

i:ei w2
1r _ -9 =~ _ 1
- - = ~
7 ~
s N
s N
/ \
/ \
0.5 / \ 7
/ \
/ \
/ \
/ ; \ .
1=e'" =e'
or o} o} 1
| !
\ !
\ /
\ /
\ /
05} \ Y i
\ /
\ 7
N s
N e
~ e
~ -~
-1t Te-w0 -7 1
_i:e—m/Z
I I I I I
-1 -0.5 0 0.5 1

4.1. e#:n valittimi kuvaus. Kuten olemme jo todenneet, ja kuten tulemme monesti vield
toteamaan, kompleksifunktio f : C — C méérittelee kuvauksen (voidaan oikeammin sanoa: “on
kuvaus”) kompleksitasosta tai sen osajoukosta kompleksitasoon.

Téssé késittelemme exp-funktiota ja katsomme, miten sen “kuvaajaa” voi luonnehtia. Jatkossa
tarkastelemme yleisemmin erilaisten kompleksifunktioiden vélittdmia kuvauksia.

Kerrataanpa viels samaa tarinaa, jota pohdiskeltiin edelli mm. funktion f(z) = 22 yhteydessa.
Toisin kuin reaalifunktiolle, kompleksitapauksessa ei saada yksinkertaista kdyriéa tai edes pintaa,
koska joutuisimme pinnisteleméén 4—ulotteisen avaruuden olion kimpussa. Siihen ei tunnetusti
meidédn geometrinen hahmotuskykymme ulotu.

Voisimme aloittaa valitsemalla joukon z—pisteitd kompleksitasosta, joita merkitsisimme vaikka
o:114 ja laskemalla kuvapisteet w = e®. Niitd merkittéisiin vaikka punaisella *:lla.

Teepé ihan huvin vuoksi ruutupaperille, jos silté tuntuu!
Téstéd el "kuvaaja’vield oikein hahmotu, ellei pisteitd valita runsaasti lisdé.

Systemaattisemmin paddsemme hommaan kiinni tutkimalla, miten koordinaattiviivat kuvautu-
vat. Matemaattiset ohjelmistot, kuten MATLAB, MAPLE, ovat tdsséd hyvéinid apuna. MATLAB:1la
voitaisiin toimia viitteen

./L/CA1.html mukaan, tdmad MATLAB-ajo tuottaisi oheiset kuvat.
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2L 4
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Kuva 5. Muutaman pisteen kuva exp-kuvauksessa

z-taso w-taso

25 3
25

2
2
1.5 1.5
1 1
0.5

0.5
0
0 -0.5
-1

-0.5
-15

-1 -0.5 0 0.5 1 -2 -1 0 1 2 3

Kuva 6. e* kuvaa pystyviivat ympyrénkaariksi ja vaakaviivat "sédejanoiksi”
Kuvassa 6 ndkyvéa kiytos voidaan péitelld suoraan exp-funktion mééritelméstéa:

e® = e*(cosy + isiny).

Merk w = e®. Mairittelykaavasta ndkyy heti:

e Jos x = vakio = c ja y; <y < yg, niin w kulkee pitkin e®-séteistd ympyréiviivaa piirtden
sektorin, jota rajaavat kulmat y; ja yo.

e Jos y = vakio = d ja x1 < x < x9, niin w kulkee pitkin puolisddetts, joka muodostaa
x-akselin kanssa kulman d, piirtden sédteen osan, jota rajaavat e®'— ja e™2— siteiset
ympyrét.

e Mitd kauempana vasemmalla pystyjanamme sijaitsee, sitd pienemméan O-keskisen ym-
pyraviivan (osan) vastaava w—kéyréd piirtdd. Pieni reikd origon ympérille aina j#é, silld
|lw| = e”, joka ei saa arvoa 0, olipa x kuinka negatiivinen tahansa.

e Vastaavasti positiivisella puolella saadaan miten suuria ymyréitéd vain ikind halutaan.
Ympyroiden sédteet kasvavat jopa eksponentiaalisesti x:n suhteen.

Ylla piirretyssa kuvassa z-tason hilaviivat on valittu td&mé huomioon ottaen “&dlykkéssti”. Turha
haaskata laskentaruutia suorien piirtdmiseen monen pisteen voimin.
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Lyhyesti sanottuna siis:

‘ Pystyjanat kuvautuvat ympyrisektoreiksi.

I Vaakajanat kuvautuvat puolisidteelld makaaviksi janoiksi.

4.2. Jaksollisuus,perusalue. Koska kosini ja sini ovat 2mr— jaksoisia, niin et+2m) — o Jos
siis # = = + ¢y, niin

ez+2z7r _ exez(y+27r) — Tl — o7,

Niinpé e® on 2mi—jaksoinen. Kuvaa katsoessa tdmé nékyy niin, etté jos jokin pystyjana on 2m:n
korkuinen, niin vastaava kuvakaari on koko ympyré, joten aina 27i:n lisdyksen jalkeen kuvapiste
palaa siihen, mista lahdettiin.

Jos suoritat Matlab:ssa seuraavat komennot, nédet keltaisella tdytetyn suorakulmion, jonka kor-
keus on 27, ja —20 < x < 20.

v=([-20+i*pi, 20+i*pi,20-i*pi, -20-i*pi])
fill(real(v),imag(v),’y’);axis([-20 20 -10 10]);grid

Tamén kuva exp-funktiossa on siis ympyrirengas, jota rajoittavat ri— ja ro—séteiset ympyrét,
missi r, = e~ 20 jare = €20,

Kun annetaan tdmén keltaisen vyon ulottua koko reaaliakselin leveydelle, saadaan kuvina kaik-
ki kompleksiluvut lukuunottamatta nollaa. Kun rajoitumme télle (puoliavoimelle) “keltaiselle”
alueelle, kukin kompleksiarvo w # 0 saavutetaan tédsmélleen kerran.

Muita visualisointitapoja Tietokonegrafiikka tarjoaa muitakin mahdollisuuksia, jotka jois-
sakin tapauksissa saattavat olla varsin havainnollisia. Puuttuvaksi neljanneksi ulottuvuudeksi
voidaan ottaa véri.

Eksponenttifunktiota valaisee varsin hyvin tapa, jossa piirretdén pintapiirroksena |e*| x m ja y :n
funktiona ja varustetaan pinta vérilla, joka etenee sinisesté violetin, punaisen, oranssin, keltaisen
kautta vihreddn argumentin kasvaessa: 0...27 . Koska tdmé ei ole véripruju, viittaan tekeméni
MAPLE-ty6arkkiin .L/complexp.mws ja/tai sen “html-muunnokseen”; jonka katsomiseen ei tar-
vita MAPLE:a: MAPLE:sta kiinnostuneet voivat hakea itselleen tydarkin ./L/complexp.mws ja
myos . ./L/complex.mws, joita muokkaamalla on helppo tehdéd muita vastaavia visualisointeja.

Téssé on sopiva paikka siirtyé tarkastelemaan kéénteisfunktiota, logaritmia.

5. LOGARITMI JA YLEINEN POTENSSI

5.1. Logaritmi. [KRE] 12.8.

Kompleksialueen logaritmia voimme ldhestyd samaan tapaan kuin eksponenttifunktiota. Ha-
luamme, etté logaritmilla on reaalialueelta tuttu yhteenlaskuominaisuus. Liséksi logaritmin on
oltava eksponenttifunktion kadnteisfunktio. (Itse asiassa jalkimmaéistd voidaan pitdd logaritmin
méadritelménd, mutta sovellamme sité téssd johdatuksessa vain erikoistapauksessa.)
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Olkoon z = re'¥. Jotta yhteenlaskuominaisuus olisi voimassa, on oltava:
log z =Inr+log e'¥ = In r 4+ i p, misséd log tarkoittaa madriteltdvad kompleksista logaritmia
ja In tunnettua reaalista logaritmia. 2

Jalkimmaisessd kiytimme kéinteisfunktio-ominaisuutta tekijésn e?®.

On syyt# heti korostaa, etti ! miirai napakulman ¢ vain 27 m monikertaa vaille (eli mod
27).

Nain paddymme aivan oikeaan logaritmin kaavaan, joka toimii samalla erinomaisena muisti-
sdantond. Voisimme téstd ldhtokohdasta johtaa logaritmin ominaisuudet ja erityisesti sen, etté
kyseessd on kaikilla argumenteilla exp- funktion kéinteisfunktio (tarkemmin sanottuna kéén-
teisfunktion haara).

Kasitelldan kuitenkin asia vield uudestaan pelkastéan kaanteisfunktio-ominaisuuteen nojautuen.
Olemme todenneet, ettd exp-funktio kuvaa 2m:n korkuisen vyon:
V={z=z+iylxr e R,y € (—m, 7|}

bijektiivisesti kompleksitasolle, josta on origo poistettu. (Puhumme O:ssa punkteeratusta tasos-
ta). Niinp4 silld on kddnteiskuvaus, jonka méérittelyjoukko on Wy = W\0.

Saamme siten kuvauksen

Log: Wy — V.

Esimerkki 5.1. (KRES8 Exa 1 s. 681) Haluamme méérita kompleksiluvun 3 + 4¢ logaritmin.
Toisin sanoen on ratkaistava z yhtéalosta

e* =3+ 4.
Olkoon z = z + iy, t&lldin ‘ '
e’e¥ =3 + 4i = 5e'?,
missé
o = arg(3 + 44) = arctan (4/3),
missé yldviiva viittaa arkustangentin pé&haaraan. (Muistathan, ettd argumentti ei automaatti-

sesti ole sama kuin arkustangentin padhaara, téssd tapauksessa se on siksi, ettd piste 3 + 4¢ on
ensimméisessi koordinaattineljinneksessé. )

Siis on oltava
(5.1) e’ =5,y=¢+2nm

Jos kadnteisfunktion arvo valitaan jaksovyostd V, on y = ¢, joten

S—
Log(3 + 4i) = Inb + i arctan 3
Jos merkitsemme log(3 + 44):114 mitd tahansa yht#lon ratkaisua, saamme:

4
log(3 + 4i) = In5 + i(arctan 3 + 2nm).

Saimme laskusdé@non logaritmeille:

2Kéytamme [KRE]-kirjasta poiketen merkintdjd log ja Log, miki tekee jotkut logaritmikaavat konsistentim-

miksi. Joskus tekstissé voi esiintyd myos synonyymit In ja Ln.
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o Laske luvun (téssd 3 + 47) itseisarvo (moduli) ja ota sen logaritmi (In).
Nain saat logaritmin reaaliosan.

e Laske luvun (3 + 4i) argumentti, se antaa logaritmin imaginaariosan.
(Argumentin pédhaara antaa logaritmin paihaaran.)

Sama esimerkki MATLAB:1la:

w=3+4*i

itseisarvow=sqrt(372+4°2) % saadaan myés komennolla abs(w)
argumenttiw=angle (w) % Argumentin p&ihaara

x=log(itseisarvow) % Logaritmin reaaliosa (log = 1ln)
y=argumenttiw % Logaritmin imaginaariosa

komplog=log(w) % Tarkistetaan Matlabin log:lla sovellettuna

% suoraan kompleksilukuun.

Téssé ovat ylla olevien komentojen tulokset:

w =
3.0000 + 4.0000i
itseisarvow
5
argumenttiw =
0.9273

x =

1.6094

0.9273
komplog =
1.6094 + 0.9273i

Siis kaikki toimii, kuten pitda. Ndemme, ettd Matlab:n log-funktio laskee kompleksisen logaritmin
padhaaran, kuten luonnollista on.

Huomautus pidihaarasta (uudestaan). Kdyttdmdmme (argumentin ja logaritmin) pddhaa-
ra (—m, ] on varsin yleisesti kdytetty, mutta tdmé on sopimuskysymys.Toinen varsin yleinen
padhaarasopimus on véli [0, 27).

Tehdiin vield sama lasku uudestaan yleisesti

Haluamme laskea Log z:n mielivaltaiselle z € C\{0}. Kyseessé on siis yhtilon
e’ =z

ratkaiseminen w:n suhteen, kun z € C\{0} on annettu.

Olkoon z = re’?, ja merkitdin w = u + sv. Télloin siis:

Aivan kuten dsken, niemme, etti:

u=Inr,v=p= Argz.
Muut logaritmin haarat saadaan lisidméalld imaginaariosaan v 2m:n monikertoja.
Laskuesimerkkeji

Logz = In z (tavallinen reaalinen logaritmi
Jos z € Ry, niin Argz = 0, joten g (tav ' g )
log z=In z+2nmi.

Logz=1In|z|+im

Jos z < 0 niin Argz = 7, joten )
log z=1In|2|+ (2n+ 1)7i.



24 HEIKKI APIOLA, TKK/MATEMATIIKAN LAITOS

Jokainen lienee joskus unelmoinut mahdollisuudesta laskea log(—1). Nyt siitd tulee todellisuut-
tal
Log(—1) =im, log(—1)=(2n+1)mi.

Ja vield yksi laskuesimerkki: Log(1 —i) =In v2—i %
Laskusaintoja
Muistutetaan viel4, etté
elog zZ— 5
log e* =z+4+2nmi.
Téastéd seuraa, ettd eksponenttifunktion ominaisuuksista johdettavat logaritmin laskusdannot

ovat voimassa 2 7 ¢ :n monikertaa vaille.

Yhteen- ja vihennyslaskukaavat

log(ab) =log a+log b+ 2nmi
log ¢ =log a —log b+2nmi.
Kaavojen perustelu tapahtuu suoraan eksponenttifunktion avulla:

Olkoot a,b € C ja olkoon z = Loga, w = Logb, jolloin a = €*, b= eY. Nyt ab= e*e? = *T¥,
joten Log(ab) = z+w+2nimw = Loga + Logb+2ni.
Jalkimméinen aivan vastaavasti.

On helppoa keksid esimerkkejé, joissa kaavat eivat pade ilman 27 i:n monikerran lisddmisté.
Otetaan vaikka a = b= —1. Log(ab) = Logl =0, Loga + Logh=2m1

5.2. Yleinen potenssi. [KRE] [12.8 ss. 687-691]

Eksponentti- ja logaritmifunktioiden avulla voidaan mééritelld yleinen potenssi, kuten reaalia-

lueellakin. Olkoot z ja ¢ kompleksilukuja ja z # 0. Ma#ritellaan:

2¢ = eclogz.

Yleisessi tapauksessa saadaan monihaarainen funktio, piddhaara saadaan ottamalla logaritmin
padhaara Log.

Jos ¢ on kokonaisluku tai yleisemmin rationaaliluku, kyseessié on sama potenssifunktio, jota
edelld olemme kisitelleet (kokonaislukupotenssi, juuri tai niiden yhdistelmé).

Tehtivi 5.1. Laske 1%, 4%, /e, Vi

Ratkaisu: Lasketaan i’, eli tehtivini on laskea e?1087

Lasketaan ensin logi = In|i| 4+ iargi = 0 +i(7w/2 4 2n7) (n € Z).
2nm

ilogi = —m/2+4 2nm, joten i = e~ 2e

Péadhaara on logaritmin pdahaara, joka saadaan n :n arvolla 0, joten ¢*:n pddhaara-arvo on e 2.



