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Apiola/Bingham
2. vilikoe 14.11. 2005, ratkaisut
1. Gaussin rivioperaatioilla:
1 0 -1 2 1 0 -1 2
A = 0o -1 1 =2 ~ 0o -1 1 =2 ~
4 -5 1 =2 0 -5 5 -10
1 0 -1 2 1 0 -1 2
o -1 1 -2|~]01 -1 2
o o0 0 0 0 0 0 O

Viimeisessd vaiheessa kerrottiin rivi 2. luvulla —1, kun rref-muoto oli néin
halvalla tarjolla, vallan hyvin parjattaisiin ilmankin tata.

Tukisarakkeet ovat sarakkeet 1 ja 2.

Sarakeavaruuden kanta saadaan alkuperiisen matriisin tukisarakkeista,
ts. A m 2 ensimmaisti saraketta: [1,0,4]T, [0,—1,-5]%.

Huom! Sarakkeiden poimiminen ref-muodosta on periaatevirhe, tédssa né-
kyy erityisen selvisti, ettd ref-muodon kahden ensimméisen virittiméané
ei voida saada vektoria, jonka kolmas alkio # 0, joten A:n sarakeet eivit
mitenkdan virity.

Riviavaruuden kannan muodostavat ref- (tai rref) muodon nollasta
poikkeavat rivit, siis téissd [1,0,—1,2] ja [0,1,—1,2].

Nolla-avaruus saadaan ratkaisemalla (HY) Ax = 0, eli Ex = 0, misséi
E = rref(A). Saadaan siis yhtaloryhmé:

1 +0x9 —23+224 =0
Ox1 +x9 —x3+224 =0.

=t—2
Merkitéén vapaita muuttujia: x4 = s, =3 = t. Saadaan: o s
o =t—2s.
Valinnoilla (a) t =0, s=1ja(b)t=1, s =0 saadaan kantavektorit:
[-2,-2,0,1]7 ja [1,1,1,0]T.

Peruslause: r(A) + n(A) = n. Tissd r(A) = 2 (sarakeavaruuden dimen-
sio), n(A) = 2 (nolla-avaruuden dimensio) ja 2 + 2 = 4 (4 = sarakkeiden
lkm.)

. T&mé4 on suoraan prujusta tai luennolta tai KRE-kirjasta (paitsi ei tarvitse

0.6 0.3
P = .
04 0.7
Ominaisarvoiksi saadaan Ay = 1, Ay = 0.3. Vastaavat ominaisvektorit:
v = [374]T ja Vo = [_17 1]T
Olkoon alkupisteen esitys ominaisvektorikannassa: ¢y = c1v1 + covs.

xr1 = Pxg = c1 \v1 + caXov,o. Jatkamalla saadaan:
xp = ci\fv + e Svy = vy + 2 0.3Fvy — cjvg, kun k — oo, koska
0.3* - 0, kun k — co.

Niinpa rajalla osuudet ovat vy :n suuntaisen vektorin komponenttien an-
tamat suhdeluvut 3/7 ja 4/7, prosenteissa 42.86 ja 57.14.

Ovat riippumattomia lahtopisteestd, emme mitenkdéin kayttineet 1ahto-
pistetta laskuissa.

Huom! Tehtévissi ei selvisti ilmaistu, kumpi P :n sarake edustaa E:té
ja kumpi F:44, niinpé vastauksessakin saa olla vapaus tédmén suhteen.
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A =4 tai A =3+ 1. Siis ominaisarvot: Ay = Ao =4, A3 =2.

Koska A on symmetrinen (reaalinen), niin eri ominaisarvoja vastaavat
ominaisvektorit ovat ortogonaaliset, joten arvoa A3 = 2 vastaava omi-
naisvektori on automaattisesti kohtisuorassa kaikkia ominaisavaruuden Ej4
vektoreita vastaan. Riittd4 siis (normeerauksen liséiksi) huolehtia siité, et-
ta kaksinkertaista ominaisarvoa A1 = Ay = 4 vastaavat ominaisvektorit
(joita symmetrisyyden perusteella tiedetééin olevan 2 LRT:a), valitaan or-
togonaalisiksi kesken&én.

Ominaisvektorit

1) A2 = 4. Saadaan yhtéléryhmé, joka tiivistyy yhteen yhtéloon: xg —
x3 = 0. Téssd voidaan siten valita vapaasti 21 ja (esim.) z3. Saadaan
LRT ominaisvektorit valitsemalla ensin z1 = 1, x3 = 0 ja sitten z; =
0, x3 = 1. Néin saadaan ominaisarvoa 4 vastaavan ominaisavaruuden



kannaksi v1 = [1,0, 0], v3 = [0, 1, 1]. "Luonnollinen valinta”johti samantien
ortogonaalisiin vektoreihin, joten mitddn muuta ei tarvitse tehda kuin
normeerata.

2) A3 = 2. Saadaan yhtilot 227 = 0,22 +x3 = 0, joten 1 =0, zo = —x3
ja ominaisvektori on siis vz = [0, —1,1]7.

Kuten sanottu, teoria sanoo, ettd se on ortogonaalinen edellisid vastaan,
joten periaatteessa ei tarvitse tarkistaa asiaa. (Kdytdnnossi toki tarkistus
on aina hyvéksi, mutta luotamme téssi teoriaan ja laskuihimme.)

Ortogonaalisen matriisin U saamme nyt normeeraamalla v —vektorit, ts.
1 0 0

U=1|0 1/vV2 —1/v2 | jasiis
0 1/vV2 1/V2

4 0 0
A=UDUT missi D=| 0 4 0
0 0 2

Huom: ominaisarvot ja -vektorit voi laskea vield lyhyemmin muistelemal-
la vastaavanlaista harjoitustehtdvad. Ominaisarvot ovat (suoraan mééri-
telméin mukaan) diagonaalilohkojen ominaisarvot ja ominaisvektorit saa-
daan diagonaalilohkojen ominaisvektoreista tdydentémilld ne nollilla (nii-
nikéifin suoraan mééritelméin ja matriisikertolaskukaavan mukaan). Ta4mé
johtaa automaattisesti ortogonaalisiin, koska 2 x 2—lohko on symmetrinen.
(Kieltaméttd hiukan lyhyt selitys, mutta néin se menee.)



