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Kirjoita jokaiseen koepaperiin nimesi, opiskelijanurrgngm. tiedot !
Funktiolaskin on sallittu apuvaline tdssa kokeessa!

1. Funktio f(z) = szr} kuvaa ympyrat (ja suorat) ympyroille tai suorille. Méa yk-
sikkoympyran kuva kuvauksesgaeli maarita joukko{ w | w = f(z), |z| = 1} laskemal-
la arvot f(i), f(1) ja f(—1) ja paattelemalla mika ympyra tai suora kulkee naigésteiden

kautta.
RatkaisuSuora lasku antaa
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Nahdaan, etta kaikki pisteet ovat origon ja pistéen i kautta kulkevalla suoralla, eli tama
suora (jonka yhtalo voidaan myos kirjoittaa muodossa Relm z) on yksikkdympyran kuva
kuvauksessd.

2. Ratkaise differentiaaliyhtal@’(t) + 4y'(¢) + 5y(t) = 2e7%, y(0) = 2, y'(0) = —1 kayttaen
Laplace muunnosta.

RatkaisuOlkoon funktiony(¢) Laplace-muunno¥’(s). Kun yhtalon molemmilta puolilta ote-
taan Laplace-muunnos niin saadaan,
2

V() = sy(0) = /(0) + 4V (s) — w(0)) +5Y(s) = .

josta seuraa, etta
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Y(s) =

Koska polynomins? 4 4s + 5 nollakohdat-2 + i ovat kompleksiset haetaan seuraava osamur-
tokehitelma:
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Jos taman yhtalon molemmat puolet kerrotaan lausdligkee- 1 ja sitten valitaars = —1 niin
saadaar?m +0=A+0eli A=1.Silloin
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niin nahdaan taulukoista, etta

y(t) = €' + e % cos(t) + 2 sin(t).

3. Maarita matriisi P siten, etta P.X on vektorin X kohtisuora projektio vektoreiden
1 1
1| ja |0] virittamalle tasolle. (Kohtisuora projektio matriisid pystysarakkeiden vi-
1 1

rittamalle avaruudelle saadaan jollakin seuraavisiadlkeista:A(AAT)"LAT, A(ATA)7LAT

tai AT(ATA)71A)
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1 0. Projektiomatriisin taytyy olla tyyppia
11

3 x 3 ja koskaA on tyyppia3 x 2 niin todetaan, etta annetuista vaihtoehdoista ainoastaa
A(AAT) AT tai A(ATA)~' AT voivat tulla kysymykseen. Lisaksi todetaan, etta" (ja myos
den kaanteismatriisi) on tyyppix 3 joten matriisituloA(AAT)"L AT ei ole maaritelty ja ai-
noaksi vaihtoehdoksi jaa(ATA)"*AT. Nyt
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Ratkaisu: Tassa tapauksessa matrii$i on
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4.

(a) Kirjoita differentiaaliyhtald,”(¢)+y'(¢)y(t) —y(t)* = ¢, y(0) = 0,%'(0) = 1 ensimmisen
kertaluvun differentiaaliyhtalosysteemina.

(b) Ratkaise differentiaaliyhtalosysteemit) = ya(t) — y1 ()%, ya(t) = va(t) + y2(t) + ¢,
y1(0) = 1,y2(0) = 2, Eulerin parannetulla menetelmalla laskemalla yskiehsiskelpi-
tuudellah = 0.1. Eulerin parannettu (eli Heunin) menetelma on tunnegetainen jossa
lasketaan

[(1 — hF(to, %
1
Vi = Yo + o (K + Ka),
missa ?-merkit on korvattava sopivilla lausekkeilla.

Ratkaisu:(a) Merkitaanu(t) = y'(¢) jolloin '(t) = y"(t) = ¢t — y'(O)y(t) + y(t)* = ¢ —
u(t)y(t) + y(¢)* ja yhtalosysteemiksi tulee

y'(t) = u(t),
u'(t) =t —u(t)y(t) +y ()™
(b) Kirjoitetaan systeemi muodos$d(t) = F(¢,Y(¢)), Y(0) = Y. Koskat, = 0, Yy =

H sekah = 0.1 niin saamme Eulerin parannetulla menetelmalla
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[XQ = hF(to + h7% + ]Xl) = |:035:|
I 1.1045
Yi=Yo+ gl + Ka) = [2.325}

t1:t0—|—h:01

1.1045}

Nyt on siis saatl’(0.1) ~ [2 395

5. Maarita ne yhtalot, jotka saadaan kun yhtalééav = f sovelletaan differenssiapprok-
simaatiota joukoss& = {(z,y) | 0 < o <y < 1} kunAz = Ay = h = 0.25 ja kun
fla,y) =16(z—y)jau(x,y) =0kunz = 0, u(x,y) = L kuny = ljau(z,y) = z kunz = y.
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Ratkaisu:Olkoon U(j, k) ratkaisunu(jh, kh) approksimaatio. Pisteiss@a,2h), (h,3h) ja
(2h, 3h) saamme differenssiapproksimaatiosta seuraavat yhtalo

AU(1,2) = U(1,3) = U(1,1) = U(2,2) — U(0,2) = h*f(h,2h),
AU(1,3) —U(1,4) = U(1,2) — U(2,3) — U(0,3) = h*f(h, 3h),
4U(2,3) = U(2,4) — U(2,2) — U(3,3) — U(1,3) = h>f(2h, 3h).

Nyt f(z,y) = 16(z —y), U(0,2) = U(0,3) = 0, U(1,4) = U(2,4) = 1jaU(1,1) = 0.25,
U(2,2) =0.5jal(3,3) = 0.75. Yhtalosysteem|k3| tulee nain ollen (matriisimuodass
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