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Kirjoita jokaiseen koepaperiin nimesi, opiskelijanurrgngm. tiedot !
Funktiolaskin on sallittu apuvaline tassa kokeessa!

1. Ratkaise differentiaaliyhtalg’(t) + 4y'(¢) + 3y(t) = 9¢, y(0) = 0, ¥'(0) = —5 kayttaen
Laplace-muunnosta.

Ratkaisu:Olkoon funktiony(¢) Laplace-muunnog’(s). Silloin funktioiden y'(t) ja y"(t)
Laplace-muunnokset oval’(s) —y(0) jas?Y (s) — sy(0) —y'(0). Lisaksi funktiondt muunnos
on 4. Jos nyt otetatan Laplace-muunnos yhtalon molemmiltdifpa niin saamme
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s*Y (s) — sy(0) — y'(0) + 4s5Y (s) — 4y(0) + 3Y (s) =

S
ja kun tahan sijoitetaan alkuarvot tuloksena(sh+ 4s + 3)Y'(s) + 5 = 5 eli
9 — 5s?
(52 +4s + 3)s?
Koska polynomins? 4 4s + 3 nollakohdat ovat-1 ja —3 niin voimme kirjoittaa
A B C D
Y(s)

:5—|—1+5—|—3+;+3_2'
Luvun A laskemiseksi kerrotaan lausekkeella 1 ja sitten annetaan— —1. Tasta saadaan
_ 2
A= qim DO
s——1 (s + 1)(s+3)s?

Y(s) =

Samalla tavalla saamme
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B pim BFDO=5)
s—=3 (s + 1)(s + 3)s?
20 _ K2 _ 2 _ _ Fg2
C:hmE 5%(9 — 5s?) zlim( 10s)(s* +4s+3) — (9 —Hs )(25—|—4):_%:_47
s—0ds (s + 1)(s+3)s? =0 (s?+4s + 3)? 9
200 _ 5.2
D= lim 0 =5) g
s—0 (s + 1)(s + 3)s?
Nain ollen
2 2 4 3
V(s) = _ii2
(s) s4+1 + s+3 s s

Ottamalla kdanteismuunnos taulukkojen avulla saamme
y(t) = 26" + 2% — 4 + 3t.
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siten, ettal’ AW ! on lavistajamatriisi?

2. Maarita matriisinA = [ ] ominaisarvot ja ominaisvektorit. LOytyyko matriigi



Ratkaisulasketaan

det(A — M) = det ([(“__6 Y (_612_ A>D — X2 5A 46 = 0.

Tasta saadaan ratkaisuksi,
g ,/§ =147
2 4 2,

joten nahdaan, etta ominaisarvot oxat= 3 ja A, = 2.
Seuraavaksi lasketaan ominaisarvagn= 3 liittyva ominaisvektori, eli ratkaistaan yhtalo
(A —31)X = 0. Gaussin menetelmalla saadaan,

g 12 0
—6 —9 0 Tog < T9 —|— %Tl
g 12 0
0 0 0
Tasta nahdaan, etta jos valitagn= 1 niin =, :n ratkaisuksi yhtalosté:; + 12 = 0 saadaan
z1 = —32. Ominaisvektoriksi voidaan siis valits; = [—2,1]". Ominaisarvoon\, = 2 liittyva
ominaisvektori saadaan samalla tavalla eli ratkaista&@yh4 — 27) X = 0. Nyt saadaan,
9 12 0
—6 —8 0 Tog < T9 —|— %Tl
9 12 0
0 0 0
Jos nyt valitaan:, = 1 niin x:n ratkaisuksi yhtalosta:, + 12 = 0 tuleex; = —%. Ominais-
vektoriksi voidaan siis valit&, = [—2,1].

Jos muodostamme matriisinsiten, ettaX; on ensimmaisena sarakkeen&jaon toisena
niin V—' AV on lavistajamatriisi joten voimme valit& = V1.

3.
(a) Loytyyko kaksi2 x 2 matriisiaA ja B siten, etta pated 5 = 0 muttaBA # 0. (Anna
esimerkki jos loytyy, muussa tapauksessa osoita, etbé seahdotonta.)
(b) JosP on sellainen nelibmatriisi, ettA? = P. niin mita voidaan sano&:n ominaisarvois-
ta.
Ratkaisuia) Esimerkiksi

1 2 2 2
A:[1 2] och B = 1 _1].

(b) JosX on P:n ominaisarvo jaX on vastaava ominaisvektori, nilAX = A\ X jolloin
toisaalta

P?X = P(AX) = APX = \?X,
ja toisaalta
P?’X = PX = )\X.

Koska X # 0 niin tasta seuraa, ettd = A el
lambda — 0 tai A = 1




4. Onko jokin (tai molemmat) pisteista, 1) ja (—1, 1) differentiaaliyhtalosysteemin
a'(t) = x(t)y(t) — y(t)°,
y'(t) = a(t)y(t) + =(t) — 2y(t)?,

stabiili kriittinen piste. Perustele!

RatkaisuOlkoon
f X . $2y — y3
y|) ey =297

jolloin yhtalosysteemi voidaan kirjoittaa muodossé:) = f(u(t)). Nyt todetaan helposti, etta

(b)) =B e (1) =[5 L

josta seuraa, ettd, 1) on kriittinen piste muttd—1, 1) ei ole. Yksinkertainen lasku osoittaa,

etta
e (L) =[2G

“(b)-E =]

Taman matriisin karakteristinen yhtalo on

Nain ollen

. (2-2) —2 2 _
det(A )\])_detq 5 (=3 \) =X4+A-2=0.
Ratkaisuksi saamme
1 1 1 3 1
)\ = — — — 2 = — — — = ’
2 = 4 + 2 = 2 {—2.

Koska toinen ominaisarvoista on positiivinen njin 1) ei ole stabiili.

5. Maarita ne yhtalot, jotka saadaan kun yhtalééav = f sovelletaan differenssiapprok-
simaatiota joukoss& = {(z,y) | 0 < o <y < 1} kunAz = Ay = h = 0.25 ja kun
fla,y) =16(z—y)jau(x,y) =0kunz = 0, u(x,y) = L kuny = ljau(z,y) = z kunz = y.
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Ratkaisu:Olkoon U(j, k) ratkaisunu(jh, kh) approksimaatio. Pisteiss@a,2h), (h,3h) ja
(2h, 3h) saamme differenssiapproksimaatiosta seuraavat yhtalo

AU(1,2) = U(1,3) = U(1,1) = U(2,2) — U(0,2) = h*f(h,2h),
AU(1,3) —U(1,4) = U(1,2) — U(2,3) — U(0,3) = h*f(h, 3h),
4U(2,3) = U(2,4) — U(2,2) — U(3,3) — U(1,3) = h>f(2h, 3h).

Nyt f(z,y) = 16(z —y), U(0,2) = U(0,3) = 0, U(1,4) = U(2,4) = 1jaU(1,1) = 0.25,
U(2,2) =0.5jal(3,3) = 0.75. Yhtalosysteem|k3| tulee nain ollen (matriisimuodass
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