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Kirjoita jokaiseen koepaperiin nimesi, opiskelijanurrengm. tiedot !
Funktiolaskin on sallittu apuvaline tdssa kokeessa!

1.
(a) Olkoonw = 3 + i 3. Maarita yhtalon &€ = w kaikki ratkaisut, eli maarita kaikki funktion
In(w) arvot.

(b) Onko funktiof(z) = #4 analyyttinen joukoss&. Perustele!

Ratkaisu:(a) Kompleksiluvunw itseisarvo onw| = /32 + 32 = 34/2, jaw:n argumentti on
arctan(2) = Z.Josz = a+ibniin |&°| = €" jaarg(€”) = b, joten jos nyt & = w niin € = 3v/2
jab = Z+427n missén on kokonaisluku. Tasta seuraa, etté In(3v/2) jolloin haetut ratkaisut
ovat

Zzln(3\/§)—|—i <£—|—2ﬂ'n>, n ¢ 7.

(b) Koskaf(z) # 0 niin myos funktioﬁ — 1 olisi analyyttinen josf olisi analyyttinen.
Mutta ﬁ — 1 = |z| ja tama funktio ei tunnetusti ole analyyttinen (imaginasa on vakio
0 joten Cauchy-Riemannin yhtaldiden mukaan myos reaahaderivaatta:n ja y:n suhteen
pitaisi olla0 ja nain ei ole asian laita).

2

(a) Maarita funktionF'(s) = Laplace-kaanteismuunnos.

(s+2)(s+3)

(b) Mista nahdaan, ettei funktiG(s) = ole jonkin funktiong Laplace-muunnos,

sin(s) +
missaf0°°|g(t)| di < 0.

Ratkaisu{a) Muodostetaan funktion osamurtokehitelma

S A B
F(s) = = + )
(s+2)(s+3) s+2 s+3
Kerrotaan yhtalon molemmat puolet lausekkeela?2 ja otetaan raja-arvo kun— —2 silloin

saadaan

=A40 = A=-2

—2+3
Seuraavaksi kerrotaan yhtalon molemmat puolet lausdlke + 3 ja otetaan raja-arvo kun
s — —3 silloin saadaan

-3
—-34+2 +
Nain ollen todetaan, etta
-2 3
Fls)= —+ —
(S) s+ 2 + s+3’

josta seuraa (lineaarisuuden, yksikasitteisyyden jiukaiden nojalla), etta/” on funktion
—2e~% 4 3e~3! Laplace-muunnos.



(b) Jos|,"|g(t)| dt < oo niin patee

lim e g(s)ds = 0.

5— 00 0

Tassa tapauksessa patee,_. .. Sin(j) — = oo joten & ei voi olla integroituvan funktion
Laplace-muunnos.
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(a) Selita, miten voidaan laske#li’ missaA onm x m-matriisi jan on iso luku, kayttaen
hyvaksi A:n ominaisarvot ja ominaisvektorit (ja olettaen, ettdla on m lineaarisesti
riippumatonta ominaisvektoria).

(b) Oletetaan, etta patee= SV missal/ ja V' ovatm x m ortogonaalisia matriiseja (eli
UTU = UUT = Ijne) jas on sellainen«f x m) lavistajamatriisi, ettas;; > 0 kun
t=1,...,njaS; = 0kun: = n 4+ 1,... ,m. Selita, miksi matriisin/ ensimmaiset:
pystysaraketta muodostavat avaruuglenX | X onm x 1-pystyvektori} kannan.

Ratkaisu(a) Muodostetaan ominaisvektoreista matris{niin, etta ominaisvektorit ovat pys-
tysarakkeina) ja ominaisarvoista (samassa jarjetsglsetettuina) lavistajamatriigr. Silloin
pateed = VDV ~!jakoskal'V~! = [ saadaaml” = VD"V ~!. Tama on suhteellisen helposti
laskettavissa kosk&™ on lavstajamatriisi, jonka lavistajaelementit beaninaisarvot korotet-
tuina potenssiim.

(b) JosX on mielivaltainen vektori nii’T X on jokin vektori josta ei tiedeta kovinkaan
paljon muttaSVTX on vektori jonka ainoastaam ensimmaista komponenttia ovat nollasta
poikkeavia. Nain olle/ SV T X on lineaarikombinaatio matriisiti pystysarakkeista, ... ,n
eli nama virittavatA:n kuva-avaruudeq AX | X onm x 1-pystyvektori}. Nama vektorit
muodostavat kannan koska ne ovat lisaksi lineaarisggtiunmattomia koska kaikki':n pysty-
sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia koSkan kaantyva (kaanteismatriisi on transpoo-
si).

4. Onko [8} differentiaalisysteemin

y1(t) = 2y2(t) — sin(yi (1)),
yy(t) =1 —ya(t) — e,
asymptoottisesti stabiili vakioratkaisu (eli tasapaiistg)? Perustele!

fl(ylva):| _ [292 — sin(y1)
F2(y1,92) I —y, —e¥

ettar’ ([SD = [8] joten [8] on todella vakioratkaisu ja lisaksi

a a
Jo ([m]) _ ﬁ(?ﬂa?ﬁ) ﬁ(?ﬂﬂn) _ [— co_s(yl) 2 ] 7
y2 g y2) 52y y2) en

Ratkaisu:Jos kirjoitammeF’ ([%D -

Y2

] niin nahdaan ensin,

joten



Laskemme matriisi” ([0

e (]) )

niin saamme ratkaisuiksi

} > ominaisarvot ja koska karakteristinen yhtala on

(—i—ﬂ “4{AJ>:AWHM—1:0

A= —1+V2.

Koska toisella ominaisarvolla on positiivinen reaalioga todetaan, ett%

0} ei ole stabiili eika

siten myoskaan asymptoottisesti stabiili vakioraskai

5. Maarita ne yhtalot, jotka saadaan kun yhtaléép,., + v,,) = f sovelletaan differens-
siapproksimaatiota joukos$a= { (z,y) |0 <z <y <1} kunAz = Ay = h =0.25]a
kun f(z,y) = 16(x —y) jau(e,y) =0kunz = 0, u(z,y) = L kuny = 1 jau(z,y) = x kun
T =1y.
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Ratkaisu:Olkoon U(j, k) ratkaisunwu(jh, kh) approksimaatio. Pisteiss@,2h), (h,3h) ja
(2h, 3h) saamme differenssiapproksimaatiosta seuraavat yhtalo

AU(1,2) —U(1,3) = U(1,1) = U(2,2) — U(0,2) = h*f(h,2h),
AU(1,3) = U(1,4) — U(1,2) — U(2,3) — U(0,3) = h*f(h, 3h),
4U(2,3) = U(2,4) — U(2,2) — U(3,3) — U(1,3) = h>f(2h, 3h).

Nyt f(z,y) = 16(z —y), U(0,2) = U(0,3) = 0, U(1,4) = U(2,4) = 1jaU(1,1) = 0.25,
U(2,2) =0.5jal(3,3) = 0.75. Yhtalosysteem|k3| tulee nain oIIen (matriisimuodmss
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