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Tehtava 2.

a)

Jos A on A:n ominaisarvo, ja X on vastaava ominaisvektori, pitee:
Ax = 1x

Kirjoitetaan auki A“x=A-A-...- Ax

=AA A IX=A4-AA . Ax=1-A-... - Ax = Ax.

A¥ on siis A*:n ominaisarvo, ja X on sitd vastaava ominaisvektori. O

b)

Oletetaan ettd A on kddntyvi.

Ax = Ax

Kerrotaan vasemmalta A~ :11i:

ATAx=A"Ax tiedetdsn, ettd A7'A =1

Ix=A"Ax

x=AA"x jaetaan A :lla (perustellaan myShemmin, miksi se ei voi olla 0)
Ix=A"%

A'x=1"x

27" on siis A" :n ominaisarvo, ja X on sitd vastaava ominaisvektori. 0
Oletetaan, ettd ominaisarvo on 0. T#lloin saadaan Ax = 0.

Homogeenisella systeemilld esiintyy ei-triviaaleja ratkaisuja (triviaaliratkaisu ei kiy, koska x = 0 ei
kédy ominaisvektoriksi) vain, jos rangi A < n [KRE,8th, s.340]. Oletuksen mukaan A:n
kafinteismatriisi on olemassa, miké on mahdollista vain, jos A:n rangi on tdysi. T#std seuraa etti
homogeenisysteemin ainoa ratkaisu on triviaaliratkaisu, jota ei hyviksytd ominaisvektoriksi.
Ominaisarvo ei siis voi olla 0 (eli jakaminen A :lla oli laillinen toimenpide).
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Tehtava 3.
[0.8 0.22

0.2 0.78
kertomalla vanha tila P:114. Tasapaino on saavutettu jos uusi tila on sama kuin vanha tila eli Px = x.

} on kuukausittainen siirtymématriisi ts. uusi tila (kuukauden kuluttua) saadaan

Ominaisarvon médritelmia kiyttden tdmai tarkoittaa ettd siirtymématriisilla on ominaisarvo 1, jota
vastaava ominaisvektori x on haluttu tasapainotila. Ratkaistaan x:

P-ADx=0
P-Dx=0
-02 022 -02 022 | )
P-D= ~ , Josta saadaan ratkaisu x, =11x,.
02 -0.22 0

Lisdksi tiedetddn ettd x, + x, =100. Ratkaistaan x:

x, =1,1100 - x,)
2,1x, =110
x, = 52,381

52,381

47,619
laskuissa ei tehty mitéin oletuksia alkutilasta! (Ainoastaan se, etti summa on 100)

— x, =47,619 . Tasapainotila on siis x = [ } eikd se riipu alkutilanteesta; yll4 esitetyissi

BD i I i 1 i i 1 ¥ I
wse M atti
Suaritettiin kaksi ajoa erilaisilla lahtotilanteilla: — Sauli
Katkoviiva: x(0) = {80 207
Yhtendinen viiva: x(0) = [35 B5]'
70k § ~
0 Nahdaan etts lahtotilanteesta riippumatta Matin ja Saulin kannatukset
asettuvat samoihin tasapainoasemiin:
~[62.38 47 B2}
o 3 i
50 -
40 4
30 -
20 i i i ! i i H
0 15 20 25 30 35 40 45 50

Kuva 1. Laskettiin uusia tiloja x(k) = P*x(k-1), kun k =[1, 2, ..., 50] kahdesta eri alkutilanteesta Lihtien.
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Tehtava 4.

P on nXn matriisi:

Pun " Pu
pP=|: .. :
pnl T pnn

Lisdksi P on stokastinen, eli sarakesummat ovat 1;

> p;=1 kaikillaj=12 .. n
i=1

1 Pu Pu 0 Pl
1 1
Lasketaan P .| |= p.” p?z ) p.,,z 1=
1 pln p2n e pnn 1
SR
Z Pi
Pyt Pyt 0 tpy i=l 1
Pnt Pnt v tPDp|_ ZPEZ _ |1
: : . : = ]
pln+ p2n+ o +pnn n‘ 1
Zpin
L=t
1 1
UV b | 1
Saatiin siis P* -| . |=
1 1
Yhtildn muoto vastaa ominaisarvon méritelmid Ax = Ax, eli P” :n ominaisarvo on 1 ja siti
vastaava ominaisvektori on [1 1 - I]T. Transpoosi ei vaikuta ominaisarvoihin, joten myos P:114

on aina ominaisarvo 1.
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Tehtava 5.
2
Ylakolmiomatriisin ominaisarvot ovat sen diagonaalialkiot. A =| 1
-1
Selvitetdin ominaisarvoja vastaavat ominaisvektorit:
0 2 1 0 2 1 0 21
A=2: (A-AH=|0 -1 2|~|0 0 3 |~|0 O 2
0O 0 -3 0 0 -3 0 00
1
X, =vapaa, . o . .
Valitaan x, =1, ominaisvektori on siis v, =|0
x=0=x,=0
0
1 2 1 1 21
A=1: (A-A)=|0 0 2 |~|0 0 2
0 0 -2 0 0O
1
x, =0, . - . "
Valitaan x, =1, ominaisvektori on siis v, =| -1
x; ==2x,
0
3 21
A=-1: (A-Ay=|0 2 2
0 00
X, ==X, 1
3%, +2x, +x, =0 Valitaan x, =3, ominaisvektori on siis v, =| -3
& 3x, = x, 3
1 1 1
Muodostetaan ominaisvektoreista matriisi V= |0 -5 -3
0 0 3

Lasketaan V:n kédnteismatriisi esim.[V I ]:n avulla rivioperaatioita kiyttden. Saadaan:
1 2 4 573

Vi=l0 -2 -2
0 0 ¢

3

Nyt A°voidaan laskea kaavasta A® = VD®V ™', jossa D on ominaisarvoista muodostettu
diagonaalimatriisi. Sen potenssi on helppo laskea:
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2.0 0 64
D=0 1°* 0 |=

0
0 1
0 0 (-1)| |0 O

—_—0 O

Suoritetaan kertolasku (Matlabilla):

64 126 105

A=|0 1 0
0 0 1

Tehtava 6.

a)

Ominaisarvoihin A, liittyvit ominaisavaruudet E ,, koostuvat kaikista kyseiseen ominaisarvoon
liittyvistd ominaisvektoreista (ja nollavektorista). Ominaisavaruuden E ; dimensio, dim(E ) on
kyseisen ominaisarvon A; geometrinen kertaluku (merkitédidn m; ).

Jos ominaisavaruuden dimensio on esimerkiksi 2, siihen liittyy 2 lineaarisesti riippumatonta
ominaisvektoria.

Nyt matriisilla A on yhteensi 2 + 3 = 5 lineaarisesti riippumatonta ominaisvektoria (kaksi vektoria
2-ulotteisesta ominaisavaruudesta ja kolme vektoria 3-ulotteisesta ominaisavaruudesta), joten
ominaisvektoreista muodostetulla matriisilla V on tiysi rangi. (Ominaisvektorit ovat V:n

sarakkeina.) Tistid voidaan paitelld ettdi V™' on olemassa.

A on siis diagonalisoituva, koskaD = V' AV.
b)
Nyt LRT ominaisvektoreita on 1+1 = 2 < n (koska nyt n = 3)

A ei ole diagonalisoituva, koska R":114 ei ole A:n ominaisvektorikantaa

c)

Nyt on annettu kahteen ominaisarvoon liittyvit geometriset kertaluvut, joiden summa on

1 + 2 = 3. Lisdksi on yksi ominaisarvo, jonka geometrisen kertaluvun tdytyy olla 1<m, <M ,..
Kyseiseen ominaisarvoon liittyvin algebrallisen kertaluvun M, tdytyy nyt olla 1, eli myds m;= 1.
LRT ominaisvektorien kokonaismiirs on siis 1 +2 + 1 =4, eli R":114 on A:n ominaisvektorikanta,
jolloin A on diagonalisoituva.

d)

Lause: R":lla on A:n ominaisvektorikanta, jos ja vain jos A:n jokaisella ominaisarvolla on m =M i

Nyt on mahdollista, ettd ensimmdiselld ja toisella ominaisarvolla timd toteutuu, mutta kolmannelle
geometrinen kertaluku on 1 (kun algebrallinen kertaluku on 2). On mahdollista etté A ei ole
diagonalisoituva.




