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Harj. 3 AV (viikko 40) alkuviikko mallir atkaisut

Tehtava l.a

L aplace-muunnoksen mééritelma:
¥
F(s) = oOf (e “dt Q)
0
Funktio:
ft)=t-2 )
Sijoitetaan kaava 2 méaritelméan 1.
¥ ¥
F(s) = (ft- 2e “dt = ¢yte'™ - 2e %)dt (3
0 0
Huomataan, etté kaavassa 3 pitda kayttda osittaisintegrointia integraalin ensimmaiselle termille.
Osittaisintegrointi méarétylle integraalille:
b b

b
Of 'gdx =/ fg- ¢’ fdx (4)

Kaytetdan kaavaa 4 kaavan 3 ensimmaiseen termiin. Selvitetdén ensin tarvittavat f, g, f’ jag':

f'=e¥ =(-1/9)(-s)e’®
® f=(-1s)(e")
g=t
g'=1
Nyt jatkamalla kaavasta 3 (samalla esimerkki epéoleellisen integraalin laskemisesta):

¥ ¥ ¥
F(s)=/- (/s)et- §* (-1/s)e *dt- cpe “dt
0 0

b b
_n -sb 0 : 2y 2 - : h - &
—tlj!rg((- 1/s)e *b+ (1/s)e” X0) - tI)!rlgé(l/s )g- s)e " dt +2t|)!r>r; Ejl/s)(- s)e " dt

b b
=0+0- (1/s?)lim/e* +2(1/s)lim/e ¥,
b->¥ 0 b->¥ 0
koska
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Edelleen:
F(s)=-(1/ Sz)llj!rg(e’s" - eo) +(2/9) l!irzlé(e-sb _ eo)
=-(1/s*)(0- ) +(2/9)(0- 1)
=1/s?- 2/s= 125
S
Tehtava 1.b

Kuvan mukaan funktio f on:

i1, kun O£t<?2
f)=q 5
® % 0, kun t3 2 ®)

Sovelletaan siis kaavaa 1:

b

¥ 2
F(s) = Of (t)e “dt = (Je *dt + tl)wg (P *dt
0 0 2

-2s

2 1-e
=(- 1/s)(/)e‘s‘dt =(-1s)(e*-1)= s

Tehtava 2.a

Lasketaan ensin:

s'nZt :[%(eit _ e—it)]Z - _ %(eit _ e—it)Z - _ %(eﬁt _ 2+e—2it) (6)

Kaavan 6 ja L aplace-muunnoksen lineaarisuuden perusteella kayttéaen eksponenttifunktion seka
vakion Laplace-muunnoksia:

) 1 ) ) 1 s+2i) 1 2 s- 2i) 1
L(sn®t)=L(- =(e*" - 2+e ")) =-=
(S0 =L 5 R AT L

__1(25 2.1 S

4°s’+4 s° 2s 2s*+8

Tehtava 2.b

cos(2t) =1- 2sin’t (7)
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Ratkaistaan sinitermi kaavasta 7:

sin?t = 17 9052
2
Nyt kayttéaen vakion jakosinin Laplace-muunnoksia:
L(sinzt):L(l cos(2t)) 1 S i _ 1 2s
2 2s 2 s?+27 25 257 +8
Tehtava 3.a
Osamurtokehitelma:

S+5 33) A S+l) B As-3A+Bs+B _(A+B)s- 3A+B

(s+1)(s- 3) s+1 s-3 (s+D(s- 3 (s+D(s- 3 ®)
Nyt:

i A+B=1

{-3A+B=5

Y htéloparin ratkaisuina:
jA=-1
1B=2

Vihdoin L aplace-k&anteismuunnos hyddyntéden kaavaa 8 seka eksponenttifunktion Laplace-
muunnosta kaéntei seen suuntaan:

4 S*5 sl 2
: ((s+1)(s- 3)) (s+1+s- ) ——e +2e”

Tehtava 3.b

Suoraan kayttéen kosinin ja sini Laplace-muunnoksia kdantei seen suuntaan:

4l 2 1] :
i =L 2% 3x% =2co9(2t) + 3an(2t

Tehtava4.a

Kaytetdan kdantei seen suuntaan sinin Laplace-muunnosta ja hytdynnetéén s-siirtolausetta:
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Tehtava 4.b
Lasketaan ensin nimittgjan nollakohdat:

§°-25+2=0« (s-D*+1=0« (s-1)*=i*« s-1=#i« s=1#i 9
Kaavan 9 perusteella:

1 1

2 = - . (20)
§°-2s+2 (s-1-i)(s-1+i)
Osamurtokehitelma kaavalle 10:
DA +S'“” B _ As- A+Ai+Bs- B- Bi
s-1-i S- 1+i s?- 2842
_ (A+B)s+(Ai- Bi- A- B) (11)

s?- 2842
Verrataan kaavoja 10 ja 11, saadaan:

] A+B=0
1Ai-Bi- A-B=1

Y htéloparin ratkai suna:

A=

1
2i
g=. 1
2i

—_ " —— —

Nyt kaavasta 10 kaavan 11 avulla ké&yttden eksponenttifunktion L aplace-muunnosta kéénteiseen
suuntaan:

1 gl 1) V@) U1 L
s?-2s+2h  is-(+i) s- (-0 2 2i

t

=e i_(eit -e")=¢'snt
2i E—

Tehtava5.a

Suoraan L aplace-muunnoksen lineaarisuuden perusteella kayttéen s-siirtolausetta ja vakion sekéd
kosinin Laplace-muunnoksia:
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__ 2 s+1 +§_ 2 s+1 +§
(s+2)° (s+1)?+2° s (s+2)°® s*+2s+5 s

L{tze‘ - e cog(2t) +3}

Jotta L aplace-muunnos suppenee, saadaan viimeisen termin nimittgjasta viela ehto:

Res>0

Tehtava5.b
Lasketaan ensin:

t cosht =t[%(et +e )] :%(tet +te'') (12)
Kaavan 12 perusteella hyddyntéen jalleen Laplace-muunnoksen lineaarisuutta, potenssifuntion
L aplace-muunnosta seka s-siirtolausetta:

Litcosnt} = L{1/ 2(te* +te'*)}

_E( 1 .1 )_l S*+2s+1+s°- 2s+1 _ s +1
2°(s-1% (s+D* 2 (s- 1)?(s+1)? (s- 1)?(s+1)?

Jotta L aplace-muunnos suppenee, saadaan nimittdjan ensmmaisesta termista vield ehto:

Res>1

Tehtava 6.a

Suoraan s-siirtolauseen avulla seka potenssifunktion Laplace-muunnosta hyddyntéen:

3 413 4 { 1 oy

[;-I:L ~ =
(s+2°h 124 (s- (-2)°} 8

i
f(t) =L
i

Tehtava 6.b

Jalleen Laplace-muunnoksen lineaarisuutta, s-siirtolausetta seka kosinin ja sinin Laplace-
muunnoksia kayttaen:

S+8 {_ .l s+8 H_ 41 s+2 6 U

i
f)=L % —2"2 w22 0= +
® }sz+4s+5% %(s+2)2+1% }(s+2)2+1 (s+2)2+12%

=e? cost + 65 * sint = e *(cost + 6sint)
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Tehtava 6.c

Lasketaan ensin osamurtokehitelméa:

F(s) = 4s _= A,B L C . (13)
(s- D(s+D)° s-1 s+1 (s+])
Jatketaan:
(s+1)%) A (s-1)(s+1)?) B (s-1)(s+1)) C
—t —t —_—
s-1 s+1 (s+1)?

_ (s’ +2s+1)A+(Bs- B)(s+1)+Cs- C
(s- D(s+1)°

_(A+ B)s® +(2A+C)s+ A- B- C
(s- D(s+1)°

(14)

Verrataan kaavoja 13 ja 14, saadaan:

i A+B=0 ()]
[ 2A+C=4 2
lA-B-C=0 ©)

Yhtaloista (1) ja (3) saadaan:
2A-C=0

L asketaan tama yhtalon 2 kanssa yhteen, tulos:
4A=4« A=1® B=-1® C=2A=2

Siis.

A=1

B=-1

lc=2

Sijoitetaan nama nyt paikoilleen yhtaloon 13 ja hyddynnetééan ek sponenttifunktion ja potessifuntion

L aplace-muunnosta kdanteiseen suuntaan:

N
z

i 48 0 1 -1 2 @
|, 2,:L|, + + 2,
1s-D(s+)7)  is-1 s+l (s+))

f(t)=L"

=e'-e'+2e't



