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Harj. 3 AV (viikko 40) alkuviikko malliratkaisut

Tehtävä 1.a

Laplace­muunnoksen määritelmä:
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Sijoitetaan kaava 2 määritelmään 1:
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Huomataan, että kaavassa 3 pitää käyttää osittaisintegrointia integraalin ensimmäiselle termille.
Osittaisintegrointi määrätylle integraalille:
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Käytetään kaavaa 4 kaavan 3 ensimmäiseen termiin. Selvitetään ensin tarvittavat f, g, f’ ja g’:
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Nyt jatkamalla kaavasta 3 (samalla esimerkki epäoleellisen integraalin laskemisesta):
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Edelleen:
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Tehtävä 1.b

Kuvan mukaan funktio f on:
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Sovelletaan siis kaavaa 1:
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Tehtävä 2.a

Lasketaan ensin:
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Kaavan 6 ja Laplace­muunnoksen lineaarisuuden perusteella käyttäen eksponenttifunktion sekä
vakion Laplace­muunnoksia:
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Tehtävä 2.b

tt 2sin21)2cos( −= (7)
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Ratkaistaan sinitermi kaavasta 7:
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Nyt käyttäen vakion ja kosinin Laplace­muunnoksia:
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Tehtävä 3.a

Osamurtokehitelmä:
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Vihdoin Laplace­käänteismuunnos hyödyntäen kaavaa 8 sekä eksponenttifunktion Laplace­
muunnosta käänteiseen suuntaan:
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Tehtävä 3.b

Suoraan käyttäen kosinin ja sini Laplace­muunnoksia käänteiseen suuntaan:
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Tehtävä 4.a

Käytetään käänteiseen suuntaan sinin Laplace­muunnosta ja hyödynnetään s­siirtolausetta:
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Tehtävä 4.b

Lasketaan ensin nimittäjän nollakohdat:
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Kaavan 9 perusteella:
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Osamurtokehitelmä kaavalle 10:
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Verrataan kaavoja 10 ja 11, saadaan:
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Nyt kaavasta 10 kaavan 11 avulla käyttäen eksponenttifunktion Laplace­muunnosta käänteiseen
suuntaan:

titi e
i

e
iis

i
is

iL
ss

L )1()1(1
2

1

2
1

2
1

)1(
)2/(1

)1(
)2/(1

22
1 −+−− −=









−−
−

+−
=









+−

teee
i

e tititt sin)(
2
1

=−= −

Tehtävä 5.a

Suoraan Laplace­muunnoksen lineaarisuuden perusteella käyttäen s­siirtolausetta ja vakion sekä
kosinin Laplace­muunnoksia:



Sivu 5/6

}{
sss

s
sss

s
s

teetL tt 3
52

1
)2(

23
2)1(

1
)2(

23)2cos( 23223
22 +

++
+

−
+

=+
++

+
−

+
=+− −−

Jotta Laplace­muunnos suppenee, saadaan viimeisen termin nimittäjästä vielä ehto:
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Tehtävä 5.b

Lasketaan ensin:
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Kaavan 12 perusteella hyödyntäen jälleen Laplace­muunnoksen lineaarisuutta, potenssifuntion
Laplace­muunnosta sekä s­siirtolausetta:
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Jotta Laplace­muunnos suppenee, saadaan nimittäjän ensimmäisestä termistä vielä ehto:
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Tehtävä 6.a

Suoraan s­siirtolauseen avulla sekä potenssifunktion Laplace­muunnosta hyödyntäen:
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Tehtävä 6.b

Jälleen Laplace­muunnoksen lineaarisuutta, s­siirtolausetta sekä kosinin ja sinin Laplace­
muunnoksia käyttäen:
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Tehtävä 6.c

Lasketaan ensin osamurtokehitelmä:
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Verrataan kaavoja 13 ja 14, saadaan:
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Yhtälöistä (1) ja (3) saadaan:
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Lasketaan tämä yhtälön 2 kanssa yhteen, tulos:
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Sijoitetaan nämä nyt paikoilleen yhtälöön 13 ja hyödynnetään eksponenttifunktion ja potessifuntion
Laplace­muunnosta käänteiseen suuntaan:
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