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Tehtava 1

a)
fz) = 2°
= (z+iy)?
= 23+ 3ix’y — 3xy® — iy (1)
eli
u(z,y) = 2° — 3xy” (2)
ja
v(x,y) = 3’y —y°. (3)
b) Lause 1 (Kompleksiluvun ki#nteisluku) Kompleksiluvun w = £ +in
kadanteisluku saadaan kaavasta ﬁ = ;{TZ’JQ Toisin sanoen: w=1 = \5\2'

Kun lauseeseen 1 sijoitetaan & = 22 — y? ja n = 2xy + 1, saadaan

1 1

2+i 22 —y? +i(2zy + 1)
_ 2?2 —y? —i 2wy + 1) (4)

(@2 — y2)* + (2zy +1)°
22 _ 42
oD = AT T (g 11T ©)
ja

v(ay) = ———ad ©)

(22 = y2)° + Qzy + 1)*

Tehtava 2

Lause 2 (Kompleksisen sinin ja kosinin miiritelmét) Kompleksiset sinin
ja kosinin mdadritelmdt ovat

sinz = % (eiz — e_iz)
ja
T
cosz = (e +e ).

Ne vastaavat reaalisia sineji ja kosineja, jos néaiden arvot ratkaistaisiin FEulerin
kaavasta.



a) Lauseen 2 perusteella

1 R N
. o - —iz _ —i(—=2) I
sin (—z) 5% (e e ) sin z (7)
ja
1 R N
. _ —iz —i(—=2) _
cos (—2z) 5 (e +e ) COSs 2 (8)

koska keskimmadisten kaavojen jalkimmaisissad eksponenttifunktioissa eks-
ponenttien miinusmerkit kumoavat toisensa.

b), vaihtoehto 1: Sinin summakaavasta !

sin(a + ) = sina cos B + cos asin 3 (9)
ja kaavoista
coshz = cos (iz) (10)
sekd
sinhy = —1 sin (iy) (11)
saadaan
sin z = sin (x + fy) = sinz cosh y + 2 cos z sinh y. (12)

b), vaihtoehto 2: Lauseen 2, Eulerin kaavojen ja hyperbolisten funktioiden kaavojen perus-

teella on
sin(z +iy) = % (ei(mﬁy) - e‘“““y))
7
1
= 5 ((cosz + isinz) e ¥ — (cosz — isinz) e)
7
= lsim:zc-e_y—i— lsin:zc-ey—i-lcosac-e_y — —cosx-éeY
2 2 27 27
= sinzcoshy + 7 cosxsinhy. (13)

Tehtavia 3

Lausutaan integrandi ensin eksponenttifunktion avulla lausetta 2 hyviksikiyt-
taen:

s
/ sinmz sinnxdr =
x

=—T

R imaey L (o .
/ — (elmw _ e—zmz) E (elnw _ e—zn:c) de =
T

. 2l

__/ ei(ern)a: _ ei(mfn):c _ ei(fern):c + ei(fmfn)a: dz. (14)

=—T

IT4am4 voidaan johtaa reaalialueella analyyttisen geometrian keinoin johtamalla ensin pis-
tetulon avulla kosinin vdhennyslaskukaava ja sitten sinin ja kosinin ominaisuuksiin nojautuen
loput summa- ja erotuskulmien kaavoista. Kaavan pitevyys kompleksialueella voidaan tar-
kastaa laskemalla kaavan (9) molemmat puolet erikseen lauseen 2 avulla ja toteamalla ndmé
samoiksi.



Lasketaan sitten seuraavanlainen aputulos:

4 1
eikw dr = — eikﬂ' _ e—ikTr
| a1 )

= (- moke@ oy )

>

misté seuraa, ettd kaikki kaavassa (14) esiintyvien termien integraalit haviavét,
mikili m,n € Z ja m # +n. Tehtédvassi riitti osoittaa vihempi, s.0. ettd lause
patee kun m,n € N ja m # n, miki siséltyy edelliseen. [

Tehtadva 4

Lause 3 (Rationaalifunktioiden analyyttisyys) Rationaalifunktiot ovat ana-
lyyttisid muualla kuin nimittdjin nollakohtien kohdalla. Erityisesti ﬁ on ana-
lyyttinen kaikkialla muualla paitsi pisteessd z = a.

Lasketaan 0r+i 9 — %43 "
_ z+z: z— 21+ z:2+ ZA (16)

z—1 z—1 z—1

f(z)
jolloin siis lauseen 3 nojalla f(z) on analyyttinen kun z # i. Lasketaan vield

-3

f'(z) = — (17)
(z—1)
ja kun kaavaan (17) sijoittaa z = —1, saadaan
Lo -3 3
—1) = = —1. ].8
feD= =g (18)

Tehtavd 5
a) Funktion f(z) = 1 analyyttisyys joukossa z # 0 seuraa edellisen kohdan

z
lauseesta 3 suoraan sijoittamalla. Derivaatta taas saadaan potenssifunk-

tion derivointikaavalla

1

f'(z) = PP (-1)z7? = — = (19)
b) Cauchyn-Riemannin yhtdlot ovat tunnetusti % = g—; ja g—Z = fg;, jotka

muodostavat valttamattoman ehdon, jotta kompleksifunktio olisi derivoi-
tuva. Jos ndmé yhtilot toteutuvat jossakin avoimessa joukossa U, ja jos
siind esiintyvat osittaisderivaatat ovat jatkuvia U:ssa, niin kompleksifunk-
tio f(z) = u(z,y) + iv(x, y) on analyyttinen U:ssa.

Jaetaan f(z) komponentteihin
1 1 T —1y

f(z):zzx—i—iy:xQ—i—yQ (20)

lauseen 1 avulla, jolloin siis

€T

G R 21
.’L'2 + y2 ( )

u(z,y) =



ja

—Y
v(w,y) = m (22)
Lasketaan osittaisderivaatat osamaaran derivoimiskaavalla
d (wi(z)\ _ wi(@)ws(z) — wi(z)ws(z) (23)
dx \ wa(x) w3(x)
seuraavasti
ou  1-(2249?) —x- 22
Oz (22 +y2)°
y? — 22
(@2 +y?)°
% B —2xy
Oy (a2 +y?)*
@ B 2y
0r (2% +y?)°
) 2 _ .2
= - L7 (24)
Oy (a2 +4?)

(ylimmaéssé esimerkin vuoksi vilivaihe mukana) ja ndhdaan, ettd Cauchyn-
Riemannin yhtdlot todellakin patevdt. Osittaisderivaatat ovat jatkuvia
kun z # 0.

Funktion f(z) derivaatta laskettaisiin ndiden avulla esimerkiksi

ou  Ov
4 — R A,
F@) = Ox + e
2 2
yc—x . 2wy
= —+ 1
(@442 (@ +y?)
__eow)
(a2 +y?)°

z
_ <W> =-= (25)
miki on sama tulos kuin kohdassa (19).

Tehtiava 6

f(2) = |2 = 2% + y2 eli u(z,y) = 22 + y2 ja v(z,y) = 0. Osittaisderivaatat
ovat siis g—g = 2z, ‘9—;‘ = 2y ja % = g—; = 0, joten ainoa piste, jossa f(2)
on derivoituva on * = y = 0 eli z = 0. Koska kompleksitasossa ei tdmén

johdosta ole mitasn pistettd, jolla olisi sellainen ympdiristd, jossa f(z) olisi
derivoituva, ei f(z) ole analyyttinen misséén.



