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Harjoitus 2. alkuviikko (viikko 39), malliratkaisut,
versio 1.1

Tehtava 1

Lause 1 (Hyperbolisen kosinin summakaava) Hyperbolisen kosinin sum-
makaava on

cosh (z1 + 2z2) = cosh 21 cosh 29 + sinh z; sinh 2. (1)

Tdmd on mahdollista johtaa kosinin summakaavasta ja todistaa lausumalla kaa-
van (1) molemmat puolet eksponenttifunktion avulla.

a)
cos(1+2i) = coslcos(2i) — sin1sin (27)
= cos1cosh2 — isin1sinh 2. (2)
b)
sinim = isinh 7. (3)

c¢) Lauseen 1, kosinin parillisuuden ja sinin parittomuuden perusteella

cosh (=3 —6i) = cosh(3+ 6%)

cosh 3 cosh (62) + sinh 3 sinh (67)

cosh 3 cos(—6) — isinh 3 sin(—6)

= cosh3cos6 + isinh 3sin6. (4)

Vaihtoehtoisesti (huomaa sopiva termien uudelleenjirjestely)

1 . .
cosh (-3 —67) = 3 (e73700 4 3167
1 - .
— 5 (63661 + 6—36—61)
1
= 3 (€® (cos6 + isin6) + e~ (cos 6 — isin6))
1 1
= 3 ( 3—}—673) cos6 + 5% (63 —673) sin 6
= cosh3cos6 + isinh 3sin6. (5)

Tehtava 2

Lause 2 (Konformikuvaus) Konformikuvaus on kuvaus w : C — C, joka sdi-
lyttada paikalliset kulmat. Analyyttinen funktio on konforminen kaikissa pisteis-
sd, joissa silld on olemassa nollasta eriGvd derivaatta. Vastaavasti mikd tahansa
konformikuvaus, jolla on jatkuvat osittaisderivaatat, on analyyttinen.
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Kuva 1: Tehtdvan 2 kuvaus maaliavaruudessa. Huomaa suorat kulmat pisteissi
(Oa 1)7 (07 _1> ja‘ (_27 O)

w=1i22 = 1 (502 —y?+ 2i:z:y)
= —2zy+i(a®—y?). (6)
Reunojen kuvaajat ovat siis parametrimuodossa
(t,0) — (0,t%)
01 — (0.-2)
(t,1) — (=2t,2—1)
(Lt) — (-2t,1—¢°) (7

Kaikissa néistd ¢ € [0, 1].

w'(z) = 2iz, joten lauseen 2 perusteella w on konforminen kaikkialla muual-
la paitsi origossa. Asia ilmenee siten, ettd suora kulma kuvautuu origossa oiko-
kulmaksi, mutta muut kolme suoraa kulmaa siilyvit maaliavaruuden pisteissi
(0,1), (0,—1) ja (—2,0). Ks. kuvaa 1.

Tehtava 3

Sini: Sinin summakaavasta seuraa (ks. edellistd harjoitusta), ettd sin z = sin x cosh y+
icosz sinhy. Pétee siis u(x, y) = sinz coshy ja v(x,y) = cosz sinhy. Osittaisde-
rivaatat ovat vastaavasti u, = v, = cosx coshy ja u, = —v, = sinzsinhy, jotka
kaiken liséksi ovat jatkuvia. Sinifunktio on siis analyyttinen kaikkialla (ks. nyt-
kin edellistd harjoitusta). Lasketaan vield u, +iv, = cosz coshy—isinzsinhy =
cos 2.

sin z ei ole konforminen kun cosz = 0, eli kun z = 5 + nm, n € Z.

Kosini: Kosinille vastaavat u ja v ovat u(x,y) = coszcoshy ja v(z,y) =
—sinx sinhy. Pétee u, = v, = —sinzcoshy ja uy = —v, = coszsinhy, jotka
samoin ovat jatkuvia, joten kosinikin on analyyttinen kaikkialla. Lasketaan vield
edellisen tapaan u, + v, = —sinx coshy — cosx sinhy = —sinz. J



Tehtavi 4

Haetaan toisen kertaluvun derivaattoja

u(xz,y) = sinxcoshy
Uy = cosxcoshy
Uyy = —sinxsinhy
uy = sinxsinhy
Uyy = sinxsinhy
V32U = Upg + Uy, = 0 (8)

ja ndhd&én, ettd u on harmoninen.
Haetaan wu:lle listtoharmoninen v, jonka on tarkoitus tdyttdd u:n kanssa
Cauchyn-Riemannin kaavat:

vy = cosxzcoshy

v(z,y) = /cosx coshy dy
= coszsinhy + a(z)
—sinzsinhy + o/ ()
@) = 0 9)

4
8
I

« on siis reaalinen vakio. Huomaa kuitenkin se, ettd integroitaessa y:n suh-
teen piti siind vaiheessa “integroimisvakioksi” ottaa mielivaltainen z:n funk-
tio! Edellisen tehtdvin ja edellisten harjoitusten perusteella saadaan lopulta
f(z) =sinzcoshy + icosxsinhy + i = sin z + i, missd o € R.

Mikéli tdma seikka ei etukiteen olisi ollut tiedossa, olisi voitu nojautua
sithen, ettd reaalisille z olisi ollut f(z) = sinzcosh0 + icosxsinh0 + i =
sinz-147%cosz-0+ia = sinz + ia ja tdstd olisi f(z) saatu jatkamalla analyyt-
tisesti koko kompleksitasoon.

Tehtivi 5

Tehdddn samantapaiset parametriesitykset kuin tehtédvissd 2. Hyodynnetddn
my6s tehtdvin 3 kaavaa kompleksiluvun sinille ja saadaan

(x,0) — (sinz,0) (10)
(0,y) — (0,sinhy) (11)
(z,2) — (sinzcosh2,coszsinh?2) (12)
(g, y) —  (coshy,0). (13)

Téssé siis € (0,%) ja y € (0,2). Huomataan, ettd (10), (11) ja (13) kuvaavat
suoria viivanpatkia kun sen sijaan (12) on osa ellipsin kaarta. Samoin voidaan
todeta, ettd muut suorat kulmat kuvautuvat suoriksi kulmiksi paitsi (7,0), joka
kuvautuu maaliavaruudessa pisteessé (1, 0) olevaksi oikokulmaksi. Ks. kuvaa 2.



Kuva 2: Tehtdvan 5 kuvaus maaliavaruudessa. Huomaa suorat kulmat pisteissi
(0,0), (cosh2,0) ja (0,sinh 2).

v

Kuva 3: Tehtdvin 6 epidkonformisuuspisteet. Origossa kuvaus ei ole edes ana-
lyyttinen.



Tehtavi 6
f(z) =22 +% =22+ 272, joten

2 2(24—1)
! _ -3 _ _

. (14)

f(2) ei ole analyyttinen origossa ja vastaavasti pisteissd z = {£1, +i} sijaitsevat
derivaatan nollakohdat, joten f(z) ei siis ole konforminen mainituissa viidessé
pisteessi. Ks. kuvaa 3.

Lasketaan viela

w= f(r ei‘P) = 2P 42w
= 72 (cos2p +isin2p) + r2 (cos 2 — isin 2¢)
= r?cos2¢p+ 1 2cos2p+i (r2 sin2¢p — r~%sin 2cp)
= (P 4+r7%)cos2p+1i(r* —r ?)sin2¢p (15)
eli kiiyrat ovat origokeskisid ellipsejd kun r» € Ry on vakio. Jos r = 1, litistyy

ellipsi viivaksi. Jos sen sijaan r — 0+ tai r — oo, ldhestyy kuvaaja asymptoot-
tisesti yha suurenevaa ! tai r-siteistd ympyras.



