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Teknillinen korkeakoulu Apiola/Bingham
Matematiikka,

Mat-1.433 /443 Matematiikan peruskurssi K3/P3 syksy 2005
http://math.tkk.fi/teaching/k3/

Laskuharjoitus 12 (viikko 49, 5.-9.12.2005) Ratkaisuja
Loppuviikko
2. Ohuen nelibnmuotoisen kuparilevyn pinnat on limpderistetty (reunoja lukuunottamatta). Olkoon ne-

lién sivu @ = 24. Yldreuna pidetdin 20°C-asteessa ja muut reunat 0°:ssa. Marits tasapainoldmpoti-
lajakauma u(z,y), toisin sanoen, ratkaise Laplacen yhtdls Au = 0.

Ratkaisu: (3 N w=Y

4
Ugz + Uyy = 0, u(z,24) =20, u(0,y) = u(z,0) = u(24,y) =0
& u=0
Suoritetaan muuttujien erottelu edellisen tapaan. Nyt saadaan >
>0
F'z) __G'y) _ L
F(z) G(y) ' ZL 2y X
=0

(Voitaisiin tietysti merkitd yhtd hyvin k, jolloin osoittautuisi, ettd on valittava k < 0. Tulevaa enna-
koiden —k on vdh&n mukavampi.)

(x-yhtéls): F"'(z) + kF(z) =0, F(0)= F(24) =
(y-yhtéld): G"(y) — kF(y) =0, G(0)=0.

x-yhtls: Y1 ratk: F(z) = Acos vVkz + Bsin Vkz.

F0)=0 = A=0,F(24) =0 = sinvVk24 =0 = k = (2)2
Siten F,(z) =sin3fx, neN.

y-yhtils: Y1 ratk.: G(y) = Ae%¥ + Be %y,

G(0) =0 = B=—A4, joten G(y) = 2Asinh 5¥. Merk.
Gn(y) = sinh 7.

Siis "ominaisfunktiot” u, (z, y) = F.(2)Gr(y) = sin % sinh Z7¥ toteuttavat Laplacen yhtilon ja kolme
0-reunaehtoa. Samoin on laita mielivaltaisen hneaarlkombmaatlon, jopa ddrettomén, kunhan kertoimet
valitaan niin, ettd sarja suppenee.

Yléreunaehto: u(z, 24) = 20

Miten on kertoimet c, valittava, jotta 20 = 3°°° | caun(z,y) = 300 ¢, sin 22 i sinh TR kun y = 24,
No télléinhan on oltava ¢, sinhnr = b,, missi b, on 2-24-jaksoisen panttomastl jatketun vakiofunktion
smlsarjan kerroin (ts. 48-jaksoisen parittoman kanttiaallon Fourier-sarjan kerroin)

by, = 224 o %20 sin 22z MEdr = 40 (1 —cosnm) = 82, kun n on pariton, ja 0, kun n on parillinen.

Siten saadaan ratkalsu.

80 1 . (2k — )7z (2k — Dy
- h
wzy) = £ (2k — 1) sinh((2k — 1)m) sin(—— ) sinh ——;
Tai yhtd hyvin (ehké selkedmmén nikoisesti):
80 — 1 . M, . | NTY
o) = ) msimb(n) Sl ) sinh 5

n=1,3,5,...
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