Teknillinen korkeakoulu Apiola/Bingham 3. Osoita, ettd vektorit vq = [3,1,1],v2 = [-1,2,1],v3 = [-1/2,-2,7/2]
Matematiikka muodostavat ortogonaalisen kannan R3:ssa. !

Miééritd vektorin v = [6, 1, 8] esitys téissi kannassa. Huom! Tehtéivin voisi
toki laskea Gaussilla, mutta téssé on tarkoitus kédyttaéd ortogonaalisuutta
ja sen ansiosta padstd vihemmaélld laskutyolla.

Mat-1.433/443 Matematiikan peruskurssi K3/P3 syksy 2005
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Laskuharjoitus 7 AV/ 8 LV (viikko 45 , 7 — 11.11.2005)

T&amdi on ainoa kerta kurssin aikana tdhidn mennessi, jolloin Gauss ei kelpaal

a b

c d |’

Osoita, ettd A :n ominaisarvot ovat A; :n ominaisarvot ja g. Mitkd ovat
ominaisvektorit, jos A; :n ominaisvektorit ovat v ja vo?

Ominaisarvoteoriaa: [KRE] Ch 7, alk. s. 370, Lay: Ch 5, alk. s. 327, a b 0

[KRE] 8.2 ss. 4.1087413.Z hyva lferrata “pistetulo”z “dot pro.duct” ’ 4 Olkoon A= | ¢ d 0 | . Merkitiin A, —
[KRE] 6.8 Yleinen sisétulo (“inner product”) esitelty hyvin lyhyesti.
Ominaisarvopruju: 0 0 g
http://www.math.hut.fi/teaching/k3/05/L/ominaisarvot.pdf
[KRE]-kirjasta puuttuu: Diskreettien dynaamisten systeemien késitteet ja
Gram—Schmidt-ortogonalisoints.

Toisen vilikokeen aihepiiri harjoitusten osalta paattyy tdhéin tehtdvasarjaan. a —b 0
5. (a) Osoita, ettd matriisin A= | b a 0 |, a,b,c€ R (voit halutes-
Alkuviikko 0 0

sasi olettaa positiivisiksi)

1. Matriisin A jélki ("trace”) on diagonaalialkioiden summa: sarakkeet ovat keskenéin ortogonaaliset. Milld kertoimilla pitda sarakkeet

tr(A) = > | a;;. Osoita, ettd 2 x 2—matriisin ominaisarvot ovat reaaliset,
jos ja vain jos tr(A)? > 4 det(A).
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(b) Muodosta reaalinen esitys A = PCP~!, missi C on kiertomatriisi
(mahdollisesti yhdistettyni venytykseen/kutistukseen).

Ohjeita:
(a) Kompleksinen diagonalisointi muodostetaan aivan samoin kuin reaali-

nen, toki hieman tycladmpéaé. Jotta ei tule liian tyolddksi, annetaan kdan-
teismatriisin kaava (Cramerin sdidnto 2 x 2—matriisille):

. (a) Muodosta kompleksinen diagonalisointi matriisille A =

a b d —b
Jos M = ,niin M1 = L (jos det M #0)
c d —c a

(b) Jos A = a+i (3 ja vastaava ominaisvektori on v, niin P = [Rev | Imv]

B 0‘]
jad

normeerata, jotta ne olisivat ortonormaalit, jolloin olisimme oikeutettuja
kutsumaan matriisia ortogonaaliseksi.

(b) Olkoon a = 0.8, b = 0.6, ¢ = 1.07. M&aritd A :n ominaisarvot ja
-vektorit.

3 1 1
. Matriisin A= | 1 3 1 | erds ominaisarvo on 5 ja erds ominaisvektori
1 1 3

[—1,1, O]T . Muodosta ortogonaalinen diagonalisointi A :lle.

Vihje: Jos ominaisvektori on annettu, on ominaisarvo helppo méaréita suo-
raan madritelmian mukaan. Kun tunnet kaksi ominaisarvoa, saat kolman-
nen helposti vaikkapa miettimaélld, miten ominaisarvojen tulo esiintyy ka-
rakteristisessa polynomissa.

1Jatamme vilillid tarkoituksella transpoosimerkin vektoreista pois. Oikeasti on
olennaista vain se, mikd on vektorin 1.,2.,... komponentti, ei se, missi “asennos-
sa” vektori seisoo tai makaa.



Ohjeita

Ortogonaalinen diagonalisointi: A = V DV ~!. Jos matriisi on symmet-
rinen, voidaan V korvata ortogonaalisella matriisilla U, jolloin siis U~! =
UT. Useampikertaisen ominaisvektorin tapauksessa ominaisvektorit eivit au-
tomaattisesti ole ortogonaaliset. Tall6in on ominaisavaruudelle muodostettava
ortonormaali kanta. Piirrd tavallisen vektorigeometrian mukainen mallikuva,
jossa vektorista v vihennit sen kohtisuoran projektion toisella (LRT) vekto-
rilla. (Td4mé on yleisen Gram—Schmidt-prosessin 1. askel.) Muista, etté kaikki
ominaisvektorit pitd4 normeerata yksikkovektoreiksi.

Loppuviikko

1. Olkoon A 2 x 2—matriisi, jonka ominaisarvot ovat 3 ja 1/3 ja vastaavat
ominaisvektorit vy = [1,1]" ja vy = [-1,1]7.

Olkoon (xy) differenssiyhtélon @y = Axg, xg=[9, l]T ratkaisujono.

(a) Laske @1 = Axg ja ¢y = Ax; ja piirré pisteet xg, 1,2 tasoon.

(Huomaa: téitd varten ei todellakaan tarvitse tuntea matriisia A.)

(b) Maiéritd ratkaisukaava xj :lle lausuttuna k :n ja ominaisvektorien

v1,vo avulla.

(c) Piirrd joitakin lisépisteitd tasoon, kdytd hyviksesi ominaisvektorikoor-

dinaatistoa.

2. Selvitéd kuitenkin, miké tuo edellisen tehtédvan matriisi A on.

3. Jatketaan AV- tehtiviad 5(b).
(a) Selvitéd, minkilaista reittid kulkee x;z5—tason ldhtopiste iteraatiossa
Tny1 = Ax,. Laske kiertomatriisin kiertokulma ja selvitd sanallisesti,
miten piste x,, liikkkuu avaruudessa, kun n kasvaa.
(b) Sama kuin edelld, mutta ldhdetédén pisteesté, joka ei ole 215 —tasossa.
(c) Liahde iteroimaan pisteistd &y = [2,0, 0] ja &g = [2,0, 1] ja piirrd kuvat,
joissa on muutama iteraatiopiste (yhdistettyné viivoilla (kaarilla)).

1.7 -0.3 0.3 04
4. Olkoon (a) A = ja (b)A = .

-1.2 0.8 -0.3 1.1
Selvitd kummassakin tapauksessa, mitd tyyppid O on dynaamisen systee-

min x,+1 = Az, suhteen, kun tyyppeji ovat “repellori”, “attraktori” ja
“satula”. Piirrd ominaisvektorit ja systeemin etenemistéd kuvaavat suunta-

nuolet niille. Piirré liséksi joitakin trajektoreita (suuntanuolineen), jotka

eivit 1dhde ominaisvektoreilta. Kayta piirroksissa mieluusti ominaisvekto-
rikantaa.

5. Mitd ominaisuuksista: “Hermiittinen, vinohermiittinen, unitaarinen, ym.”
seuraavilla matriiseilla A, B ja C on?

A 0 1+4i 0
0 1 i o
A= B= ,O=|1-i 0 141
-1 0 V3 i
1—i 0

W
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N
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(Huomaa, ettd vastaus voi myds olla: “ei mitddn”.)

Mééritd kunkin spektri (ominaisarvot) ja vertaa mainittua tyyppi olevien
matriisen peruslauseisiin. Negatiivisessa tapauksessa etsi mahdollisimman
monta “ei-ominaisuutta”. (Vaikkapa KRE Thm. 1 s. 386.)

Vastauksia: Ominaisarvot ja -vektorit

)y A=1/2V3+1/2i, —1/2/3+1/2i

1 -1
V:
11
(c)
-2 —1/2—-1/2i 1/2+41/2i —i
A=| 2 |, v= 1 1 0
0 —1/241/2i 1/2-1/2i 1

Diskreettien dynaamisten systeemien kisitteitéa

Lineaarinen diskreetti dynaaminen systeemi on differenssiyhtilo «,4+1 = A x,.
Téssé erit. A on 2 x 2.

Trajektori: Pistejonon kuvat xj tasossa, usein siihen ajatellaan kuuluvaksi
myos pisteitd yhdistava kdyra.

Kiintopiste: x, jolle Ax = . Origo on aina kiintopiste.

Origo on

attraktiivinen, jos kaikki trajektorit — 0, kun n — oo. Néin kéy, jos |Agx| < 1
repulsiivinen, jos kaikki trajektorit — oo, kun n — oo. (JA\gx| > 1)

satula, jos osa trajektoreista — oo, ja osa — 0, kun n — oc.

Kompleksiset ominaisarvot: Attraktiivinen tai repulsiivinen spiraali. Jos
|A| = 1, niin trajektori kiertdd pitkin samaa ellipsid (heikosti stabiili).



