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1. Tarkastellaan vapaata vaimennettua vérdhtelyliikettd mallintavaa yht&loa
y' +2cy +wiy =0, y(0) =1y, v (0)= vy Téssi vaimennusvakiota
on merkitty 2c¢ :1li ja vaimentamattoman (harmonisen) vérdhtelijin omi-
nais(kulma)taajuuttaa wy :lla.

(a) Osoita, etté ratkaisun Laplace-muunnos saa muodon

Yo S+ vo +2cyo

Y(s) = (s+c)2+w3*02.

(b) Osoita, etti “kriittisen vaimennuksen tapauksessa”, eli ¢ = wy, saadaan
ratkaisuksi

y(t) = ((v0 + cy0) t + y0) e
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2. Kirjoita funktio f(t) = i ’ t0>§2t <2 Heavisiden funktioiden, eli yk-
sikkoaskelfunktioiden v avulla ja muodosta t-siirtosdantod hyodyntien
Laplace-muunnos L(f).
Vihje: Jos summassa esiintyisi vaikkapa muotoa t?u(t—a) oleva termi, jou-
tuisit t-siirtosdinnon soveltamiseksi kirjoittamaan "vikisin” (t—a)?u(t—a)
ja korjaamaan sitten aiheuttamasi virheen. Tdhéan tyyliin edeten péésisit
sitten t-siirron edellyttdméén muotoon. (Systemaattisempi tapa kirjoittaa
q(t) = t" potenssien (t — a)* avulla olisi muodostaa n-asteinen Taylorin

polynomi g(a) + ¢'(a)(t — a) + %(t —a)?+...)

3. Olkoon f paloittain jatkuva ja eksponentiaalista kertalukua (M, o) ja ol-
koon F' = L(f). Osoita, etti lims_ o, F(s) = 0. Pohdi ("vapaaehtoisesti”)
tétd taustaa vasten kaavan £ = 1 siséltod ja sitd, millainen olio on (tai

pikemmin ei ole) Diracin d—"funktio”(oikeammin “distribuutio”)
Vihje varsinaiseen tehtivisin: Aivan suoraan mésritelmists ! saat johde-
tuksi sopivan epdyhtalon.

. Massa-jousisysteemié mallintava differentiaaliyhtélo alkuehtoineen olkoon

y' +3y +2y=r(t), y(0)=0, y'(0)=0.

Herétteend r(t) on hetkelld ¢ = 2 tapahtuva kahden yksikkéimpulssin suu-
ruinen vasaranisku, jota mallinnetaan Dirac’n deltalla,

téssd siis 7(t) = 26(¢ — 2). Méadritd yhtdlon ratkaisu eli vaste y(¢). Madrita
lisdksi ajanhetki, jolla vaste saa maksimiarvonsa ja hahmottele kuvaaja
(suunnilleen) vélill4 [0, 4].

(Tdmé& on muuten sama kuin “impulssivaste”, mutta isku on kahden yksi-
kén suuruinen ja tapahtuu viivistetysti, vasta hetkelld ¢ = 2.)

. Marita kiiinteismuunnokset f = £71(F), kun
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(a) F(s) = 55513+ (b) F(s) = =gy
Kiytd konvoluutiolausetta. Tarkista (a)-kohdan ratkaisu osamurtotyylil-
l4. Totea (“vapaaehtoisesti”), etté téssd tapauksessa konvoluutiolause on
sama asia kuin integraalin muunnoskaava.
(b) Integrointi sujuu, kun muistelet tyylid cos a cos g olevia kaavoja, jot-
ka saat kdden kédnteesséd johdetuksi kaavoista
cos(a £ 3) = cos « cos B F sin a sin 3.
"Vapaaehtoinen”pohdinta: Onnistuisiko tdmé& osamurtotyylilla?
Vast (b) (1/6)(sin 3¢ + 3t cos 3t)

. Ratkaise konvoluutiolausetta hytdyntéden yht&lo

y'+4y=r(), y0)=1, y'(0)=0, missd r(t) =1, kun0 <t <1, O,
muuten.

Huom! Herétettd r(t) ei Laplace-muunneta lainkaan.

Vast: y(t) = 3/4 cos(2t) + 1/4 — 1/2u(t — 1) (sin (t — 1))® T&mé on
Maplen generoima vastauskaava, Maplea ei voi, toisin kuin teekkareita,
komentaa kayttaméadn konvoluutiolausetta. Voi olla, etté johdut luonnos-
taan paloittain méériteltyyn muotoon, mutta on hyvé toki osata kirjoit-
taa se sujuvasti “u-muotoon”. Huomaa myos trig. funktioiden potenssien
ja kaksinkertaisten kulmien véliset kaavat, vastaus voi siksikin ilmeté eri-
nékoisen.

YHf(#)] < Me?. (Huom: KRE-kirjan 8:nnessa painoksessa on vanhemmissa edi-
tioissa virheellinen miinusmerkki, o:ssa, jota kirjassa merkitddn k:lla, uvudemmissa
nikyy korjatun.)



