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Uudesta lukukauden jaosta (syysloma/tenttikausi viikolla 43) johtuen harjoi-
tukset joudutaan alkamaan jo samalla viikolla kuin luennot. Ensimméiset har-
joitukset pidetddn ohjattuina ex tempore-tilaisuuksina loppuviikon ryhmissé.
Lasketaan assarin opastuksella kertausluonteisia tehtévia. Naméa asiat kdydaan
lyhyesti luennolla, mutta tehtaviapaperin loppuun koottujen tietoiskujen avulla
pitéisi ndiden tekemisen onnistua, vaikka kaikkea ei olisikaan ehditty kateede-
rilta juhlallisesti julistaa.

Koska alku tulee néin dkkié, ei harjoitusryhmié saada vield tdhén jaetuksi. Nais-
sé 1. LV-harjoituksissa itse kukin saa vapaasti valita harjoitusryhmé&n kurssi-
sivun kohdasta luento- ja harjoitusajat loytyvisté listasta. (Niistd har-
joituksista ei niin ollen jaeta ldsn#olopisteitd, niistd ammennetaan pelkédstain
tiedon/taidon kultajyvii.)

Tehtaviat loppuviikkolle 37
1. (a) Olkoon z3 =3 +4i, 2z2=5—21.

Mééritd muodossa x + iy lausekkeet (21 — 22)? ja (%)v
(b) Mééritd ReZ ja ImZ, kun z =z +iy (r € R, y€R).

2. Lausu De Moivre’n kaavaa hyddyntéen cos 3¢ ja sin 3¢ cos¢:n ja sin @:n

potenssien avulla. Téssé oletetaan: ¢ € R.
3. Madritd Argz (argumentin pédarvo eli pdidhaara-arvo), kun z = (a) 141,
(b) =144, (¢c) =1 —14, (d) 1 —.

Lausu kukin my6s muodossa arctan% + kmw, k= 0,1,—1, missi arctan
tarkoittaa arkustangentin paihaaraa.

4. Osoita, etté % = %, missé /z tarkoittaa neligjuuren péihaaraa, ts.

sitd, jonka argumentin pddhaara on vélilla (—m/2, 7 /2]

5. Maéritd yhtélon z° = —1—1iv/3 kaikki ratkaisut C :ssi. (Huomaa, ettéd saat
tarvitsemasi argumentin tarkan arvon, kunhan piirrét itsellesi tasasivuisen
kolmion ja sille sivun keskinormaalin.)

6. Olkoon w juuren /1 arvo, joka saadaan juurikaavasta, indeksilld k = 1.

(a) Osoita, ettd kaikki ykkosen n:nnet juuret voidaan lausua muodossa

1w, w?, .. .wh L.

(b) Osoita, ettd ykkosen n:nsien juurien summa = 0. Vihje: Muista, ettd
geometrisen summan kaava pétee yhtd hyvin kompleksialueella, ovathan
laskusdannot aivan samat.

(c) Tulkitse (b)-kohdan tulos geometrisesti.

Perusasioita kompleksiluvuista

z=x+1iy = (z,y), x = Rez, y = Imz. Kyseessd on zy-tason pisteet,
joille kdytetdan myos vektorimerkintdd 1 4 y ¢, missd 1 on x-akselin ja ¢
on y-akselin suuntainen yksikkévektori. (Useimmiten kirjoitetaan x +y.)
Kompleksitaso C on siis sama kuin reaalilukuparien taso R?, mutta
kompleksiluvuille on liséksi méaritelty kertolasku.

Laskus&snnot samat kuin reaaliluvuilla, lisiksi i2 = —1
Liittoluku: 7 = = — iy
Moduli, eli itseisarvo: |z| = /22 4+ y? = V2Z.

Rationaalilauseke saadaan muotoon Re+ ¢Im laventamalla nimitt&jan
liittoluvulla.

Yhtasuuruus: 21 = 29 <= Rez; = Rezo & Imz1 = Imzo



Polaarimuoto Kerto- ja jakolasku (kannattaa) polaarimuodossa

Modulit kerrotaan ja argumentit lasketaan yhteen. (Argumentin paidhaa-
ralle pidstddn 27 : n monikertaa vaille.)

Jaettaessa vastaavasti jaectaan ja vdhennetédén.

Potenssit, De Moivre’n kaava
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KOMPLEKSILUVUN POLAARIESITYS Yll4 olevasta kertolaskuperiaatteesta seuraa heti:

2" =7r"(cosng +i sinny).
Kyse ei ole sen kummemmasta kuin kompleksiluvun (xy-tason pisteen) esitté-
misestd napakoordinaateissa. Nimitykset vain kalskahtavat “tieteellisiltd”: na- Erityisesti valitsemalla r = 1, saadaan De Moivre’n kaava:
pakulmaa kutsutaan argumentiksi ja napaséteen pituutta (r), eli pisteen (z,y)
etdisyyttd origosta modulikst eli itseisarvoksi.
(cosp+ising)™ = (cosne + i sinny).

z=r(cos p+isin @), r=|z|,p=argz

. . o Juuret
argz on 2w :n monikertaa vaille maarétty.

Olkoon n € N. Annettu z € C, miarattavi w siten, ettd w™ = z. Polaarimuo-

Argumentin pddhaara Argz on vililld (—m, 7] oot 1 .
osta saadaan ratkaisu suoraan.

Yhtisuuruus: z; = 20 <= |z1| = |22| & argz1 = argzs + 2km. ¢/Z on kompleksiluku 1w, jolle:
Huom: Jos napaséde r on annettu, niin argumentti argz mairdd kompleksi- B
luvun yksikésitteisesti. Kdantden kompleksiluku ei médrad argumenttia kuin w] = 3 AZ |
27 :n monikertaa vaille. (Tdmén yksinkertaisen asian toistaminen tuntuu ehké argw = % + k%ﬂ, k=0,...,n—1

jankkaamiselta, mutta tdmé seikka vaikuttaa monessa ...)
Jokaisella kompleksiluvulla z # 0 on n erillistd n:ttéd juurta.

Argumentin miirddminen

Annettu z = x + iy, katsotaan x:n ja y :n merkkien perusteella, mihin
koordinaattineljannekseen z kuuluu. Médrataan tdméan neljinneksen kul-
ma ¢, jolle tan ¢ = y/x.

(Siis Argz = arctan £, johon voidaan joutua lisdéméén +m.) L Jluwvunz=1 414 7:nnet juuret wg,...,ws.




