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Laskuharjoitus 11 AV /12 LV (viikko 49 , 5 — 9.12.2005)

T&ma4 on viimeinen varsinainen harjoitustehtévakokoelma. Viikon 49 harjoituk-
set pidetddn nyt kddntden niin, ettd AV on neuvontaharjoitus ja LV on koti-
laskuharjoitus. Syy: Itsenéisyyspéivi (ti) tuhoaa useita harjoitusryhmié. Silloin
ti-ryhméléaiset voivat vierailla haluamassaan ryhméssé tiistain komplementissa.

Viimeiset luennot (to—pe 8-9.12) pidetéién esimerkki- ja kertauspainotteisina,
koska niillé esitettyja asioita ei ehdité késitelld harjoituksissa. Nailld luennoilla
esitetyt tehtédvét rinnastetaan harjoitustehtiviin koevaatimuksissa. Luentoteh-
tdvakooste pyritdan jakamaan etukéteen.

Viitteet: KRE Ch 10.6, 11.1 — 11.5, 19.4.

Alkuviikko (Neuvonta)

1. Maéritd vaimentamatonta varahtelysysteemid kuvaavan yhtalon
y"+w?y = r(t) “tasapainoratkaisu”,jolla tissi tarkoitetaan AEm y(0) = 0
toteuttavaa ratkaisua, kun herétteené r(t) on 4—jaksoinen funktio, joka

30, 0<t<2

-30, 2<t<4

Olkoon w = 3. Méarita ratkaisusarjan dominoiva komponentti, ts. termi,

jonka amplitudi on huomattavasti muita suurempi (jos sellainen on).

vélilld [0,4] on r(t) = {

Ohje: Kehité r(t) Fourier-sarjaksi, etsi sarjan yleistd termié vastaava dif-
fyhtlon ratkaisu y,, ja muodosta Y~ | yn

2. (a) Osoita, ettd funktiot wy(z,t) = e ™ <lsin(rz), us(z,t) =
e 9Tt sin(37z) ja u = 4uy —1/3us toteuttavat 1ampoyhtilon u; = c?uy,
alueessa 0 < x < 1 ja t > 0 ja nollareunaehdot (kohdissa x =0 jax =1) .
Hahmottele alkuldmpétilan u(z, 0) kuvaaja vilillda 0 < z < 1.

3. Ratkaise m:n pituista sauvaa koskeva lAampoyhtils u; = ug, (¢ = 1), kun
sauvan piit “upotetaan jiihin” (eli pidetidéin 0°C:ssa) ja alkulimpotilaja-
kauma on f(z) = 50sinz — 6sin2x + 8sin 5.

Suorita tehtdvi kiymélld muuttujanerotteluprosessi alusta alkaen lépi. (Ei
tarvitse kédyttad aikaa “sen erééin vakion’negatiivisuusperusteluun.) Téassi
et tarvitse Fourier-sarjaa (miksi?)

4. Kuparisauva (c?> = 1.14), jonka pituus L = 10 cm upotetaan kiehuvaan
veteen, kunnes sen lampotila on kauttaaltaana 100°C'. Hetkelld ¢ = 0 sauva
otetaan vedestd, lampdoeristetédan taydellisesti pituussuunnassa ja sen péadt
tyonnetdan jadvesisiilivihin 0°C.

Muodosta sauvan lampétilafunktio u(x, ).

Arvioi sarjan ensimmaéistd termid kiyttien, kuinka pitkén ajan ¢, kuluttua
sauvan maksimilampétila (keskipisteen lampdtila) on pudonnut puoleen.

Loppuviikko (Kotilaskut)

1. Sauva, joka on my6s pdistdan lampoeristetty, johtaa “adiabaattisiin reu-
naehtoihin™ u,(0,t) =0, wu,(L,t)=0.
Maérita tallaisen téysin eristetyn, L = m—pituisen sauvan lampétilafunk-
tio u(x,t), kun alkuehtofunktio f(z) =1— 2, z € (0,7).

T

Mééritd ajasta riippumaton tasapainolimpétila uee () = limy— oo u(z, t).

2. Ohuen nelibnmuotoisen kuparilevyn pinnat on ldmpderistetty (reuno-
ja lukuunottamatta). Olkoon nelién sivu @ = 24. Ylireuna pidetdin
20°C-asteessa ja muut reunat 0°:ssa. Méaritd tasapainoldampdétilajakau-
ma u(z,y), toisin sanoen, ratkaise Laplacen yhtilo Au = 0.

3. Olkoon viridhtelevan kielen pituus L = 7 pituusyksikkod, ja olkoon aalto-
yht#lén vakiokerroin ¢? = 1.

Madritd ratkaisu, jonka alkunopeus = 0 ja alkupoikkeama wu(x,0) =
ksinz — %sin 2x.

Ohje: Kéay kursorisesti ldpi muuttujanerotteluvaiheet, yksityiskohtia reu-
naehtopédttelyiden suhteen ei tarvitse laskea, vaan voit ottaa suoraan kir-
jasta tai luentomuistiinpanoista tulomuotoiset kantafunktiot ug(z,t) Pa-
neudu sensijaan huolellisesti alkuehdon méaradmiseen. Huomaa, etté tés-
sé el tarvita sarjaa, vaan #érellinen lineaarikombinaatio riittdd (ja paistaa
lapi).

Kirjoita lopuksi (trigonometrian kaavoja hyédyntéen) ratkaisu muotoon
s(flz—t)+ f(z+1).

(Voit merkité tehtéviin ilmankin téitd loppukaneettia)



4. Olkoon virdhtelevian kielen pituus L, ja olkoon aaltoyhtédlén ¢ mukana
ihan c:nd. M&éritd ratkaisu w(z, t), kun alkunopeus = 0 ja alkupoikkema
u(z,0) = x(L — x)

Suositus: Kédytd mielelldain MAPLE:a integrointiin, kts. ohjeita.

2 .
Vast: () = S5 7%, 7 sin 2 cos 5

5. Kirjoita edellisen tehtédvin ratkaisu muotoon
u(z,t) = f*(x —ct) + f*(x + ct), missd f* on alkuehtofunktion
f(x) = u(x,0) pariton 2L- jaksoinen laajennus.

Ohje: Kayta tuttuja trigonometrisia kaavoja

6. (a) Muodosta kuvan nelidalueella Laplacen yhtélon Au = 0 differens-
simenetelméiratkaisun yhtilosysteemi Au = b. Tamén ratkaisuvektori
u = [ul,uQ,u?,,m}T antaa siis approksimaatiot ratkaisufunktion arvoil-
le néissé hila(sisd) pisteissi.

Reuna-arvoina ovat vektorit o, y, v, a (oikea, yld, vasen, ala).
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(b) Olkoon kuvan alue neli6 [0, 3] x [0, 3] ja askel h = 1. Olkoot w:n reuna-
arvot annettu niin: Vasen reuna: u = 0, alareuna: u = x3, oikea reuna:
u =27 — 9y?, ylireuna: u = x> — 27 .

Madritd potentiaalifunktion (tai tasapainoldmpdétilan) u(z,y) likiarvot si-
sépisteissi (1,1),(2,1), (1,2), (2, 2).

Ohje: Saat halutessasi kdyttdd 4 x 4— yhtdlosysteemiin MAT-
LAB:n “takakenoa”: >> u=A\b tai MAPLE:n LinearSolve:a (sitd ennen
with(LinearAlgebra) :), toki symmetrian takia késinlaskukaan ei ole tyo-
las.

Ohjeita

Aaltoyhtils (1-ulotteinen): usy = ¢ ug, (hyperbolinen)
Lampo/diffuusioyhtiils (1-ulotteinen): u; = ¢ u,, (parabolinen)
Laplacen yht#lo: V2u = 0 (2- tai 3-ulotteinen) (elliptinen)
Poissonin yhtils: V2u = f (2- tai 3-ulotteinen).

(Muista: A = V?)

LV teht. 4: Ota vaikka mallia tiedostosta:
http://math.tkk.fi/teaching/k3/05/L/fouriersarjat.html tai kirjoita
MAPLE:lle rohkeasti tyyliin:

bn:=(1/Pi)*int (f (x) *sin(n*x) ,x=-Pi..Pi);

Kisinlaskijalle annamme Maplen generoiman integraalikaavan (téssi jitetddn
sijoitusten suorittaminen lukijalle):

Jx (L — x)sin (27%) dz = L (L*nt — 2nm L) sin (222) n =373+

L (—Ln27r2x +n2r2z? -2 L2) cos (%) n=3g=3

Trigonometriaa

{sin(a + ) =sin a cos § £ cos a sin g3

cos(aw £ ) = cos a cos B Fsin a sin

Fourier-kertoimet, f méiéritelty valilla (—L, L)

f(x) = a0+ >, ancos L 4+ 57 | by, sin 2L i

ao = 5= |1, f@)de, a, =L [F, f(z)cos B2Edx, b, =L [T, f(x)sin 22 dp



