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Apiola/Perémiki

Tentti 24.1. 2005

Muistathan kirjoittaa nimesi ja muut vaadittavat jokaiseen vastaus-
paperiin!

Sallittu: funktiolaskin

1. (a) Kirjoita kompleksisen eksponenttifunktion e* madritelmé.
(b) Osoita, etti e* on analyyttinen koko kompleksitasossa ja johda sen

derivoimiskaava.

2. Maiaérité differentiaaliyhtélésysteemin y’ = Ay yleinen ratkaisu, kun

2 2
-2 -3

Maéaritd 0 :n tyyppi ja stabiilisuus, piirré faasitasoon ominaissuorat suun-
tanuolineen seké pisteen (—1, 1) kautta kulkeva trajektori (niinikdén suun-
tanuolineen).

A=

3. Ratkaise Laplace-muunnosta kayttden alkuarvotehtava

1, kun 0<t<1

, y(0) =0,y'(0) =0.
0, kun t>1 y(0) = 0,4°(0)

”—5y’+6y:{

0, kin 0<zx <1
1, kun 1 <2 <2
laajennus vililld [—4, 4], ja muodosta sen Fourier-sarja. Kirjoita nikyviin
sarjan 4 ensimmaéistd nollasta poikkeavaa termié.

4. Olkoon f(z) = . Piirrd f n pariton 4—jaksoinen

9 cos(nm)—cos(1/2nm)
nm

Vastaus kertoimien osalta: —

5. Tarkastellaan 2 :n pituusyksikén mittaista sauvaa, jonka materiaali on
sellainen, ettd lammonjohtumisyhtélon vakio ¢ = 1.

Katkaistaan sauva keskeltid kahtia ja sijoitetaan toinen puolisko kiehuvaan
vesiséilioon (100°C). Toinen puolisko laitetaan jadveteen (0°C'). Kun sau-
van puolikkaat ovat saavuttaneet kauttaaltaan ympéaristonsa lampétilan,
ne sijoitetaan lampoeristeeseen, liitetdéin takaisin yhteen, ja sijoitetaan va-
paaksi jadviit pédt jidvesisiilioon (0°C).

Suorita vaiheittain muuttujanerotteluprosessi sauvan lampdétilafunktion
médrittadmiseksi.

Laske sauvan lampdétila hetkelld ¢ = 0.1 kummankin sauvan puolikkaan
keskipisteessd kayttden sarjan kahta ensimmaéista termié.

Kaavoja

Laplace-muunnokset

Madritelmé: Annettu f(t), Lf = F, F(s) = [;° f(t)e *'dt Merk. u(t) =
H (t)=yksikkoaskelfunktio .

(Lf")(s) = sF(s)— f(0), (f”)()—SQF()—Sf(O) £1(0), L{fy f(r)dr} =
LE(s), L(f*g) = (LLLg). (f*g)t) = [y f(t—T)g(r)dr = (g% f)(2)

L{e"f()} = F(s —a), L{u(t—a)f(t—a)}=e""F(s), L{o(t—a)}=e"""

Laplace-taulukko

| cosh at | sinh at | cos wt | sin wt |
Sl e | ot o | o]
2—a2 2—a?2 s2+w? 52+ w2

Osamurtokehitelméit

Olk. F(s) = PE g, missé deg(P) < deg(Q)

1) Jos Q(s):1ld on yksinkertainen tekijid s — a, otetaan kehitelméén termi —=-.
2) Jos Q(s):1l4 on yksinkertainen tekiji s? + bs + ¢, tulee kehitelméin termi
SQBf;; ic, jos halutaan operoida reaalisilla kertoimilla.

3) Jos em. muotoa olevat termit esiintyvit korkeammassa potenssissa, sano-
kaamme r, otetaan termit A1 + (5A2)2 + ...+ (5;4—;)7‘ ja vastaavasti toisessa

B1s+C1q B,s+C,
s2+bs+c + + (s2+bs+c)”

tapauksessa termit



Fourier-sarja

2L-jaksoisen funktion f Fourier-sarja:

e e] nmwT oo 14 NTIT
AO + Zn:l an COS L + Zn:l b” S L

Ao = 5[5, f(@)de, an =+ [T f(@)cos 22dx, b, =+ [©) f(x)sin " da.

Osittaisdifferentiaaliyhtiloita

Lampoyhtilo: v, = c?ugy.



