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Muistathan kirjoittaa nimesi ja muut vaadittavat jokaiseen vastaus-
paperiin!

Sallittu: funktiolaskin

Huomaa, etté tehtdviapaperin lopussa on kaavakokoelma.

1. Olkoon f(z) = f(r(cos ¢+ i sin ¢)) = u(r,¢) +iv(r, $). Téassi siis r ja ¢
ovat tason pisteen z napakoordinaatit.
Voidaan osoittaa, etté Cauchy—Riemannin yhtdlot saavat napakoordinaa-
teissa lausuttuna muodon:

1 1
Uy = ;’Ud), Uy = —;U¢,

ja niiden vallitessa f'(z) = 2(vg — iug)(cos ¢ — i sin @).

Osoita néiden tietojen avulla, ettd In z on derivoituva kaikissa pisteissi
z # 0 ja d% Inz = % Téasséd In z tarkoittaa sellaista logaritmin haaraa,
joka on jatkuva pisteessi z.

2. Massa-jousisysteemid mallintava differentiaaliyhtélo alkuehtoineen olkoon

y'+3y +2y=r(t), y(0)=0, y'(0)=0.
Herétteend r(t) on hetkelld ¢t = 1 tapahtuva yksikkoimpulssin suuruinen
vasaranisku, jota mallinnetaan Dirac’n deltalla
0(t—1). M&éritd yhtilon ratkaisu eli vaste y(t). M&érité lisiksi ajanhetki,
jolla vaste saa maksimiarvonsa ja hahmottele kuvaaja vililla [0, 5].
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3. Olkoon A = 6 13 -2

12 16 1

A m erdis ominaisarvo on 5 ja eriis ominaisvektori on [—2,1,2]7.
Selviti, onko matriisi diagonalisoituva.

Vihje: Laske ensin annettua ominaisarvoa vastaavan ominaisavaruuden
kanta. Mieti, tarvitsetko mihink&én karakteristista polynomia.

. Tarkastellaan alkuarvotehtivii y' = Ay, y(0) = [3,6], missi

A:

3 -2

5 —4

(a) Ratkaise alkuarvotehtéva tarkasti.

(b) Muodosta numeerinen likiarvo pisteessd ¢t = 0.2 laskemalla kaksi as-
kelta Eulerin menetelmélld askelpituudella h = 0.1.

(¢) Muodosta numeerinen likiarvo pisteessi ¢t = 0.2 laskemalla yksi askel

Heunin menetelmélléd askelpituudella h = 0.2.
(d) Kumpi tapa tuottaa tarkemman likiarvon?

. Ohuen nelidnmuotoisen (sivu @ = 12) levyn tahkopinnat on lampderistetty

jayliareuna (0 < x < a, y = a) pidetddn lampdstilassa 100° ja muut reunat
lampotilassa 0°.

Mééritd tasapainolampotilafunktio u(z,y), ts. ratkaise Laplacen yhtdlé
Awu = 0 yo. reunaehdoin. Kirjoita auki sarjan 4 ensimméisté nollasta poik-
keavaa termié.

Opastus: Muuttujien erottelu ja O-reunaehdot johtavat muotoa

nTT . . NTY
sinh —=
a a

u(z,y) = Z B, sin
n=1

olevaan ratkaisuun. Sijoita tihiin y = a, niin saat (ylireunaehdon perus-
teella) ehdon kertoimien B,, méériimiseksi.
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Kaavoja, menetelmia

2. asteen yhtdld (kesin kunniaksi)

ax?4+br4+c=0 = g = =bEvbi-dac \/2172—4(10

Laplace-muunnokset

Maégritelmé: Annettu f(t), Lf = F, F(s) = [;° f(t)e *'dt  Merk. u(t) =
H (t)=yksikkoaskelfunktio .

(Lf")(s) = sF(s) = f(0), (ﬁf”)( )_82F( )—Sf( ) 0), L{fy J(r)dr} =
SF(s), L(fxg)=(Lf)(Ly), (f = Jo S )dT = (g f)(t)
L{eft)}=F(s—a), L{u(t—a)f(t—a)} =e *F(s), L{6(t—a)} =e ¢
Laplace-taulukko
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Osamurtokehitelméit

Olk. F(s) = SES; missé deg(P) < deg(Q)
A

1) Jos Q(s):114 on yksinkertainen tekija s — a, otetaan kehitelméén termi —=-.
2) Jos Q(s):114 on yksinkertainen tekiji s2 + bs + ¢, tulee kehitelméin termi
SQBj; (_f_c, jos halutaan operoida reaalisilla kertoimilla.

3) Jos em. muotoa olevat termit esiintyvéit korkeammassa potenssissa, sano-
kaamme r, otetaan termit A1 + Goay )2 + ...+ (SAG) ja vastaavasti toisessa

Bi1s+Cy B,.s+C,
s2+bs+c + + (52+bs+c)T

tapauksessa termit

Fourier-sarja

2L-jaksoisen funktion f Fourier-sarja:

ao + > opoq(an cos “TE + by, sin 272 ),

L L nrx L s nmx
ay = i f—L f(iC)de, a, = %f—L f(([) cos de7 b, = %f—L f(x) s TdCE

Differentiaaliyhtéléiden numeriikkaa
Annettu differentiaaliyhtélosysteemi: y' = f(t,y), y(to) =y,

Eulerin menetelméi

yn+1 =Yn + hf(tnvyn)

Heunin menetelmi (eli parannettu Euler)

y:L-‘rl =Yn + hf(tna yn)
kn = %(f(tnvyn) + f(t’n+17y;+1))7 yn+1 = yn + h'kn

Arvosteluaikataulu

Tulosten julkistaminen menee pahimmassa tapauksessa elokuun alkupuolelle
kesdlomien takia. Viimeistddn n. 10.8.05.

Malliratkaisut pyritddn saamaan www-sivulle mahdollisimman pian tentin j&l-
keen.

Hyvad kesda kaikille!



