SEPAROITUVAT DIFFERENTIAALIYHTALOT

Josy.. on f:n nollakohta, elif (y.) = 0 niin
y(t) = y., t € Ron (vakio)ratkaisu

y'(t) = fly(1))
Josf on jatkuva,f(y.) = 0 jajollakin 6 > 0
fly) > 0kuny € (y. — 6, y.)ja f(y) <Okuny € (y.,y. + )
siis erikoisesti kurf’(y.) < 0,
niin .. on asymptoottisesti stabiili vakioratkaisu
elijose > 0 loytyy 6 > 0s.e.josy(0) — y«| < & Niin [y(t) — y«| < €

ja lim y(t) = y«




1. KERTALUVUN LINEAARISET DIFFERENTIAALIYHTALOT

I

t ¢ t
y(t) _e fto a(s)dsy(to) + / e fs a(T)de(S) ds

to

y' () +ay(t)=f(t) = y(t)=yrlt) +yp(t)
missay, (1) = ce ** on homogeenisen yhtalon ratkajsu
jay,(t) on jokin epahomogeenisen yhtalon ratkaisu
Josf(t) = p1(1)€"" cos(nt) + p2(t)e"" sin(n?)

niin y, (1) = ¢1(1)€"" cos(t) + ¢2(t)€* sin(nt)

miss&p; ja ¢; ovat polynomeja




2. KERTALUVUN LINEAARISET YHTALOT

ay”"(t) + by'(t) + cy(t) =0
Karakteristinen yhtaloa\* + oA + ¢ =0 = A = A, A,
A # Ay, reaaliset: y(1) = ;e + c e
M= y(t)= 1Mt 4 cpteMt
Mo=a£Bi: y(t)=ci€" cos(Bt) + c.€" sin(3t)

ay”(t) + by'(t) + cy(t) = f(1)
Josf(t) = pi(t)e" cos(nt) + po(t)€* sin(nt)
missé&p, ja p, ovat on polynomeja, niin
y(t) = yn(t) + q1(1)€" cos(nt) + go(1)€" sin(nt)
Missay; ja ¢, ovat polynomeja jg; on homogeenisen yhtalon ratkajsu

13

wlt) = [ ot =s)5(s)ds
0

on differentiaaliyhtalon

ay"(t) + by'(t) + cy(t) = f(t)
yksityisratkaisu jos

g (1) + bg'() +eg() =0, g(0) =0, ¢(0) = .

Summasaanto
eli "superpositioperiaate epahomogeeniselle yh1ol
Josy; on DY:nay” + by’ + cy = f, ratkaisu, ja
¥, on DY:nay” + by’ + cy = f, ratkaisu, niin
funktioy; + y, on DY:nay” + by’ + cy = f1 + f, ratkaisu

2. kertaluvun lineaariselmomogeeniserdifferentiaaliyhtalon
a(t)y"(t) + b(1)y'(t) + c(t)y(t) = 0
yleinen ratkaisu voidaan esittaa muodossa
y(t) = Ay (1) + Bya(1)
missay (¢) jay2(t) ovat yhtalon kakslineaarisesti riippumatonta ratkaisua
Josy, on loydetty voidaarny, hakea muodossa(t) = c(t)y: (1)




Funktiot f1(t), f2(t), ... , f»(t) ovatlineaarisesti rippumattomia valilla I jos

Cl/1f1(t)—|—a/2f2(t)-|—...-|—a/nfn(t):0, tel=>a1=ar=...=a, =0
eliarfi(t) + a2 fo(t) + ... + anfr(t) = 0 kaikilla t € I ainoastaankuna; =az = ... =a, =0
Funktiot f1(t), f2(t), ... , f»(t) ovatlineaarisesti riippuvia valilla I jos

ne eivat ole lineaarisesti rippumattomia, eli
ainakin yksi funktioista voidaan kirjoittaa toisten lirré&ombinaationa, eli

f](t) = 61f1(t) +. "6J—1fj—1(t) + 6J+1fj+1(t) et 6nfn(t)’ tel




DIFFERENTIAALIYHTALOSYSTEEMIT

Funktioy toteuttaa differentiaaliyhtalon
y(”)(t) + an_ly(”_l)(t) + o Fay () + aoy(t) = f(1)
jos ja vain jos vektorifunktid’(¢) toteuttaa yhtalon
Y'(t) = AY (¢) + F(1)

missa
y(1) 0 1 0 - 0 0
y' (1) 0 0 1 - 0 0
Y(t) = . ) A= . . ) F(t) =
y(”_l)(t) —ag —ay —ag -+ —Qp_1 f(t)

JosF(Y.) = 0 niin Y, on
differentiaaliyhtalort”(¢) = F(Y'(¢)) vakioratkaisu

YhtalonY'(¢) = F(Y(¢)) vakioratkaisuy, on stabiili
jos jokaisellae > 0 on olemassa lukdé > 0 siten, etta
jos|Y(0) — Y. < éniin |Y(¢) — Yi| < ckaikillat > 0
ja se onasymptoottisesti stabiilijos lisaksi
tlir?o Y(t) =Y, kun|Y(0) — Y.| < &, missas, > 0

JosF on jatkuva,F' on derivoituva pisteessé,, F'(Y.) =0 ja
F'(Y.):n kaikilla ominaisarvoilla on negatiivinen reaaliosa
niin Y, on yhtalonY”(¢) = F(Y(¢)) asymptoottisesti stabiili vakioratkaisu

JosF on jatkuva,F' on derivoituva pisteessé,, F'(Y.) =0 ja
F'(Y,):lla on (ainakin) yksi ominaisarvo, jolla on positiivineeaaliosa
niin Y. ei ole yhtalony”(¢) = F(Y (¢)) stabiili vakioratkaisu




DIFFERENTIAALIYHTALOIDEN NUMEERISET MENETELMAT

Eulerin menetelm&y’(z) = f(z, y()), y(x0) = o

Yn+1 = Yn + 0 f(20,9,), Yn R Y(Ty), Tp=Tp1+h
Virhe (rajoitetulla valiltay O(h)

Implisiittinen Eulerin menetelmd/(z) = f(x, y(x)), y(z0) = yo

Ynt1 = Yn + 0 f(@ns1, Yus1), Yo 2 yY(,), xp=2a,-1+h

Eulerin parannettu menetelmg(z) = f(x,y(x)), y(z0) = yo
kl = hf(xnv yn)v
ky = hf(x, + h,y, + k), Yo 2 yY(,), xp=2a,-1+h

Ynt1 = Yn + %(kl + k2>7
Virhe (rajoitetulla valiiay O(h?)

Implisiittinen keskipistemenetelm@‘(z) = f(z, y(x)), y(zo) = vo
Yn X y(Tn), @n=a4_1+h
Ratkaistaark; yhtalostak, = h f(z, + $h,y, + 351)
Yntl = Yn + K1
Virhe (rajoitetulla valiay O(h*)

4. kertaluvun Runge-Kuttan menetelmé&ix) = f(z,y(x)), y(x0) = yo
kl = hf(xnv yn)v
kz = hf(l'n —|— %h,yn —|— %kl),
ks = hf(x, + %h,yn + %kz), Yn X y(xn), Tp=2a,-1+h
k4 = hf(l'n —|— h, UYn —|— kg),

Yntl = Yn + é(lﬁ + 2kg + 2k3 + k4>,
Virhe (rajoitetulla valiay O(h*)

Virheen estimointi:
Laske (ainakin) kahdella eri tavalla, esim eri menetekmill
tai yksi askel askelpituudellg kaksi askelta askelpituudelga
Paremman menetelman virheen estimaattina voidaandéaytt
laskettujen tulosten erotuksen itseisarvoa.




SARJAT, ITSEINEN SUPPENEMINEN

Josz, < C < <jax, 1 > x, Kunn > ng
taiz, > C > —ocojazpyr < zy kunn > ng

niin raja-arvolim «,, on olemassa

n—oo

"Sarja )  a, suppenee’
k -
lim ) a, = S onolemassaf| < )

k—oco
n=ng
o0
ja silloin kirjoitetaanz a, = S.
n=ng

Jos sarja ei suppene, niin se hajaantuu.

Joseipadelim a, = 0 niinsarja _ a, eisuppen

n—oo

\174

n=ng

Geometrinen sarj3 _ aq" suppenee kufy| < 1 ja

n=0
n=0 1 B q
Josa # 0 ja|g| > 1 niin sarja hajaantuu

Jos sarjat)  a, ja » b, suppenevat

n=ng n=ng

D

niin myos sarja® _ (aa, + $b,) suppenee |

n=ng

S (aa, +Bb) =0 a+ 83 b

n=ng n=ng n=ng

Jos sarja) _ |a,| suppenee (eli sarjd _ a, suppenedseisest)

n=ng n=no

o0
niin sarja ) ~ a, suppenee

n=ng




SUPPENEMISKRITEERIT JA ESTIMAATIT

Majoranttiperiaate
Jos0 < a,, < b, kunn > ng ja

sarja ) _ b, suppenee

n=ni

o0
niin sarja ) ~ a, suppenee

n=ny

Minoranttiperiaate
Jos0 < b, < a, kunn > ng ja

sarja ) _ b, hajaantuu

n=ni

o0
niin sarja } ~ a, hajaantuu

n=ny

Vertailuperiaate
Oletetaanu,, > 0 jab, > 0 kunn > ng

lim & < s ja > b, suppenees > a, suppene

n
n=ni n=nz

lim 2 > 0ja > b, hajaantuu= > a, hajaantuy

n—oo n

1%}

n=ni n=nz
Suhdetesti
. an .
Joslim || = gja
n—o00 any

¢ < 1niinsarja)  a, suppenee (itseisest

n=ng

)

jajosq > 1 niinsarja ) ~ a, hajaantuu.

n=ng

a
Jos| !

<@ < 1kunn > N niin

- lan]
la,| <
2 lml= 7=

an




. = 1 suppenee jog > 1
Sarja —
J Z ne { hajaantuu jog < 1

n=1

Josp > 1ja N > 1niin

Jos0 < a,y1 < a, kunn > N ja lim a, = 0 niin

n—oo

sarja ) _ (—1)"a, suppenee ja

n=ng




POTENSSISARJAT

Potenssisarjal} _ a,(z — z0)" suppenemissade dn <

n=0

sarjaz an(xr — x0)" suppenee (itseisesti) kyn — x| < R ja

n=0

hajaantuu kunz — x¢| > R

Jos potenssisarja) _ a,(z — z0)" suppenemissade dh > 0 niin

n=0

funktio f(z) = > a,(x — xo)" on Aarettéman monta kertaa derivoit

n=0
kun|z — o] < R,
o0

fl(z) = Z ann(x — x)" "

n=1

ja taman potenssisarjan suppenemissadg,on
eli potenssisarjoja voi derivoida ja integroida ternaaiit”

Jva

o0 o0
JOSZ a, " = an:p” kun|z| <r,r >0
n=0

n=0

niin a,, = b, kaikillan > 0

Josf(x) = i an(x — x0)" Niin f(”)(:zjo) =nla,

PO (g (k+1) .
o) =30 e o EE

(t —x0)(x —t) > 0 elitonzo:njas:n valila

eli jos f on aarettoman monta kertaa derivoituva ja

ok
lim max [f® ()= =0

k—o00 |t—zo|<7 k!

) (2
niin f(z) = Z ! n(! )(:1; — o)  kun|z — ao| <1




o0 n
T
€ :Z 1
n!
n=0
o0

sin(z) = Y _(=1)"

n=0
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