
Separoituvat differentiaaliyht�al�oty0(t) = f(y(t))g(t))H(y(t)) = G(t) + CH 0(u) = 1f(u) G0(t) = g(t)
Josy� onf :n nollakohta, elif(y�) = 0 niiny(t) = y�, t 2 R on (vakio)ratkaisuy0(t) = f(y(t))

Josf on jatkuva,f(y�) = 0 ja jollakin Æ > 0f(y) > 0 kuny 2 (y� � Æ; y�) ja f(y) < 0 kuny 2 (y�; y� + Æ)
siis erikoisesti kunf 0(y�) < 0,

niin y� on asymptoottisesti stabiili vakioratkaisu

eli jos � > 0 löytyy Æ > 0 s.e. josjy(0)� y�j < Æ niin jy(t)� y�j < �
ja limt!1 y(t) = y�

1



1. kertaluvun lineaariset differentiaaliyht�al�oty0(t) + a(t)y(t) = f(t))y(t) = e� R tt0 a(s) dsy(t0) + Z tt0 e� R ts a(r)drf(s)dsy0(t) + ay(t) = f(t) ) y(t) = yh(t) + yp(t)
missäyh(t) = 
e�at on homogeenisen yhtälön ratkaisu

ja yp(t) on jokin epähomogeenisen yhtälön ratkaisu

Josf(t) = p1(t)e�t 
os(�t) + p2(t)e�t sin(�t)
niin yp(t) = q1(t)e�t 
os(�t) + q2(t)e�t sin(�t)

missäpj ja qj ovat polynomeja



2. kertaluvun lineaariset yht�al�otay00(t) + by0(t) + 
y(t) = 0
Karakteristinen yhtälö:a�2 + b�+ 
 = 0) � = �1; �2�1 6= �2; reaaliset: y(t) = 
1e�1t + 
2e�2t�1 = �2 : y(t) = 
1e�1t + 
2te�1t�1;2 = �� � i : y(t) = 
1e�t 
os(�t) + 
2e�t sin(�t)ay00(t) + by0(t) + 
y(t) = f(t)

Josf(t) = p1(t)e�t 
os(�t) + p2(t)e�t sin(�t)
missäp1 ja p2 ovat on polynomeja, niiny(t) = yh(t) + q1(t)e�t 
os(�t) + q2(t)e�t sin(�t)

missäq1 ja q2 ovat polynomeja jayh on homogeenisen yhtälön ratkaisuyp(t) = Z t0 g(t� s)f(s)ds
on differentiaaliyhtälönay00(t) + by0(t) + 
y(t) = f(t)

yksityisratkaisu josag00(t) + bg0(t) + 
g(t) = 0; g(0) = 0; g0(0) = 1a:
Summasääntö

eli ”superpositioperiaate epähomogeeniselle yhtälölle”

Josy1 on DY:nay00 + by0 + 
y = f1 ratkaisu, jay2 on DY:nay00 + by0 + 
y = f2 ratkaisu, niin

funktio y1 + y2 on DY:nay00 + by0 + 
y = f1 + f2 ratkaisu

2. kertaluvun lineaarisenhomogeenisendifferentiaaliyhtälöna(t)y00(t) + b(t)y0(t) + 
(t)y(t) = 0
yleinen ratkaisu voidaan esittää muodossay(t) = Ay1(t) +By2(t)

missäy1(t) ja y2(t) ovat yhtälön kaksilineaarisesti riippumatonta ratkaisua.

Josy1 on löydetty voidaany2 hakea muodossay2(t) = 
(t)y1(t)



Funktiotf1(t); f2(t); : : : ; fn(t) ovatlineaarisesti riippumattomia välillä I jos�1f1(t) + �2f2(t) + : : : + �nfn(t) = 0; t 2 I ) �1 = �2 = : : : = �n = 0
eli �1f1(t) + �2f2(t) + : : :+ �nfn(t) = 0 kaikilla t 2 I ainoastaankun�1 = �2 = : : : = �n = 0

Funktiotf1(t); f2(t); : : : ; fn(t) ovatlineaarisesti riippuvia välillä I jos

ne eivät ole lineaarisesti riippumattomia, eli

ainakin yksi funktioista voidaan kirjoittaa toisten lineaarikombinaationa, elifj(t) = �1f1(t) + : : : �j�1fj�1(t) + �j+1fj+1(t) : : :+ �nfn(t); t 2 I



Differentiaaliyht�al�osysteemit
Funktioy toteuttaa differentiaaliyhtälöny(n)(t) + an�1y(n�1)(t) + : : :+ a1y0(t) + a0y(t) = f(t)

jos ja vain jos vektorifunktioY (t) toteuttaa yhtälönY 0(t) = AY (t) + F (t)
missäY (t) = 0BB� y(t)y0(t)

...y(n�1)(t)1CCA ; A = 0BB� 0 1 0 � � � 00 0 1 � � � 0
...

...
...

. . .
...�a0 �a1 �a2 � � � �an�11CCA ; F (t) = 0BB� 00

...f(t)1CCA
JosF (Y�) = 0 niin Y� on

differentiaaliyhtälönY 0(t) = F (Y (t)) vakioratkaisu

YhtälönY 0(t) = F (Y (t)) vakioratkaisuY� onstabiili

jos jokaisella� > 0 on olemassa lukuÆ > 0 siten, että

jos jY (0)� Y�j < Æ niin jY (t)� Y�j < � kaikilla t � 0
ja se onasymptoottisesti stabiilijos lisäksilimt!1 Y (t) = Y� kun jY (0)� Y�j < Æ� missäÆ� > 0

JosF on jatkuva,F on derivoituva pisteessäY�, F (Y�) = 0 jaF 0(Y�):n kaikilla ominaisarvoilla on negatiivinen reaaliosa

niin Y� on yhtälönY 0(t) = F (Y (t)) asymptoottisesti stabiili vakioratkaisu

JosF on jatkuva,F on derivoituva pisteessäY�, F (Y�) = 0 jaF 0(Y�):lla on (ainakin) yksi ominaisarvo, jolla on positiivinen reaaliosa

niin Y� ei ole yhtälönY 0(t) = F (Y (t)) stabiili vakioratkaisu



Differentiaaliyht�al�oiden numeeriset menetelm�at
Eulerin menetelmä:y0(x) = f(x; y(x)), y(x0) = y0yn+1 = yn + hf(xn; yn); yn � y(xn); xn = xn�1 + h

Virhe (rajoitetulla välillä): O(h)
Implisiittinen Eulerin menetelmä:y0(x) = f(x; y(x)), y(x0) = y0yn+1 = yn + hf(xn+1; yn+1); yn � y(xn); xn = xn�1 + h

Eulerin parannettu menetelmä:y0(x) = f(x; y(x)), y(x0) = y0k1 = hf(xn; yn);k2 = hf(xn + h; yn + k1);yn+1 = yn + 12�k1 + k2�; yn � y(xn); xn = xn�1 + h
Virhe (rajoitetulla välillä): O(h2)

Implisiittinen keskipistemenetelmä:y0(x) = f(x; y(x)), y(x0) = y0yn � y(xn); xn = xn�1 + h
Ratkaistaank1 yhtälöstäk1 = hf(xn + 12h; yn + 12k1)yn+1 = yn + k1

Virhe (rajoitetulla välillä): O(h2)
4. kertaluvun Runge-Kuttan menetelmä:y0(x) = f(x; y(x)), y(x0) = y0k1 = hf(xn; yn);k2 = hf(xn + 12h; yn + 12k1);k3 = hf(xn + 12h; yn + 12k2);k4 = hf(xn + h; yn + k3);yn+1 = yn + 16�k1 + 2k2 + 2k3 + k4�; yn � y(xn); xn = xn�1 + h

Virhe (rajoitetulla välillä): O(h4)
Virheen estimointi:

Laske (ainakin) kahdella eri tavalla, esim eri menetelmillä

tai yksi askel askelpituudellah, kaksi askelta askelpituudellah2 .

Paremman menetelmän virheen estimaattina voidaan käyttää

laskettujen tulosten erotuksen itseisarvoa.



Sarjat, itseinen suppeneminen
Josxn � C <1 ja xn+1 � xn kunn � n0

tai xn � C > �1 ja xn+1 � xn kunn � n0
niin raja-arvo limn!1 xn on olemassa

”Sarja
1Xn=n0 an suppenee”,limk!1 kXn=n0 an = S on olemassa (jSj <1)

ja silloin kirjoitetaan
1Xn=n0 an = S.

Jos sarja ei suppene, niin se hajaantuu.

Josei päde limn!1 an = 0 niin sarja
1Xn=n0 an ei suppene

Geometrinen sarja
1Xn=0 aqn suppenee kunjqj < 1 ja1Xn=0 aqn = a1� q

Josa 6= 0 ja jqj � 1 niin sarja hajaantuu

Jos sarjat
1Xn=n0 an ja

1Xn=n0 bn suppenevat

niin myös sarja
1Xn=n0(�an + �bn) suppenee ja1Xn=n0(�an + �bn) = � 1Xn=n0 an + � 1Xn=n0 bn

Jos sarja
1Xn=n0janj suppenee (eli sarja

1Xn=n0 an suppeneeitseisesti)

niin sarja
1Xn=n0 an suppenee



Suppenemiskriteerit ja estimaatit
Majoranttiperiaate

Jos0 � an � bn kunn � n0 ja

sarja
1Xn=n1 bn suppenee

niin sarja
1Xn=n2 an suppenee

Minoranttiperiaate

Jos0 � bn � an kunn � n0 ja

sarja
1Xn=n1 bn hajaantuu

niin sarja
1Xn=n2 an hajaantuu

Vertailuperiaate

Oletetaan:an � 0 ja bn � 0 kunn � n0limn!1 anbn <1 ja
1Xn=n1 bn suppenee) 1Xn=n2 an suppeneelimn!1 anbn > 0 ja
1Xn=n1 bn hajaantuu) 1Xn=n2 an hajaantuu

Suhdetesti

Jos limn!1 ����an+1an ���� = q jaq < 1 niin sarja
1Xn=n0 an suppenee (itseisesti)

ja josq > 1 niin sarja
1Xn=n0 an hajaantuu.

Jos

����an+1an ���� � Q < 1 kunn � N niin1Xn=N janj � jaN j1�Q



Sarja
1Xn=1 1np (

suppenee josp > 1
hajaantuu josp � 1

Josp > 1 jaN > 1 niin1Xn=N 1np � 1p � 1 1(N � 1)p�1
Jos0 � an+1 � an kunn > N ja limn!1 an = 0 niin

sarja
1Xn=n0(�1)nan suppenee ja����� 1Xn=N(�1)nan����� � aN



Potenssisarjat
Potenssisarjan

1Xn=0 an(x� x0)n suppenemissäde onR,
sarja

1Xn=0 an(x� x0)n suppenee (itseisesti) kunjx� x0j < R ja

hajaantuu kunjx� x0j > R
Jos potenssisarjan

1Xn=0 an(x� x0)n suppenemissäde onR > 0 niin

funktio f(x) = 1Xn=0 an(x� x0)n on äärettömän monta kertaa derivoituva

kun jx� x0j < R,f 0(x) = 1Xn=1 ann(x� x0)n�1
ja tämän potenssisarjan suppenemissäde onR,

eli potenssisarjoja voi derivoida ja integroida termeitt¨ain.

Jos
1Xn=0 anxn = 1Xn=0 bnxn kun jxj < r, r > 0

niin an = bn kaikilla n � 0
Josf(x) = 1Xn=0 an(x� x0)n niin f (n)(x0) = n!anf(x) = kXn=0 f (n)(x0)n! (x� x0)n + f (k+1)(t)(k + 1)! (x� x0)k+1;(t� x0)(x� t) > 0 eli t onx0:n jax:n välillä

eli josf on äärettömän monta kertaa derivoituva jalimk!1 maxjt�x0j�rjf (k)(t)jrkk! = 0
niin f(x) = 1Xn=0 f (n)(x0)n! (x� x0)n kun jx� x0j � r



ex = 1Xn=0 xnn! = 1 + x+ x22! + x33! + : : :sin(x) = 1Xn=0(�1)n x2n+1(2n + 1)! = x� x33! + x55! � : : :
os(x) = 1Xn=0(�1)n x2n(2n)! = 1� x22! + x44! � : : :ln(1 + x) = 1Xn=1(�1)n+1xnn = x� x22 + x33 � x44 + : : : ; jxj < 1


