
Lagrangen kertojatminmaxf(x; y; z) =? kung(x; y; z) = 0:L(x; y; z; �) = f(x; y; z) + �g(x; y; z)
Ratkaistava:L0(x; y; z; �) = 0 elifx(x; y; z) + �gx(x; y; z) = 0fy(x; y; z) + �gy(x; y; z) = 0fz(x; y; z) + �gz(x; y; z) = 0g(x; y; z) = 0

Jos suurin tai pienin arvo saavutetaan jossakin pisteessä

niin siinä pisteessä joko

edelliset yhtälöt ovat voimassa, taig:n derivaatta on0, taif tai g eivät ole derivoituviaminmaxf(x; y; z) =? kung(x; y; z) = 0 ja h(x; y; z) = 0:L(x; y; z; �; �) = f(x; y; z) + �g(x; y; z) + �h(x; y; z)
Ratkaistava:L0(x; y; z; �; �) = 0



Pienin neli�osumma
Regressiosuora

Annettu:(xi; yi), i = 1; : : : ; n, y � ax+ b
Valitaana ja b siten, että minimoidaan12 nXi=1 jaxi + b� yij2

Osittaisderivaatata:n jab:n suhteen ovat0 jos nXi=1 x2i! a+ nXi=1 xi!b =  nXi=1 xiyi! nXi=1 xi! a+ nb =  nXi=1 yi!
Usein voi olla edullista korvata luvutxi luvuilla xi � x

missäx on keskiarvo elix = 1n nXi=1 xi
jolloin b:n paikalle tulee~b = b+ ax
ja koska

nXi=1 (xi � x) = 0 saadaana = Pni=1(xi � x)yiPni=1(xi � x)2 ja ~b = b+ ax = 1n nXi=1 yi = y:min 12 nXi=1�
1f1(xi) + 
2f2(xi) + : : :+ 
mfm(xi)� yi�2Ai;j = fj(xi); 
(j) = 
j; y(i) = yiATA
 = ATy
 = (ATA)�1ATy



Integraalin derivointi
d

dx Z b(x)a(x) f(t; x)dt =f(b(x); x)b0(x)� f(a(x); x)a0(x) + Z b(x)a(x) fx(t; x)dt



Tasointegraali
Funktiof on integroituva suorakulmiossaT ja

ZZ T f(x; y)dA = I jos

jokaiselle� > 0 on olemassaÆ > 0 siten, että josT = [a; b℄� [
; d℄, a = x0 < x1 < : : : xm = b, 
 = y0 < y1 < : : : yn = d jajxi � xi�1j < Æ, i = 1; : : : ;m ja jyj � yj�1j < Æ, j = 1; : : : ; n
sekä(x�i;j; y�i;j) 2 [xi�1; xi℄� [yj�1; yj℄, i = 1; : : : ;m, j = 1; : : : ; n, niin����� mXi=1 nXj=1 f(x�i;j; y�i;j)(xi � xi�1)(yj � yj�1)� I����� < �

JosD � T missäT on suorakulmio niinf on integroituvaD:ssä jos funktiofD(x; y) = (f(x; y); (x; y) 2 D0; (x; y) =2 D
on integroituvaT :ssä ja silloinZZ D f(x; y)dA = ZZ T fD(x; y)dA

Fubinin lause:

Jos jokin integraaleistaZZ [a;b℄�[
;d℄jf(x; y)jdA; Z ba �Z d
 jf(x; y)jdy� dx; Z d
 �Z ba jf(x; y)jdx� dy
on äärellinen(ja f on jatkuvien funktioiden raja-arvo melkein kaikkialla)niinZZ [a;b℄�[
;d℄ f(x; y)dA = Z ba �Z d
 f(x; y)dy� dx = Z d
 �Z ba f(x; y)dx� dy



ZZ D f(x; y)dA = 0 josD:n pinta-ala on0ZZ D 1dA = D:n pinta-ala

Josf(x; y) � 0 joukossaD niin V = ZZ D f(x; y)dA on

joukonf (x; y; z) j (x; y) 2 D; 0 � z � f(x; y) g tilavuuusZZ D��f(x; y) + �g(x; y)�dA = �ZZ D f(x; y)dA+ � ZZ D g(x; y)dA
Josf(x; y) � g(x; y), (x; y) 2 D niin

ZZ D f(x; y)dA � ZZ D g(x; y)dA����ZZ D f(x; y)dA���� � ZZ Djf(x; y)jdAZZ D f(x; y)dA = kXj=1 ZZ Dj f(x; y)dA josD = [kj=1Dj jaDi \Dj = ; kun i 6= j
”Epäoleelliset” integraalit

Josf(x; y) � 0 joukossaD (muttaf ei ole rajoitettu, eikäD ole rajoitettu)niinf on integroituva joukossaD jos löytyy jono(fn)1n=1 s.e.0 � fn(x; y) � fn+1(x; y) � f(x; y) (x; y) 2 Dfn(x; y) = 0 (x; y) =2 Dlimn!1 fn(x; y) = f(x; y); (x; y) 2 Dfn on integroituva joukossa[�n; n℄� [�n; n℄ jaZZ D f(x; y)dA = limn!1 ZZ [�n;n℄�[�n;n℄ fn(x; y)dA <1
Yleisesti,f on integroituva josf+ ja f� ovat integroituvia

missäf+(x; y) = maxf0; f(x; y)g ja f�(x; y) = maxf0;�f(x; y)g jaZZ D f(x; y)dA = ZZ D f+(x; y)dA� ZZ D f�(x; y)dA
Majoranttiperiaate

Jos0 � f(x; y) � g(x; y) kun (x; y) 2 D ja g on integroituvaD:ssä, eliZZ D g(x; y)dA <1 (ja f on jatkuvien funktioiden raja-arvo)niinf on integroituva joukossaD, eli
ZZ D f(x; y)dA <1



AvaruusintegraaliZZZ V f(x; y; z)dV
määritellään ja lasketaan samanlaisella tavalla kuintasointegraali!

Numeerinen integrointi

JosK on (pieni) kolmio, jonka kärkipisteet ovatx1, x2 ja x3 niinZZ K f dA � pinta-ala(K) mXj=1 wjf(x̂j)
missä esimerkiksim = 3; wj = 13 ; x̂j = 3Xk=1 3Æj;k + 16 xk

missäÆj;k = 1 jos j = k ja 0 muuten, taim = 3; wj = 13 ; x̂j = 3Xk=1 1� Æj;k2 xk
jolloin molemmissa tapauksissa approksimaatio on tarkka

korkeintaan astetta 2 olevilla polynomeilla.



Muuttujien vaihtox = x(s; t)y = y(s; t) �(x; y)�(s; t) = det��x�s �x�t�y�s �y�t�(x; y) 2 D , (s; t) 2 D0 ja kuvaus on bijektio)Z ZD f(x; y)dxdy = Z ZD0 f(x(s; t); y(s; t)) �����(x; y)�(s; t) ���� dsdt�(x; y)�(s; t) = 1�(s;t)�(x;y)
Napakoordinaatitx = r 
os(�)y = r sin(�) r � 0� 2 [0; 2�℄)

dxdy = rdr d�
Pallokoordinaatitx = � 
os(�) sin(�)y = � sin(�) sin(�)z = � 
os(�) � � 0� 2 [0; 2�℄� 2 [0; �℄)

dxdy dz = �2 sin(�)d�d� d�
dxdy dz = ���� �(x; y; z)�(u; v; w)���� dudv dw�(x; y; z)�(u; v; w) = det0��x�u �x�v �x�w�y�u �y�v �y�w�z�u �z�v �z�w1A



K�ayr�aintegraalit ja potentiaalifunktiotZC F � dr = Z ba F(r(t)) � r0(t)dt
missär(t), t 2 [a; b℄ on käyränC parametriesitysZC F � dr = ZC�P (x; y; z)dx+Q(x; y; z)dy +R(x; y; z)dz�

josF = P i+Qj+RkZC f ds = Z ba f(r(t))jr0(t)jdt
missär(t), t 2 [a; b℄ (a � b) on käyränC parametriesitys

FunktioF on konservatiivinen eli eksakti,F = '0 = r' ja silloin' onF:n potentiaalifunktio,ZC F � dr on tiestä riippumatoneli = '(loppupiste) � '(alkupiste) ,IC F � dr = 0 kunC on umpinainen käyrä,
josF = P i+Qj+Rk niin Py = Qx, Pz = Rx jaQz = Ry ,r� F = 0

Käyränr(s) parameterina on kaarenpituus josjr0(s)j = 1 kaikilla s
ja tässä tapauksessa�(s) = jr00(s)j on kaarevuus.

Muissa tapauksissa kaarevuus on�(t) = jr0(t)� r00(t)jjr0(t)j3



PintaintegraaliZZ A F � ndS ja
ZZ A f dS

(n on yksikkönormaali)

PintaA: r(u; v) = x(u; v)i+ y(u; v)j+ z(u; v)k (u; v) 2 DndS = (�)�r�u � �r�v dudv
dS = �����r�u � �r�v ���� dudvz = f(x; y))ndS = ���fx(x; y)i� fy(x; y)j+ k�dxdy

dS =qfx(x; y)2 + fy(x; y)2 + 1 dxdyx2 + y2 + z2 = a2 )ndS = �a2 sin(�)�
os(�) sin(�)i+ sin(�) sin(�)j+ 
os(�)k�d�d�
dS = a2 sin(�)d�d�x2 + y2 = a2 )ndS = �a�
os(�)i+ sin(�)j�d�dz

dS = ad�dz



Pinta-ala- ja tilavuuslaskut
Joukko, jonka rajoittavat käyräty = f(x), y = 0, x = a ja x = b

pyörähtääx-akselin ympäri: Pyörähdyskappaleen tilavuus on� Z ba f(x)2 dx
Joukko, jonka rajoittavat käyräty = f(x), y = 0, x = a ja x = b,0 � a < b,

pyörähtääy-akselin ympäri: Pyörähdyskappaleen tilavuus on2� Z ba xjf(x)jdx
Käyräy = f(x), a � x � b pyörähtääx-akselin ympäri:

Pyörähdyspinnan pinta-ala on2� Z ba jf(x)jp1 + f 0(x)2 dx
Käyrär(t) = x(t)i+ y(t)j, a � t � b pyörähtääy-akselin ympäri:

Pyörähdyspinnan pinta-ala on2� Z ba jx(t)jpx0(t)2 + y0(t)2 dt



Divergenssi ja roottori
Divergenssi:r � (P i+Q j+Rk) = �P�x + �Q�y + �R�z
Roottori:r� (P i+Q j+Rk) = det0� i j k��x ��y ��zP Q R1Ar = i ��x + j ��y + k ��z



Derivaatan integraali
Greenin lause:ZZ D��Q�x � �P�y � dA = I�D P dx+QdyZZ Dr� F � kdA = I�D F � dr�D kierretään positiiviseen suuntaan, eliD jää vasemmalle

Divergenssilause tasossa:ZZ Dr � FdA = I�D F � nds
missän on normaali ulospäinnds = (y0(t)i� x0(t)j)dt josr(t) = x(t)i+ y(t)jD:n pinta-ala= 12 I�D(�y)dx+ xdy = I�D xdy = I�D(�y)dx

Stokesin lause:ZZ A(r� F) � ndS = I�AF � dr�S kierretään positiiviseen suuntaan

eli A jää vasemmallen:n osoittamasta suunnasta katsottuna

Divergenssilause eli Gaussin lause:ZZZ Br � FdV = ZZ �B F � ndS
(normaalin ulospäin).

Osittaisintegrointi:ZZZ B(r �w)v dV = ZZ �B(w � n)v dS � ZZZ B w � (rv)dV


