LAGRANGEN KERTOJAT

M (a,y,2) =7 kung(a,y, 2) = 0:

max
L(z,y,z,A) = [(2,y,2) + Ag(2,y,2)
Ratkaistava:
L'(z,y,z,\) =0eli
fl’(xvyvz) —I_ )‘gl’(x y7 ) -
fy(xvyvz) —I_ )‘gy(x Y,z ) - 0
g(x, y,z) =0
Jos suurin tai pienin arvo saavutetaan jossakin pist¢
niin siina pisteessa joko
edelliset yhtalot ovat voimassa, tai
¢:n derivaatta o, tai
f tai g eivat ole derivoituvia

pessa

M f(a.y,2) =T kung(a,y. z) = 0jah(e,y, z) = 0

max
L(z,y,z, A1) = f(z,y.2) + Agla,y, 2) + ph(,y, 2)
Ratkaistava:
L'(z,y,z,\,u) =0




PIENIN NELIOSUMMA

Regressiosuora
Annettu:(z;,y;), i =1,... ,n,y M ax +b
Valitaana ja b siten, etta minimoidaan

1 n
) Z|G$¢ +b—yil*
=1

Osittaisderivaatat:n ja b:n suhteen ovadi jos

(% 2o (Sm)s- (% )
() = (S)

Usein voi olla edullista korvata luvut; luvuilla 2; — =

n

. . . 1
missaz on keskiarvo elic = — Z ;

n <
=1

jolloin b:n paikalle tuled) = b + a7

jakoska) (x; — ) = 0 saadaan
=1

. o l &
~ — ja b=b+4+ar =— Y = 7.
Ei:l(xi - x)? n 2221:

min 3 <01f1(l’z’) +eafalwi) + .o+ e fulwi) — y¢>2

=1

Aij = filx:), c(j)=c¢, y()=w




INTEGRAALIN DERIVOINTI

S RT:
— t,z)di =
dl’ a(x)

b()
R (E R ORI RUEL




TASOINTEGRAALI

Funktio f/ on integroituva suorakulmiosgaja // flz,y)dA =T jos
T

jokaisellec > 0 on olemassa > 0 siten, etta jos
T=la,b]x[e,dl,a=azo<a1<...0; =bc=yo<y1 <...y,=dja

|xi—xi—1| <5,i:17"' 7mja|yj_yj—1| <5aj: 17 ) 1
seka(z} ;, yr.) € [wic, @) X [yj—n,yl e =1,...,m, g =1,...,n,niin
DO iy @ — ey —y) — 1| < e

=1 7=1

JosD C T miss&l’ on suorakulmio niin
f on integroituvaD:ssa jos funktio

_ Jf@y), (wy)eD
on integroituval:ssa ja silloin

Jf s [f jieis

Fubinin lause:
Jos jokin integraaleista

[hmwmmmm,AK[Wwwm)m,[%leMM)@

on aarellinera s on jatkuvien funktioiden raja-arvo melkein kaikkiall&)jin

[Awmﬁwwmzlwfﬂww@)mzlwlﬂwwm)w




/ flz,y)dA =0 jos D:n pinta-ala or)
D

// 1dA = D:n pinta-ala
D

Josf(x,y) > 0 joukossaD niin V' = // f(z,y)dA on
D

joukon{ (z,y,z) | (x,y) € D,0 <z < f(x,y) } tilavuuus

// flz,y) + Bg(z,y) dA—Oé// fxydAJrﬂ// 9(x,y)

Josf(xz,y) < g(x,y), (x,y) € D niin//D fla,y)dA < //Dg(x,y)dA
\/ fenad < [[ pealas

//Df(x’y)dA:zi://D] flz,y)dA jos

D=U_DjjaD;nD;=0kuni#

"Epaoleelliset” integraalit
Josf(x,y) > 0 joukossal (muttaf ei ole rajoitettu, eik&D ole rajoitettu)niin
f on integroituva joukoss# jos loytyy jono( f,,),~, S.e.
0 < fulz,y) < fora(z,y) < flayy) (z,y) €D
falwy) =0 (z,y) ¢ D
Tim fu(z,y) = f(z,y), (v,y)eD
fnon |ntegr0|tuvajoukossprn n] X [—n,n]ja

/Df(w,wdA:?}ggo// o anxy)dA@o

Yleisesti, f on integroituva jos ja f_ ovat integroituvia
missaf, (v,y) = max{0, f(z,y)} ja f-(x,y) = max{0, — f(z,y)} ja

// Flz,y)dA = // f+:z;ydA/ f(z,y)dA

Majoranttiperiaate
Jos0 < f(x,y) < g(x,y) kun(z,y) € D jag on integroituvaD:ssa, el

// g(x,y)dA < oo (ja f on jatkuvien funktioiden raja-arvaiin
D

/ on integroituva joukossa, eli/ flz,y)dA <
D




Avaruusintegr aali

I/ a2 dv

maaritellaan ja lasketaan samanlaisella tavalla tasnintegraali

Numeerinen integrointi

JosK on (pieni) kolmio, jonka karkipisteet ovat, x; jaxs niin

/ / fdA ~ pinta-ald ) Y~ w; f(%;)
K ]‘:1
missa esimerkiksi
3
1, 36,5 + 1

missas; » = 1 jos; = k ja0 muuten, tai

3

m=3, w; Zl_5jk

jolloin molemmissa tapauksissa approksimaatio on tarkka

korkeintaan astetta 2 olevilla polynomeilla.




MUUTTUJIEN VAIHTO

v=2z(s1) 9(x,y) (8_x a_x>
7 =de s gt
y=ssty o0 S

(z,y) € D & (s,t) € D' jakuvaus on bijektio

1
J(s,1) N 88((5715)

@,y)

_
/], fameas = 4 ; ;f(x(s,w,y(s,t)) )
.y

Napakoordinaatit
r=rcos(f) r>0
y=rsin(d) 0 €0,27]

=
dxdy = rdr déd

Pallokoor dinaatit
x=pcos(f)sin(¢) p=>0
y = psin(f)sin(¢) 0 € [0,27]
z = pcos() ¢ € [0, 7]
=
dzdy dz = p? sin(¢)dp df do

dxdydz:‘m du do duw
O(u, v, w)

o o O
9($7y72):det gu gy By
I(u,v,w) E

du v dw




KAYRAINTEGRAALIT JA POTENTIAALIFUNKTIOT

/CF dr = /ab F(r(t)) - r'(t) dt

missar(t), t € [a, b] on kdyranC' parametriesitys

/F.dr:/<P(:1;,y,z)d:1;—|—Q(:z;,y,z)dy+R(:1;,y,z)dz>
c c
josF = Pi+ Qj + Rk

[ ras= [ swwpiopa

missar(t), t € [a, b] (¢ < b) on kayranC' parametriesitys

FunktioF on konservatiivinen eli eksak#s
F = ¢ = Vo jasilloin ¢ onF:n potentiaalifunktio=

/ F - dr on tiesta rippumatosii = ¢(loppupisté — ¢(alkupisty <>
C

7{ F - dr = 0 kun C on umpinainen kayra
C

joskF =Pi+Qj+ RkninP,=Q,, P. =R, jaQ.=R, &
VxF=0

Kayranr(s) parameterina on kaarenpituus jos
Ir'(s)] =1 Kkaikilla s
ja tassa tapauksessa
k(s) = |r"(s)| on kaarevuus.
Muissa tapauksissa kaarevuus on
() x (1)

0= R




PINTAINTEGRAALI

//AF-ndS ja //Ade

(n on yksikkonormaali)
PintaA: r(u,v) = z(u,v)i+ y(u,v)j + z(u,v)k  (u,v) € D

Jdr  Or
ndS—(i)a—uX%dudv
Jdr  Or
ds = a—uX% du dv
Z:f(xvy):>

ndS = +(—fu(z,y)i— fy(z,y)j + k) dzdy
dS =/ fu(e.9)? + fy(e,y)? + L cedly

:1;2—|—y2—|—22:a2:>
ndS = £a’sin(¢) <Cos(0) sin(¢)i + sin(6) sin(¢)j + cos(qﬁ)k) dode
dS = a*sin(¢) ddde

Pty =d =
ndS = :l:a(cos(@)i + sin(@)j)d@dz
dS = adfdz




PINTA-ALA- JA TILAVUUSLASKUT

Joukko, jonka rajoittavat kayrgt= f(x),y =0,z =ajax =b
pyorahtaac-akselin ympari: Pyorahdyskappaleen tilavuus on

r / b f(x)?de

Joukko, jonka rajoittavat kayrgt= f(x),y = 0,2 = ajax = b,
0<a<b,
pyorahtaa-akselin ympari: Pyorahdyskappaleen tilavuus an

27r/ab:1;|f(:1;)|d:1;

Kayray = f(z), a < 2 < bpyorahtaa-akselin ympari
Pyorahdyspinnan pinta-ala on

25 [ 1@V Pl de

Kayrar(t) = x(1)i+ y(t)j, « <t < b pyOrahtag-akselin ympari
Pyorahdyspinnan pinta-ala on

25 [ el + g




DIVERGENSSI JA ROOTTORI

. . . . aP 90Q IR

DivergenssiV - (Pi+ Qj+ Rk) = F n + 5
i ] k

Roottori:V x (Pi+ Qj+ Rk) = det (aax o 832)
P Q@ R

.0 .0 9,




DERIVAATAN INTEGRAALI

Greenin lause:

// (9_69_9_13) dA:y{ Pde+Qdy
D dx 8y aD
// VxF-de:% F.dr
D aD

0D kierretaan positiiviseen suuntaan, Blijga vasemmall

11%

Divergenssilause tasossa:

// V-FdAzj{ F-nds
D oD

missan on normaali ulospain
nds = (y'(t)i — 2'(¢)j) dt josr(t) = z(t)i + y(t)]

D:n pinta-ala= ! (—y)de + 2dy = 7{ rdy = 7{ (—y)dx
2 D oD

oD 2]

Stokesin lause:

//A(VXF)-ndSzngF-dr

05 kierretdan positiiviseen suuntaan

eli A jaa vasemmalla:n osoittamasta suunnasta katsottuna

Divergenssilause eli Gaussin lause:

JI[ vrav=[[ Fonas

(normaalin ulospain).

Osittaisintegrointi:

Jl <= oo v




