
Raja-arvotlimx!x0 f(x) = L :
jos jx� x0j on ”riittävän pieni” jax 6= x0 niin jf(x)� Lj on ”pieni”limx!x0x2
 f(x) = L

jos kaikilla � > 0 on olemassaÆ > 0 siten, että

jos0 < jx� x0j < Æ ja x 2 
 niin jf(x)� Lj < �
Jos limx!x0 f(x) = F ja limx!x0 g(x) = G niinlimx!x0��f(x) + �g(x)� = �F + �G;limx!x0 f(x)g(x) = FG;limx!x0 f(x)g(x) = FG; mikäli G 6= 0:

Jos limx!x0 g(x) = 0 ja jf(x)j � g(x) (kunx 6= x0) niin limx!x0 f(x) = 0
Jos limx!x0 g(x) = limx!x0 h(x) = L ja g(x) � f(x) � h(x) (kunx 6= x0) niinlimx!x0 f(x) = Llim(x;y)!(x0;y0) f(x; y) EI OLE OLEMASSA joslimt!0+ f(x0 + �t; y0 + �t) ei ole riippumaton luvuista� ja �:

Jos limx!x0 g(x) = G ja g(x) 6= G kunx 6= x0 niinlimx!x0 f�g(x)� = limt!G f(t)
Jos limx!x0 f(x) = F , limx!x0 g(x) = G, ja f(x) � g(x) kunx 6= x0 niinF � G

Jos limx!x0 f(x) = F niin lim(x;y)!(x0 ;y0) f(x) = F



Jatkuvuus
Funktiof : 
! R on jatkuva pisteessäx0 josx0 2 
 � Rd jalimx!x0x2
 f(x) = f(x0)

eli 
 onRd:n osajoukko,x0 kuuluu joukkoon
,f(x0) on määritelty, raja-arvo on olemassa ja on= f(x0)
Funktiof : 
! R on jatkuva (Rd:n osajoukossa)
 joslimx!x0x2
 f(x) = f(x0) kaikilla x0 2 


Josf ja g : 
! R ovat jatkuvia, niin�f(x) + �g(x) ja f(x)g(x) ovat jatkuvia
:ssa jaf(x)g(x) on jatkuva joukossafx 2 
 j g(x) 6= 0 g
Josf : V ! Rn ja g : W ! Rm ovat jatkuvia

missäV � Rm jaW � Rd
eli kaikki komponentit ovat jatkuvia

ja g(x) 2 V kaikilla x 2 W niin

yhdistetty funktiof Æ g(x) = f(g(x)) on jatkuva:W ! Rn
Josf : V ! R on jatkuva jaV � Rd on suljettu ja rajoitettu

niin on olemassax1 ja x2 2 V siten, ettäf(x1) � f(x) � f(x2) kaikilla x 2 V
eli pienin ja suurin arvo saavutetaan.

JosV ei ole suljettu tai ei ole rajoitettu näin ei välttämättä ole.

JoukkoV � Rd on suljettu jos sen reuna�V � V
ja se on avoin jos�V \ V = ; eli Rd n V on suljettu.�V = fx 2 Rd j kaikilla Æ > 0 löytyy sÆ 2 V jauÆ 2 Rd n V siten, ettäjsÆ � xj < Æ ja juÆ � xj < Æg

JoukkoV on rajoitettu jos on olemassa vakioC <1 s.e.jxj � C kunx 2 V



Osittaisderivaatatfx(x; y) = limh!0 f(x+ h; y)� f(x; y)hfy(x; y) = limk!0 f(x; y + k)� f(x; y)kfx = �f�x = Dxf = f1 = D1f = D(1;0)f : : :fxy = (fx)y = ��y �f�x = �2f�y�x = D(1;1)f
Josfx, fy, fxy ja fyx ovat olemassa ja jatkuvia niinfxy = fyx



Derivaatta eli gradientti, ketjus�a�ant�o
Funktiof : Rd ! R on derivoituva eli differentioituva pisteessäx

jos on olemassa vektorif 0(x) = rf(x) siten, ettälimh!0 jf(x+ h)� f(x)� f 0(x)hjjhj = 0:f 0(x)h on 1� d vaakavektorin jad� 1-pystyvektorin matriisitulo

joka voidaan myös kirjoittaa pistetulonaf 0(x) � h = rf(x) � h
Jos funktiollaf : Rd ! R on jatkuvat osittaisderivaatat, niinf on derivoituva jaf 0(x) = rf(x) = �fx1(x); fx2(x); : : : ; fxd(x)�

Josf on derivoituva pisteessäx niinf on jatkuva pisteessäx
Josf : Rd ! Rn on (pysty)vektorifunktio, niinf 0(x) onn� d-matriisi, jonka vaakavektoreina ovat

funktion f komponenttien derivaatat eli gradientit, elif 0(x)i;j = �fi(x)�xj
Ketjusääntö:

Josh(x) = f(g(x)) niin h0(x) = f 0(g(x))g0(x)
Funktionf suunnattu derivaatta suuntaanu onDuf(x) = f 0(x)u 1juj = rf(x) � 1juju



Lineaarinen approksimointi
Approksimointi:f(x+ h) � f(x) + f 0(x)h = f(x) +rf(x) � hf(x+�x; y +�y; z +�z)� f(x; y; z)� fx(x; y; z)�x+ fy(x; y; z)�y+ fz(x; y; z)�z

Funktio kasvaa nopeimmin gradientin eli derivaatan suuntaan !!

joten gradientti on kohtisuorassa tasa-arvokäyriä vastaan

Pinnanf(x; y; z) = 0 normaali pisteessä(x0; y0; z0) onf 0(x0; y0; z0) = fx(x0; y0; z0)i+ fy(x0; y0; z0)j+ fz(x0; y0; z0)k
ja tangenttitaso on silloinfx(x0; y0; z0)(x� x0) + fy(x0; y0; z0)(y � y0) + fz(x0; y0; z0)(z � z0) = 0



Newtonin menetelm�a
Newtonin menetelmä:f(x) = 0) x =?

Josf(xn +�x) = 0 niin0 = f(xn +�x) � f(xn) + f 0(xn)�x) �x � �f 0(xn)�1f(xn)
ja jottaxn+1 � xn +�x valitaanxn+1 = xn � f 0(xn)�1f(xn)
Josf(x) on jatkuvasti derivoituvaf(x�) = 0 ja f 0(x�) on kääntyvä matriisi

ja jos jx0 � x�j on riittävän pieni, niinlimn!1 xn = x�



Implisiittifunktiot
Implisiittifunktiolause: f(x;y) = 0 ?)y = g(x)

Josf on jatkuvasti derivoituva,f(x0;y0) = 0;
ja fy(x0;y0) on kääntyvä matriisi,

niin on olemassa funktiog(x) siten, ettäg(x0) = y0 ja f(x;g(x)) = 0
kun jx� x0j on riittävän pieni.

Derivoimalla saadaanfx(x;g(x)) + fy(x;g(x))g0(x) = 0
ja kun sijoitetaanx = x0 ja ratkaistaang0(x0) niing0(x0) = �fy(x0;y0)�1fx(x0;y0):

Jos halutaan ratkaistax muuttujany funktiona, elix = h(y)
niin tulos on vastaavanlainen

Josf(x0;y0) = 0, f(x;y) on jatkuvasti derivoituva,

ja f(x0 +�x;y0+�y) = 0 niinfx(x0;y0)�x+ fy(x0;y0)�y � 0
ja josfx(x0;y0) on kääntyvä matriisi niin�x � �fx(x0;y0)�1fy(x0;y0)�y��w�x�y = �w(x; y)�x

JosF (x;y; z;w) = 0 jaG(x;y; z;w) = 0 voidaan mahdollisesti ratkaistaw = w(x;y), z = z(x;y) taiw = w(x;z), y = y(x; z)
ja silloin ei ole selvää mitä

�w�x tarkoittaa.



�A�ariarvot
Josf on derivoituva pisteessäx0 jaf(x) � f(x0) jos jx� x0j < r

missär > 0, eli x0 on paikallinen minimipiste, niinrf(x0) = f 0(x0) = 0f kahdesti jatkuvasti derivoituva,f 0(x0) = 0 jaA = f 00(x0) = 0�fx1x1(x0) : : : fx1xd(x0)
...

. . .
...fxdx1(x0) : : : fxdxd(x0)1A

Jos kaikkiA:n ominaisarvot ovat> 0 niin x0 on paikallinen minimipiste.

Jos kaikkiA:n ominaisarvot ovat< 0 niin x0 on paikallinen maksimipiste.

JosA:lla on ainakin yksi positiivinen ja ainakin yksi negatiivinen ominaisarvo

niin x0 ei ole paikallinen minimi- eikä maksimipiste.

JosA on symmetrinen2� 2 matriisi, niinA:n ominaisarvot ovat> 0, A1;1 > 0 ja det(A) > 0A:n ominaisarvot ovat< 0, A1;1 < 0 ja det(A) > 0A:n ominaisarvot ovat erimerkkiset,det(A) < 0
Josf : 
! R on jatkuva ja
 on rajoitettu ja suljettu(
:n reuna�
 � 
) niinf(x) � f(x0); x 2 


eli funktionf suurin arvo saavutetaan pisteessäx0
missä jokox0 2 �
 (
:n reuna)

tai x0 2 
 n �
 ja f 0(x0) = 0 taif ei ole derivoituva pisteessäx0


