RAJA-ARVOT

lim f(x)=L:

X—Xo

jos |x — x| on "riittavan pieni” jax # x, niin | f(x) — L| on "pieni”

lim f(x)=L
X,{_é)(czo

jos kaikillae > 0 on olemassa > 0 siten, etta
jos0 < |x —xo| < djax € Qniin |f(x) — L| < e

Jos lim f(x) = Fja lim g(x) = G niin

lim (af(x) + Ag(x)) = aF + 4G,
lim f(x)g(x) = FG,

. fx)
lim —= = — mikali G #£ 0.
x—xo g(x) G 7

Jos lim g(x) = 0ja|f(x)| < ¢g(x) (kunx # xo) Niin lim f(x) =0

X—Xo

Jos lim ¢g(x) = lim h(x) = Ljag(x) < f(x) < h(x) (kunx # xo) niin

X—Xq X—Xq

lim f(x) =L

X—Xq

lim  f(x,y) EI OLE OLEMASSA jos

(x,y)—>(x0,y0)
th%i flzo + at,yo + [t) ei ole rippumaton luvuista ja 3.

Jos lim ¢(x) = G jag(x) # G kunx # x¢ niin

lim f(g(x)) = lim f()

X—Xo

Jos lim f(z)=F, lim g(z)=G,jaf(x) < g(x) kunx # xq niin

X—Xq

F<G

Jos lim f(z) = F niin lim fle)=F

F=To (#,5)—(%0,50)




JATKUVUUS

Funktio f : © — R on jatkuva pisteess&, josx, € 2 C R?ja
Jim f(x) = f(xo)

xXEN

eliQ onR%n osajoukkoxo kuuluu joukkoort?,

f(x0) on méaaritelty, raja-arvo on olemassa ja=ery (xo)

Funktio f : © — R on jatkuva R?:n osajoukossa) jos
lim f(x) = f(xo) kaikilla xo € ©

xXEN

Josf jag: 2 — R ovat jatkuvia, niin
af(x) + fg(x) ja f(x)g(x) ovat jatkuvia2:ssa ja

fx)

on jatkuva joukossa x € (2 X 0
TR j @ [9(x) #0}

Josf:V — R"jag: W — R™ ovat jatkuvia
missal Cc R™ jaW c R?
eli kaikki komponentit ovat jatkuvia
jag(x) € V kaikillax € W niin
yhdistetty funktiof o ¢(x) = f(¢(x)) on jatkuva:l¥’ — R"

Josf : V — Ronjatkuvaja’’ c R on suljettu ja rajoitettu
niin on olemassa; jax, € V siten, etta
f(x1) < f(x) < f(x2) kaikillax € V

eli pienin ja suurin arvo saavutetaan.

JoukkoV ¢ R? on suljettu jos sen reurid” ¢ V
jase onavoinjoV NV = 0 eliR? \ V on suljettu.
oV = {x € R? | kaikilla § > 0 loytyy s; € V ja
us € R\ V siten, ettds; — x| < § ja|us — x| < 6}

JoukkoV on rajoitettu jos on olemassavakib < oo s.e.|x| < C kunx € V/




OSITTAISDERIVAATAT

x+h — f(x
o) = tim ) 2 T00)
€ B — f(x
fw.y) = lim L0 = (00)
0
fl’:a—;];:Dxf:fllef:D(l,O)f
00 o° 1,1
oo = (£ = 55 = oas = D1

Josf., fy, fuy J@ fy- Ovat olemassa ja jatkuvia nijn

fxy = fyx




DERIVAATTA ELI GRADIENTTI, KETJUSAANTO

Funktio f : RY — R on derivoituva eli differentioituva pisteessa
jos on olemassa vektofi(x) = V f(x) siten, etta
_ _ !
joy (A 0) = f(x) = f(x)h] _
h—o0 |h|
f'(x)h on1 x d vaakavektorin jal x 1-pystyvektorin matriisitulo

0.

joka voidaan my®0s kirjoittaa pistetulorfax) - h = Vf(x) - h

Jos funktiollaf : R? — R on jatkuvat osittaisderivaatat, n
f on derivoituva ja

f/(X) = Vf(X) = <fx1(X)7fx2(X)7 <. 7fl’d(X)>

n

Josf on derivoituva pisteesséaniin
f on jatkuva pisteessa

Josf : R* — R" on (pysty)vektorifunktio, niin
f'(x) onn x d-matriisi, jonka vaakavektoreina ovat
funktion f komponenttien derivaatat eli gradientit, |eli

! . afl(x)
f (X)%] - al']‘
Ketjusaanto:

Josh(x) = f(g(x)) niin h'(x) = f(g(x))g'(x)

Funktion f suunnattu derivaatta suuntaamn
1

Duf(x) = f (<) = V() - g




LINEAARINEN APPROKSIMOINTI

Approksimointi:
Flx ) & £ + [0 = £()+ Vf(x)
fle+Az,y + Ay, 2+ Az) — f(x,y,2)
~ fo(a,y, 2)Ax+ f,(2,y,2) Ay + f.(2,y,2)Az

Funktio kasvaa nopeimmin gradientin eli derivaatan stamt§
joten gradientti on kohtisuorassa tasa-arvokayricazast

Pinnanf(x,y, z) = 0 normaali pisteess@:, yo, z0) ON

f’(:z:o, Yo, 20) = f(T0, Y0, 20)i + fy(20, Y0, 20)] + f=(20, Y0, 20)k
ja tangenttitaso on silloin

Jo(o, 40, 20) (2 — x0) + fy (%0, Yo, 20)(y — yo) + f=(x0, Y0, 20)(2 — 20) = 0




NEWTONIN MENETELMA

Newtonin menetelm&(x) = 0 = x =?
Josf(x,, + Ax) = 0 niin
0 = f(x, + Ax) ~ f(x,) + {'(x,)Ax
= Ax ~ —f'(x,) 7' f(x,)
jajottax, 1 ~ x, + Ax valitaan

Xpp1 = X, — F'(x,) 7 (x,)

Josf(x) on jatkuvasti derivoituva
f(x.) = 0jaf’(x.) on kdantyva matriig
jajos|xo — x.| on riittavan pieni, niin

Iim x,, = x,

n—oo




IMPLISIITTIFUNKTIOT

Implisiittifunktiolause: f(x, y) = 0=y = g(x)
Josf on jatkuvasti derivoituva,
f(Xo, yO) = 07
jafy(xo0,y0) On kdantyva matriisi,
niin on olemassa funktig(x) siten, etta
g(xo0) = yojaf(x,g(x)) =0
kun|x — x| on riittavan pieni.
Derivoimalla saadaan
£e(x, g(%)) + fy (x, g(x))g/(x) = 0
ja kun sijoitetaarx = x, ja ratkaistaag’(xo) niin
g/(XO) = _fy(X07 y0)_1fx(X07 YO)
Jos halutaan ratkaistamuuttujany funktiona, elix = h(y)

niin tulos on vastaavanlainen

jaf(xo + Ax,yo + Ay) = 0 niin
fx(x0,¥0)Ax + £ (X0, y0)Ay ~ 0
ja josfx(xo,yo) on kadantyva matriisi niin

Ax ~ —fy (X0, ¥0) " fy (X0, yo) Ay

Josf(xo,y0) = 0, f(x,y) on jatkuvasti derivoituva

L

dw\ _ dw(z,y)
Oz y_ Ox

JosF(z,y,z,w) = 0jaG(z,y, z,w) = 0 voidaan mahdollisesti ratkais|

w=w(z,y),z=z(z,y)talw=w(zsz),y =y, z)

ja silloin ei ole selvaa miti’%ﬂ tarkoittaa.
T

ta




AARIARVOT

Josf on derivoituva pisteessg ja
f(x) > f(x0) Jos|x — x| <
missar > 0, eli x, on paikallinen minimipiste, niin

Vf(xo0) = f'(%0) =0

f kahdesti jatkuvasti derivoituvd; (x,) = 0 ja
fl’1x1 (XO) cee fl’ll’d(xo)
fxdx1 (XO) s fl’dl’d(xo)
Jos kaikkiA:n ominaisarvot ovat- 0 niin x, on paikallinen minimipiste.
Jos kaikkiA:n ominaisarvot ovat 0 niin x, on paikallinen maksimipiste.
JosA:lla on ainakin yksi positiivinen ja ainakin yksi negatiman ominaisarv
niin x, ei ole paikallinen minimi- eika maksimipiste.

JosA on symmetriner? x 2 matriisi, niin

A:n ominaisarvot ovat- 0

< A171 >0 ja det(A) >0

A:n ominaisarvot ovat 0

< A171 <0 ja det(A) >0

—

A:n ominaisarvot ovat erimerkkisge

=

det(A) <0

Josf : 2 — Ron jatkuva ja
{1 on rajoitettu ja suljetty:n reunadQ c Q) niin
f(X)Sf(XO)v x €0
eli funktion f suurin arvo saavutetaan pisteegsa
missa jokax, € 91 (2:n reuna)
taixo € 2\ 00 ja f'(x0) = 0 tai
f ei ole derivoituva pisteessg




