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Separoituvat differentiaaliyhtalot

1. Eras suure(t) vaihtelee valillg 0, 100) ja muutosnopeus on verrannollinen tulqano —
y(t))y(t). Maaritay(¢):n lauseke:n funktiona.

Vihjer —L— = L(Lj L)

(100—v)y 100\y T 100—y

RatkaisuMuutosnopeus o' (¢) ja oletuksen mukaan

y'(t) = (100 — y(1))y(t),
missaa on jokin vakio. Talla yhtalolla on tietenkin vakiokatisuty (1) = 0 jay(t) = 100 mutta
josy(t) # 0jay(t) # 100 niin saadaan

v y'(1) S owa
(100 — y(D)y(1) -/ (100 — () (0) [as=atsn
Sijoituksellay(t) = v, jolloin y'(¢) dt = du, saadaan

[ —y/zit&»y(t) o= [ = (1 ’ ﬁ) d“

1(1)0 (In(Ju]) — In(]100 — ul)) = ﬁlﬂ (‘ mou_ » ) = ﬁln (ﬁ) ’

missa kaytettiin hyvaksi oletusta, etté< y(¢) < 100. Nain ollen
1 y() y()
—In|—"— | =at = S —ett
100 (100 - y(t)) ot +f 100 — y(t) :
missac = 100« ja b = 100/3. Tasta voidaan ratkaista
100et+? 100

1 + elt—l—b e—at—b + 1

2. Ratkaise yhtalg'(¢) = y(¢)*e™", y(0) = a. Milla a:n arvoilla ratkaisu on olemassa kaikilla
t> 0.

Vihje: Jos ratkaisu ei ole olemassa Kunr t,, niin se johtuu siita, etthm;_..,_ |y(t)| = oo
RatkaisuEnsiksi todetaan eti@gt) =0 kalklllat € R on vakioratkaisu. Jog(t) # 0 niin

/e‘t dt = —e '+ C,

_—t

ja koska
/y(t)dty(t)=u,y:(t)dt:du/idu:__:_L7
y(1)? u? uw o y(t)
niin
—L——e‘t+0:> (t) = !
y(t) e
Sijoittamalla taharn = 0 saadaan
1 1 1
a = =C=1--=yt)=

e’ —-C



Jos ratkaisun lausekkeen nimittaja on nolla jossairepsgté, > 0 niin silloin ratkaisulle patee
lim; ;- y(t) = +oo, eika ratkaisu ole olemassa kaikila> 0. Koska0 < e < 1 niin
nahdaan etta nain ei tule kaymaangos 1.

. +2 1L (¢
3. Ratkaise differentiaaliyhtali(t) = + (y)( )’

u(t) = y()/1, jolloin y(1) = tu(t) jay'(t) = u(t) + tu'(2).
RatkaisuJosy(t) = tu(t) niin y'(t) = u(t) 4 tu'(¢) ja yhtaloksi tulee
2+ 20%u(t)? 1+2u()

,y(l) = 2, ottamalla kayttoon uusi funktio

u(t) +tu'(l) = —- 0 a0
el 11 1)? 2
(1) = ;%t()), u(l) = = =2

Tama yhtalo on separoituva ja se voidaan kirjoittaa dussa
u'(t)u(t) 1

1+u(t)? ¢
Integroimalla saadaan

u'(t)u(t) B 1.
/mdt—/;dt—lnﬂﬂ)—l—a

Vasemmanpuolisessa integraalissa tehdaan sijojtus= v jolloin v'(¢) dt = dv ja
u'(t)u(t) v 1 5 1 5
/1—|—u(t)2d /1+v2dv g In(t+07) =5 In{l +u{t))
(Vakiota ei tarvitse tanne kirjoittaa, koska se tuleeajimi"oikealta puolelta.) Nain ollen

%mu Fu(t?) = In(t) + C,

eli |t u(t)? = @n()+20 _ p202C
josta saadaan
ult) = £/12€C 1
Sijoittamallat = 1 todetaan, etta ainoastaankelpaa ja2 = /€2C — 1 josta paatellaan, etta
€’“ = 5. Yhtalon ratkaisu on siis

y(t) =152 — 1.

Koska aina on oltava? — 1 > (0 nahdaan, etta tama on ratkaisu ainoastaan I@un}—

4. Oletetaan, etta funktioll¢ patee
|lf(t,2)— ft,2)| < Lle—=], t>0, z,z€eR.
Osoita, etta differentiaaliyhtalolla
y'(t) = flty(t)), t=0, y(0)=yo,
on korkeintaan yksi ratkaisu.



RatkaisuOIetetaan, ettg, ja y» ovat kaksi ratkaisua. Integroimalla saadaaft) — y;(0) =
fo s,y;(s))ds, j = 1,2, jatasta seuraa oletusten nojalla, etta

)= (o) = | [ (F(s.92(5)) = Fs,1(s))) s

/ F(5.5(5) — Fls.m(5))] ds<L/ 1ya(s) — w1 (s)] ds.

Merkitaano (¢ fo ly2(s) — y1(s)| ds jolloin siis patee, etta
v'(t) = lya(t) =y ()] < Lo(t), 20
Jos nytw(t) = e Hu(1), niin
w’(t) = —Le_Ltv(t) + e_Ltv'(t) < —Le_Ltv(t) + e_LtLv(t) < 0.
Nain ollenw(t) = w( +f0 s)ds < w(0) = v(0) = 0, jakoskav(t)jae " > 0 niin seuraa,

ettav(t) =0 kalklllat > 0. Koska|y2( ) —y1(t)| < Lo(t) niin patee myosy,(t) — y1 ()] =0
eli y1 (1) = y2(t) kaikilla ¢ > 0.

5. Olkoon f jatkuva funktio reaaliakselilla siten, etfdy) = 0 kuny < 0 ja f(y) > 0 kun
y > 0. Milla ehdolla differentiaaliyhtalon’(z) = f(y(¢)), y(0) = 0 ratkaisuy(t) = 0,7 > 0 ei
ole yksikasitteinen.

RatkaisuOletetaan ensin, etta loytyy ratkaisu jolle paige) > 0 kunt > 0 muttay(0) = 0.
Silloin

ja integroimalla saadaan

13 y/(S) B 13 o
) () ds‘/o s =t

Jos ensimmaisessa integraalissa tehdaan muuttuifaio yés) = w niin y'(s)ds = du, u =
y(0) =0kuns =0jau = y(¢) kuns = ¢t. Nain ollen saadaan

Hy(t) =1t eli y(t)=H"'(1),

missall(z) = J; ﬁdu. Tamahan onnistuu ainoastaan jdgson hyvin maaritelty funktio,
eli integraali on olemassa, mika ei ole itsestaan seka@skalim, .o, ﬁ = +4o0. Mutta jos
tama integraali on olemassa, niin sillaih on jatkuvasti derivoituva ja aidosti kasvava funktio
kunz > 0, joten silla on kaanteisfunktio ja jog maaritellaan kaavallg(t) = H~'(¢) kun

t > 0jay(t) = 0kunt < 0 niin kdanteisfunktio derivaatan kaavasta seuraa, fta =
f(y(t)) kunt > 0. Koska0 on myos differentiaaliyhtalon ratkaisu on siis loytyetinakin kaksi
ratkaisua. Riittava (ja myos valttamaton) ehtdesdttei ratkaisu ole yksikasitteinen on siis etta
N ﬁ du < oo kunz > 0. Huomaa myos, etta tassa tapauksessa loytyy aar@tt monta
ratkaisua, koska jog > Ojay(t) = 0 kun0 < ¢ < tyjay(t) = H (¢t —to) kunt > t;, on
yhtalon ratkaisu.




6. Kayray = f(z), x > 0 (elixz = k(y)) missaf(0) = 0 ja f(z) > 0 (sekaf'(x) > 0)
kunz > 0 pyorahtag akselin ympari jolloin syntyy vesiastia. Maarita fumk / siten, etta
jos astiaan tehdaan reika pisteessa 0 niin etta vesi virtaa ulos, niin veden korkeus laskee
vakionopeudella.

Ratkaisu:Ensin yritetaan paatella milla nopeudella vesiaértulos jos vedenpinnan korkeus

(reiasta laskettuna) oh: Jos pieni massa\m virtaa ulos niin potentiaalienergia pienenee

Amhg verran ja liikkeenergia kasva?Amv2 verran ja jos oletetaan, etta potentiaalienergian
ja liike-energian summa pysyy vakiona niin saadaan

Amhg = %Amv2 = v =4/2gh
Jos hetkelld vedenpinnan korkeus oyit) ja vedenpinnan pinta-ala of(y(¢)) niin aikavalilla
(t,t + At) astiassa oleva vesimaara pienenee nuin(t))(y(t) — y(¢ + At)) jos tarkastellaan

vedenpinnan muutosta. Koska vesi virtaa ulos nopeudgflay(¢) voidaan myos olettaa etta

ulos virrannut vesimaara an/2gy(t)At missac on vakio joka riippuu mm. reian poikkipinta-
alasta. Nain ollen saadaan

Aly(0)(y(t) — y(t + Al)) & e\/2gy(1)At,
jatasta seuraa, kun jaetaan:lla ja annetaan\t — 0 etta
, Vyl(t)
y(t) = —c\/2¢g .
==V 0)

Tassa tapauksessa kun astia on pydrahdyspintadiiin = =/(y)?. Jos nyt halutaan etta ve-
denpinta laskee tasaisella nopeudella pigm valittava niin, ett% on vakio, elik(y) = ay?.
Tasta taas seuraa, etta funkfion valittava siten, ettd(z) = ba*.

7. On rakennettava pyorahdyssymmetrinen pylvas, jonkédus on ja ylapaan ympyran
sade on. Pylvaan ylapaahan vaikuttaa voimha(alaspain) ja se on tasaisesti jakautunut talle
r-sateiselle pinnalle. Maarita pylvaan muoto josthahn etta puristusjannitys (joka siis johtuu
ulkoisesta voimast&' ja pylvaan painosta) on joka korkeudella sama ja pyivégateriaalin
tiheys onp.

Ratkaisu:Olkoony(z) pylvaan sade korkeudellg jolloin siis y(2) = r ja haetaary(z) kun

0 < 2 < h. Pylvaan ylapaassa jannitys en= % Oletuksen mukaan jannitys on sama myos
korkeuksillar jax — Ax. Korkeudellar — Az pylvas kantaa korkeudellavaikuttavan voiman
jatornin massan valilléx — Az, z). Tasta seuraa, etta

my(x)o + [0, 7y(s)pgds  y(x)?o +y(x)?pgAx
my(x — Ax)? - y(x — Ax)?

Tasta seuraa, etta
a(y(e)’ —y(z — Az)’) & —pgy(«)* Az,
jakunAxz — 0 tasta saadaan
20y(x)y'(x) = —pgy(x)® eli y'(x) = —Zy(x).
Tasta taas seuraa, etta



ja sijoittamallar = 4 saadaam = y(h) = e 2-"c eli ¢ = ret-" ja saadaan

8. Olkoony(t) yhtalony’ = (y* + y)(y* — 2y + 1), y(0) = « ratkaisu. Onko yhtaldlla
asymptoottisesti stabiili vakioratkaisu? Hahmottel&aguparven kuvaajat.

RatkaisuFunktionf(z) = (2?4 x)(2* — 2z + 1) kuvaaja nayttaa suunnilleen seuraavanlaiselta:

Tasta nahdaan, ettfgz) > Okunz < —1,0 < =z < 1ljaz > 1, joten niillat-valeilla missa
y(t) < —1,0 < y(t) < 1ljay(t) > 1 niin y on aidosti kasvava. Vastaavagtic) < 0 kun—1 <

x < 0 joten sellaisella valilla missa1 < y(¢) < 0 funktio y on aidosti vaheneva. Tasta voidaan
paatelld, ettdim,; ... y(t) = —1josy(0) < —1taijos—1 < y(0) < 0, jalim;—, y(¢) # 1 jos
y(0) > 1, koska siina tapauksessa on olemdasgssten, ettdim;_,,— y(t) = +oo, €li ratkaisu

ei ole edes olemassa kaikilla> 0. Tasta paatellaan, etta ainoastaanon asymptoottisesti
stabiili vakioratkaisu. Ratkaisut nayttavat suureelh seuraavanlaisilta:

2_

1

9. Olkoon f jatkuva funktio, jolle pateef(y.) = 0ja f(x) > Okuny., — 6 < = < y. ja
flz) < 0kuny. < x < y.+6, miss& on jokin positiivinen luku. Osoita, etta jog(0) —y.| < 6
jay(t) on differentiaaliyhtalon’(t) = f(y(¢)) ratkaisu kurt > 0 niin |y(t) — y.| < 6 kaikilla
t > 0jalim—.y(t) = y. eli y. on asymptoottisesti stabiili vakioratkaisu. (Stabiilisien
maaritelmassa vaaditaan etta jokaiselta 0 pitaa loytyaé > 0 siten etta jogy(0) — y.| < 6
niin |y(t) — y.| < e mutta tassa yhden yhtalon tapauksessa voidaan siia ¥at ¢.)

RatkaisuOletetaan, ettg(0) < y.; toinen vaihtoehto on aivan symmetrinen. Osoitetaan ensin
ettay(t) < y. kaikilla ¢ > 0: Tehdaan vastaoletus, jonka mukaan on olemassaiste0
siten, ettéy(#1) > y.. Merkitaant, = sup{t | 0 <t < t1, y(t) < y. }. Koskay(0) < y. niin
tama joukko ei ole tyhja ja jatkuvuuden perusteélla ¢, < ¢, jay(to) = 0. Valiarvolauseen
nojallay(t,) — y(to) = y'(t.)(t1 — to) Missét, < t. < t, josta seuraa, ett@t.) > y. ja siten
y'(t.) < 0 josta saadaam(t;) < y(to) mika on ristiriita. Nain ollen on osoitettu, etta niinkan
kun ratkaisu on olemassa nijt) < ..

Tasta seuraa, etta jos> 0 on sellainen, ettg(t) > y. — 6 kun0 < ¢t < 7 niin y(¢)
on ei-vaheneva valillg0, 7| jay(t) > y(0) > y. — ¢ kaikillat € [0, 7] josta paatellaan, etta



y(0) <y(t) <y, kaikillat > 0 jay(t) on ei-vaheneva. Tasta seuraa, gtta= lim;_... y(¢) on
olemassa ja tama raja-arvo on korkeintgarOletetaan, etta se @n, < y.. Koskaf on jatkuva
on olemassa luky > 0 siten, ettaf(z) > n kuny(0) < 2 < y... Valiarvolauseen perusteella
nahdaan silloin, etta(t) —y(0) = y'(s)(t—0) = f(y(s))t > ntjotenlim;—.(y(t)—y(0)) = oo
mika on ristiriita. Taten kaikki vaitteet ovat tulleetdistetuiksi.

Lineaariset differentiaaliyhtalot

10. Ratkaise differentiaaliyhtalo
y'(t) 4+ a(t)y(t) = f(t), ylto) = yo.

Ratkaisu:Oletetaan, ettg on yhtalon ratkaisu, vaihdetaganmuuttujaksis, (eli kirjoitetaan

y'(s) + a(s)y(s) = f(s)) kerrotaan yhtaldon molemmat puolet funktioltaé” ¥ ja integroi-
daan valin,, ¢] jolloin saadaan:

t . . t
/ <y'(3)eft0 ey y(s)a(s)effo a(T)dT> ds = / el a(T)de(s) ds.
0 to
Koska%ef?; 11— g (s)el “Y niin tulosaannon nojalla vasemmanpuolinen integrali

! d * a\r T ! * a\r " ¢ a\r T
/ 5 <y(s)efto ()d> ds = / y(s)elo I = y(t)ehe Ty (1)€.
0 to

Tasta seuraa, etta

t t t s
(1) = & By g [ el (s
to

t t t
— e Jio a(T)dTyo + / e /s “(T)de(s) ds.

to

11. Ratkaise alkuarvotehtava
vy'(2) — y(x) = 2”sin(z), y(3) = 7.
RatkaisuKirjoitetaan ensin yhtaldé muotoon

(&)~ —y(x) = asin(z).

Jos molemmat puolet kerrotaan funktiollde) % = e~!n(*) = L nijin yhtalén vasen puoli tulee
olemaan derivaatta. Jos nain tehdaan, niin yhtalikse

Ly/(2) — ) = sin),

jakoskally(z) = 1y'(z) — Ly(x) niin tama yhtald voidaan todella kirjoittaa muotoon

d 1 (x) = sin(x).

de «



Tasta seuraa

1 2
L) = 20(5) = —cos(w) + cos(5). >
2z
y(x) = —7x —xcos(x) + 0 = 22 — x cos(x).
T

12. Ratkaise differentiaaliyhtalyy(¢) + 4y(¢) = 16¢ 4+ 10sin(2¢) alkuehdollay(0) = 1.
RatkaisuHomogeeninen yhtald on

y'(t) + 4y(1) = 0,
ja sen karakteristinen yhtalo ent 4 = 0 joten homogeenisen yhtalon yleinen ratkaisu on
yn(t) = ce™*.

Haetaan epahomoheenisen yhtalon ratkaisu muodossa
ypo(t) = A+ Bt + Csin(2t) + D cos(2t),
jakoskay,(t) = B + 2C cos(2t) — 2D sin(2t) saadaan

B+ 2C cos(2t) — 2D sin(2t) + 4A + 4Bt + 4C sin(2t) + 4D cos(t) = 16t 4+ 10sin(2¢).
Tama yhtalo toteutuu jos

B+ 44 =0,

4B = 16,
20 + 4D =0,
4C —2D =10,

ja ratkaisuksi saadaab = 4, A = —1, D = —1 jaC = 2 joten
ypo(t) = —1 4 4t + 2sin(2t) — cos(2t).
Yhtalon yleinen ratkaisu on silloin
y(t) = yn(t) + y(t) = ce™ 1 44t + 2sin(2t) — cos(2t).

Sijoittamallat = 0 saadaan = ¢ — 1 — 1 josta seuraa, etté = 3. Ratkaisu on siig/(¢) =
37 — 1 4 4t + 2sin(2t) — cos(2t).

13. Sailiossa onl00 litraa nestetta O, jossa Gn% ainetta A hetkella = 0. Sailiodn pumpa-
taan nestetta O, jossa 6% ainetta A nopeudellalitraa minuutissa ja sailion hyvin sekoitet-
tua sisaltda pumpataan ulos nopeud¢lifraa minuutissa. Paljonko ainetta A on (prosenteissa)
sailiossa 40 minuutin kuluttua?



Ratkaisu:Aikayksikoksi valitaan minuutti ja/(¢) on sailiossa olevan aineen A maara hetkella
t. Sailion nestemaara on(t) = 400 + (3 — 4)t kun0 < ¢ < 400 (jonka jalkeen se on tyhja).
Nain olleny(0) = 12400 = 12

Tarkastellaan mita tapahuu aikavalillat + At). Sisaan tuleq‘%%At ja ulos menee noin
ﬁy(t)m. Nain ollen

18 4
t+ At —y(t) ~ —At — AL

jakun jaetaan\t:lla ja annetaar\¢ — 0 niin saadaan

18 1
") = — — 1).
v =150~ 100 =V

Tama on lineaarinen yhtalo ja ratkaisuksi saadaan

t
t 4 t 4 9
y(t) =g fo Z00—s d512 + / e fs 00—~ dT% ar

0

_ e/ot4ln(400—s) 4 /t e/§41n(400—r)3 ds
o 50

t 4 —4
ot <1 _ i) 9 de
400 400 50

04
¢ 4 t‘4 " 4 _3
—(1-—=—) 12+ iﬂw——-onq
100 350 100 100
¢ t\*
—og (1 — ) —12(1-—) .
100 100

Tasta seuraa, ettf(40) = 24(1 — =) — 12(1 — $5)* ~ 13.7268 ja prosenttiosuus on
13.7268/(400 — 40) ~ 0.0381 eli 3.81 %.

14. Kappaleen jaahtyminen tapahtuu Newtonin jaahtyrmsl(¢) = —a(7'(t) — To) mu-
kaan, miss& on aika,T" kappaleen lampatilal, ympariston muuttumaton lampotila jaon
vakio. Oletetaan, ett&d, = 10°. Jos tietylla hetkella kappaleen lampaotilazii ja 20 minuuttia
myohemminl 5° niin milloin kappaleen lampotila oB0°
Ratkaisu:Oletetaan, etta hetkellakappaleen lampaotila oB0°. Differentiaaliyhtald voidaan
kirjoittaa muotoon

T'(t) 4+ aT(t) = aTy,
josta ratkaisukaavalla saadaan

13
ﬂﬂ:ﬂ@@+/€wﬂmm:€me4m+n
0

(Toinen tapa: Ratkaistaan ensin homogeeninen yHitél) + «7'(t) = 0, sen karakteristinen
yhtald onr + « = 0 joten yleinen ratkaisu og,(¢) = € “‘c. Epdhomogeenisen yhtalon yk-
sittaisratkaisuksi kelpag,(t) = T} joten yleinen ratkaisu on(t) = e *'¢ + Ty ja sijoittamalla

t = 0 saadaan edella esitetty ratkaisu.)



Oletetaan, etta lampotilaksi mitata2i? hetkella hetkell&, jolloin siis
20 = e (30 — 10) + 10.
Hetkellat, + 20 lampaotila onl5° eli
15 = e *(0+20)(30 — 10) + 10.
Ottamalla logaritmeja saadaan

10
—atg = In <%> = —0.6931,

5
—a(to+20) =1In <%> = —1.3863.

Tasta seuraa, etta
o 0.6931

to+20  1.3863
josta saadaany = 20, eli 20 minuuttia ennen ensimmaista mittausta lampotilaoii

=0.5




