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Divergenss jaroottori

1. Laske funktionf(z,y, z) = (2* + 2*)i + 2yzj + ( + y + 2 )k divergenssWV - f ja roottori
V x f.
RatkaisuDivergenssi on

A\ ((:1;2+22)i—|—:1;y2j+(:1;—|—y—|—2)k>
a . 5 0 0
=—(@"+2°)+ —ayz+ —(r+y+z)=22+az+1

dx dy 0z
ja roottori on
i J k
(> +2%) zyz (z4y+2)
0 0 9 2 o 0

dy dz
ryz (v+y+z)

dx dy
(2? +2%) ayz

=(l—ay)i+ (22 —1)j + yzk.

=1

g(x,y)

jaY () differentiaaliyhtalosysteemin
X'(t) = f(X(1),Y(1)),
Y1) = g(X(1),Y (1)),
ratkaisu. Jost C R* on annettu (esim. avoin) joukko niin maaritellaan
Ar = {(2,y) | X(T') = 2,Y(T') = y jollain alkuarvolla(X (0), Y (0)) € A }.
Osoita, etta jos/ - F = 0 niin A7:n pinta-ala on sama kuid:n pinta-ala. (Kolmessa ulottu-

2. OlkoonF(z,y) = (f(x’y)> jatkuvasti derivoituva vektorifunktio. Olkoot funktioX'(¢)

vuudessa tilavuus sailyy muuttumattomana jaljosn jonkin nesteen nopeuskentta niin tama

neste on puristumaton jos - F = 0.)

RatkaisuXKirjoitetaan X (0) = v ja Y (0) = v. Voidaan osoittaa, (mutta tata ei tehda nyt) etta

oletus, ettd" on jatkuvasti derivoituva takaa sen, etta kuvaus) — (z(7'), y(1')) on bijektio.
JoukonA pinta-ala onf | , 1 dudv ja joukon A7 pinta-ala onffAT dx dy. Nyt on laskettava
determinanttF {22, Yhtalosysteemin ratkaisdf (¢) ja Y'() riippuvat muuttujart lisaksi
alkuarvoistaX (0) = v jaY'(0) = v ja merkitaanX,:lla, X, :lla jne. osittaisderivaatatn jav:n
suhteen. Derivoimalla saadaan differentiaaliyhtasbesgmi

Xo(t) = [o(X(1), V() Xu(t) + fu(X(1), Y(1))Yu(t),  Xu(0) =1,
Xy (1) = fo(X(1), Y(1)) Xo (1) + fy(X(2), V(1) Yo(1),  Xu(0) =0,
Yi(t) = go(X (1), Y(1)) Xu(t) + g, (X (1), Y (1))Yu(),  Yu(0) =0,
Y1) = 9o (X (1), V(1)) Xo (1) 4 gy (X (1), Y(1))Yo(), Yi(0) =1



Suoraviivaisella laskulla todetaan, etta

S XYL — Xu(Yal1) = XLOYAD) + XY E) — XUDY(1) — X))
= (Lol XY (D)X (1) + F(X (0, Y (O)Ya0)Yal1) + Xu()ga(X (1), Y (1) X.(1)
T gy (X (0, Y (O)Y(1) — (LX) Y(01X0) + £, (X (0. Y (0)Ya(0)Yal)
— X (g (XY ()X (1) + g )

Jos Nyt F = 0 niin f,(X(s), ¥ (s))+9,(X(5), Y (5)) = 0jad (X, ()Y, (1)~ X.(1)Y.(1)) =0
kaikilla ¢ joten alkuravoista seuraa, etta

(Xu(1)Yo(t) = Xu(1)Ya(1)) = (Xu(0)Yo(0) = X,(0)¥u(0)) = 1.
Nain ollen

a(X(T),Y(T)) et (Xu(T) X, (T)
O(u,v) Y.(T) Y, (T)

ja muuttujan vaihdolla todetaan, efffi, 1 dudv = [, 1dzdy.

) = X (1Y, (T) - X, (1)Y(T) =1,

Greenin lause

3. Olkoonf(z,y) = P(x,y)i+ Q(=, y)J Laske [, (Q.(z,y) — Py(x,y))dx dy kun K on
kolmio { (z,y) |0 <2 <a, 0<y <b-— 1z}

Ratkaisu:Joukko k™ voidaan my0s esittaa muodossear,y) |0 <y < b, 0 <2 < a — Sy }.
Lasketaan ensin

/BQxydxdy_// xydxdy—/o/o

/ Q(a y)dy — / Q(0,y)
Aivan vastaavanlaisella laskulla todetaan, etta

—// Py(x,y)dxdy:—/ P(:z;,b—%:z;)d:z;—l—/ P(x,0)dz.
K 0 0

JoukonKk reuna positiiviseen suuntaan otettunaddn = C'; U C, U ('3 missaC’; on jana pis-
teestg 0, 0) pisteeseefu, 0), C; on jana pisteesta, 0) pisteeseef0, b) ja C's on jana pisteesta
(0, b) pisteeseei0, 0).

JanalleC’; voidaan valita parametriesity$t) = ti, ¢ € [0, «] jolloin r'(t) =i ja

/le'd“ /OG<P<t70>i+Q<t,o>j>-idt= / " Ple.0)dr.



JanalleC'; voidaan valita parametriesityst) = (a—t)i+ (b—2(a—1))j, ¢ € [0, a]. Silloin
[fed = [(Pla=tb=ba— )i+ Qe ba— 1)) (-i+ 2y
Cy 0
_ _/ap(a_t,b— bla—t))dt + g/aQ(a—t,b— ba— 1)) dt

:_/Oap(xb——x dx—l—/ Qa— 2y,y)d,

kun tehdaan muuttujan vaihdet- ¢ = z jab — 2(a — t) = y.

JanalleC’s voidaan valita parametriesity$t) = (b — t)j, t € [0, b] jolloin r'(¢) = —j ja

/Cgf-dr:/Ob(P(O,b—t)iJrQ(O,b— 0;) /Q()y ) dy,

kun tehdaan muuttujan vaihto- ¢ = y.
Nain ollen todetaan, etta

//K(Qx(%y) — Py(z,y))dvdy = / Vo kda = A{f dr.

4. Oleta tunnetuksi Greenin laugg ,(Q.(z,y) — Py(z,y))dedy = ¢, f-dr kunf(z,y) =
Pz, y)i+Q(x,y)j. Jos tama kaavasovelletaan funktiggn, y) = —Q(x,y) i+ P(x,y)jniin
mika on tulos?

RatkaisuGreenin lauseen mukaan patee

ngg d‘“‘// (—Qy(e, y)))dxdy—/v £dA

Olkoon kayrand D parametriesitys(t), t € [a,b] jolloin siis dr = r/(t)dt = (2'(¢)i +
y'(t)j) dt. Silloin

$ gede= [ QUi+ P o+ 0
— [P+ Qi) i -

Koska(z'(t)i+ y'(t)j) L (y'(t)i — 2'(¢))) niin voidaan paatella, ettg/'(¢)i — «'(¢)j) dt =
nds missan on kayrandD yksikkonormaali. Lisaksi ei ole kovin vaikeata naha#ta jos
dD:n suunta valitaan siten, etfajaa vasemmalle ylhaalta pain katsottuna, miion normaali
ulospain. Nain on siis saatu tulos

/ V-fdAzj{f-nds.
D D

5. Monikulmion 2 Karkipisteet ovatz;,y;) missaj = 0,1,... ,njazo = @, jJayo = Yn.
Maarita monikulmion pinta-ala Greenin lauseen avulla.




RatkaisuJos esimerkikdi(z,y) = «j, f(z,y) = —yitaif(z,y) = L(—yi+aj) niin (Vxf)k =
1 ja Greenin lauseen nojalla

7{ f-dr = // 1dA = Q:n pinta-ala
o0 Q

Tarkastellaan tassa tapausta, migsay) = xj. OlkoonC; jana pisteestéx;_1,y,-1) pistee-

seen(z;, y;). Silloin
f-dr ==+ / f-dr,
foro=ex ],

missa merkki on valittava siten, etta kierretaan jonekk! positiiviseen suuntaan. Janatle
saadaan parametriesity§) = (1 — ¢)(x;_1i + y;-1j) + {(x;i 4+ y;j), t € [0,1] jotenr'(t) =
(x; —x;-1)1+ (y; — yj—1)j. Nain ollen

/C f.dr = /0 ((1 — ) (-1 + t:z;j))j . <($]‘ — )i+ (y; — yj—1)j> d

J

= [ b))
= [ s (=0 =)@+ ) )y —yi—1) = 5250+ 25)(y5 — yj1)-

Pinta-alaksi tulee silloin

Gaussin ja Stokesin lauseet

6. Laske[ F-dr, missaF = (v +yz)i+(z*+22+y°)j+(y*—z*)k jaC on yksikkdympyra
tasossa = 5 (positiiviseen suuntaan-akselin positiivisesta suunnasta katsottuna) kagttae
Stokesin lausetta.
RatkaisuStokesin lauseen mukadif ,(V x F)-ndS = ¢, F - dr kundsS kierretaan positii-
viseen suuntaan efi jaa vasemmalla:n osoittamasta suunnasta katsottuna. Tassa tapaaksess
n = k. Nyt
i J k
VxF= 88—1, aa_y 88—2 =2y —22)1—-0—-9y)j+(2-2)k.
(x+yz) (P+20+y°) (y° -2
KoskaA on joukko{ (z,y,2) | 2* +y* <1, z =5} niinndS = kdzdy ja

/F dr_// (2y —22)i— (0 —y)j + (2 — 2)k) - kdS
z_5// 3)dS = —3r

koska yksikkdympyran sisapuolelle jaavan alueerigsala onr.




7. Laskeg, ydr + z dy + « d= Stokesin lausetta kayttaen, migsé@n pintojenz? + y* + 2% =

a* jax + y + 2z = 0 leikkauskayra (positiiviseen suuntaarakselin positiivisesta suunnasta
katsottuna).

Vihje: Pintaintegraalin voit laskea suoraan kayttéé@arametrisointia koska normaali on va-
kio ja pinnan pinta-alan laskemiseksi voidaan kaytiaaraetriaa ja palauttaa se ympyréan pinta-
alan laskuksi.

RatkaisuStokesin lauseen mukagdi ,(V x F) -ndS = ¢, , F - dr kun 9 A kierretaan positii-
viseen suuntaan eli jaa vasemmalla:n osoittamasta suunnasta katsottuna. Tassa tapaaksess
A={(v,y,2) |e+y+2=0, 2 +y*+ 2* <a?*}jaF = yi+ zj + vk joten

i j k
VxF=|% & Zl=-i-j—k
y oz T

Koska tason: + y + z = 0 yksikkonormaali (joka osoittaa-akselin positiiviseen suuntaan) on
J=(i+j+k)ninVxF-n=-v3ja

V3
//AVXF-ndS: —V3a(A),

missaa(A) on A:n pinta-ala. Symmetrian nojalla nahdaan, etth pinta-ala one-sateisen
ympyran pinta-ala, eli?. Kayraintegraalin arvo on siis7/3a.

8. Olkoon A pintaz? 4 y* = 2*(1 — 2)?, 0 < z < 1. Maarita divergenssilauseen (eli Gaussin
lauseen) avulla integraafif , F - ndS, kunF(z,y, z) = z*i — zyj — zzk.

RatkaisuKoska A on joukonB = { (x,y,z) | 2 + y* < 2*(1 — 2)?, 0 < z < 1} reuna, niin
divergenssilauseen nojalfd , , F-ndS = ([, V-FdV jajosF(z,y,z) = 2*i —ayj — xzk
ninVv . -F(z,y,z) =2t —z—ax=0jaff,; F-ndS =0.

9. Kayta Gaussin lausetta pintaintegraafin, F - n dS laskemiseksi, missB = xi + yj + zk
ja A on (sylinteri)pintax? + z? = 9,0 < y < 8. Huomaa, etta jo& = { (z,y,z) | 2* + 2* <
9, 0<y<8}niinQnreuna = AUAUA; missad; = {(z,y,2) | 2?+22 <9, y=
8} (janormaalin = j)ja Ay = { (z,y,2) | 2* +2* <9, y =0} (janormaalin = —j).
RatkaisuDivergenssilauseen mukaan

// V-FdV:// F-ndS:// F-ndS—I—// F-ndS—I—// F-ndsS.
Q on A Aq Az

Tassa tapauksesSa F = Jox + 2oy + 522 = 3 ja
// V-FdV =3V(Q)=3-7-8-9 = 2167.
Q

Pinnallad, funktioF onzi+-8j+zkjotenF-n = 8ja [[, F-ndS = 8a(4,) =8-7-9 = 727,
Vastaavasti pinnallal; funktio F onzi + 0j + 2k jotenF -n = 0ja [[, F-ndS = 0. Nain
ollen

// F.-ndS =216r — 727 = 144n~.
A



10. Kayta Gaussin lausetta pintaintegraalifi, F - ndS laskemiseksi, miss&(z,y,z) =
yzi4€j+ (14 2+ y)kjaAon pintaz? + y? + 2? = 4, z > 0, jonka positiivinen puoli on
ylapuoli.

RatkaisuGaussin lauseen mukaan

J[] vra=[[ Fonas
B 2B

missad B on joukonB reuna jan on ulospain suunnattu yksikkonormaali. Tassa tapessas
nahdaan helposti, etid - /' = 0. Jos valitaan

B:{(:L',y,z) ‘ 2?4yt 4 22 < 4, ZZO},
niin ndhdaan, ettdB = AU A’ missa
A = {(:zj,y,z) ‘ z? 4 y? < 4, Z:()},
ja yksikkdnormaali talla pinnalla on = —k. Siis,

// F-ndS+// F-ndS:/// 0dV =0,

A Al B

joten

// FondS = — // FondS = — // (0i4+ €5+ (1 +2+y)k) - (—k)ds
A 2+y2<4

_// (1+ 2 +y)dedy = 4n,
z2+y2 <4

koska symmetrian nojalla on

// :ch:z:dy:// y dedy = 0.
z24y? <4 z24y? <4

Osittaisintegrointi

11. Olkoonw vektoriarvoinen jav skalaariarvoinen funktio. Minkalainen osittaisinteigto
tulos saadaan soveltamalla divergenssilausetta funktio®

RatkaisuYksinkertainen lasku osoittaa, efa(wv) = (V-w)v+w-(Vu). Divergenssilauseen

nojalla

// Qv'(wv)dvz//QQ(WU)'HdS://agv(w-n)dS
joten

// Q(V-w)vdV+// Qw-(vv)dvz//mv(w.n)ds
eli

// Q(V-W)vdV://aﬁ(w-n)vdS—// W (Vo)



tai

Il eiwora= [ womeas = [ 5w

12. Olkoonu osittaisdifferentiaaliyhtalon
—V - (,Vu)+cu=f
ratkaisu joukoss®& ja oletetaan, etta totteuttaa reunaehdot

u+xkVu-n=g
reunallagf? missa siisk, ¢, [ ja ¢ ovat annettuja funktioita. Jos osittaisdifferentiaatgton
molemmat puolet kerrotaan funktioligja integroidaar?:n yli, mika on tulos?
RatkaisuKun yhtalon molemmat puolet kerrotaan funktiotiga integroidaan saadaan

[ 5 -tsmeavs [[[ cwar = [[[ rav

Ensimmaisessa termissa suoritetaan osittaisintetjjoiloin saadaan

[] v tssapear = [[ wsunas s [f] o vear

Jos nytu + «Vu - n = ¢ reunallads) niin kVu - n = ¢ — u ja saadaan yhtaloksi

///Q</<;Vu-Vv—l—cuv)dV—l—//aguvdS:// vadV—I—//aggvdS.

Alkuperaisesta yhtalosta on siis saatu ehto, etélieen yhtalo patee "kaikilla” funktioilla.
Taman laskun perusteella se ei ole selvaa, mutta astutl etta yhtalon uusi ns. heikko muoto,
on monella tavalla parempi yhtalon ratkaisemisen kaanal




