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Divergenssi ja roottori

1. Laske funktionf(x; y; z) = (x2 + z2)i+ xyzj+ (x+ y + z)k divergenssir � f ja roottorir� f .
Ratkaisu:Divergenssi onr � �(x2 + z2)i+ xyzj+ (x+ y + z)k�= ��x(x2 + z2) + ��yxyz + ��z (x+ y + z) = 2x+ xz + 1
ja roottori onr� �(x2 + z2)i+ xyzj+ (x+ y + z)k� = ������ i j k��x ��y ��z(x2 + z2) xyz (x+ y + z)������= i ���� ��y ��zxyz (x+ y + z)����� j ���� ��x ��z(x2 + z2) (x+ y + z)����+ k ���� ��x ��y(x2 + z2) xyz����= (1� xy)i+ (2z � 1)j + yzk:
2. OlkoonF(x; y) = �f(x; y)g(x; y)� jatkuvasti derivoituva vektorifunktio. Olkoot funktiotX(t)
ja Y (t) differentiaaliyhtälösysteeminX 0(t) = f(X(t); Y (t));Y 0(t) = g(X(t); Y (t));
ratkaisu. JosA � R2 on annettu (esim. avoin) joukko niin määritelläänAT = f (x; y) j X(T ) = x; Y (T ) = y jollain alkuarvolla(X(0); Y (0)) 2 A g:
Osoita, että josr � F = 0 niin AT :n pinta-ala on sama kuinA:n pinta-ala. (Kolmessa ulottu-
vuudessa tilavuus säilyy muuttumattomana ja josF on jonkin nesteen nopeuskenttä niin tämä
neste on puristumaton josr � F = 0.)

Ratkaisu:KirjoitetaanX(0) = u ja Y (0) = v. Voidaan osoittaa, (mutta tätä ei tehdä nyt) että
oletus, ettäF on jatkuvasti derivoituva takaa sen, että kuvaus(u; v) 7! (x(T ); y(T ))on bijektio.
JoukonA pinta-ala on

RR A 1dudv ja joukonAT pinta-ala on
RR AT dxdy. Nyt on laskettava

determinantti�(X(T );y(T ))�(u;v) . Yhtälösysteemin ratkaisutX(t) ja Y (t) riippuvat muuttujant lisäksi
alkuarvoistaX(0) = u ja Y (0) = v ja merkitäänXu:lla,Xv:llä jne. osittaisderivaatatu:n jav:n
suhteen. Derivoimalla saadaan differentiaaliyhtälösysteemiX 0u(t) = fx(X(t); Y (t))Xu(t) + fy(X(t); Y (t))Yu(t); Xu(0) = 1;X 0v(t) = fx(X(t); Y (t))Xv(t) + fy(X(t); Y (t))Yv(t); Xv(0) = 0;Y 0u(t) = gx(X(t); Y (t))Xu(t) + gy(X(t); Y (t))Yu(t); Yu(0) = 0;Y 0v (t) = gx(X(t); Y (t))Xv(t) + gy(X(t); Y (t))Yv(t); Yv(0) = 1:



Suoraviivaisella laskulla todetaan, että

d
dt�Xu(t)Yv(t)�Xv(t)Yu(t)� = X 0u(t)Yv(t) +Xu(t)Y 0v(t)�X 0v(t)Yu(t)�Xv(t)Y 0u(t)= (fx(X(t); Y (t))Xu(t) + fy(X(t); Y (t))Yu(t))Yv(t) +Xu(t)(gx(X(t); Y (t))Xv(t)+ gy(X(t); Y (t))Yv(t))� (fx(X(t); Y (t))Xv(t) + fy(X(t); Y (t))Yv(t))Yu(t)�Xv(t)(gx(X(t); Y (t))Xv(t) + gy(X(t); Y (t))Yv(t))= (fx(X(t); Y (t)) + gy(X(t); Y (t))�Xu(t)Yv(t)�Xv(t)Yu(t)�:

Jos nytr�F = 0 niin fx(X(s); Y (s))+gy(X(s); Y (s)) = 0 ja d
dt�Xu(t)Yv(t)�Xv(t)Yu(t)� = 0

kaikilla t joten alkuravoista seuraa, että�Xu(t)Yv(t)�Xv(t)Yu(t)� = �Xu(0)Yv(0) �Xv(0)Yu(0)� = 1:
Näin ollen�(X(T ); Y (T ))�(u; v) = det�Xu(T ) Xv(T )Yu(T ) Yv(T )� = Xu(T )Yv(T )�Xv(T )Yu(T ) = 1;
ja muuttujan vaihdolla todetaan, että

RR A 1dudv = RR AT 1dxdy.

Greenin lause

3. Olkoon f(x; y) = P (x; y)i + Q(x; y)j. Laske
RRK(Qx(x; y) � Py(x; y))dxdy kunK on

kolmio f (x; y) j 0 � x � a; 0 � y � b� bax g.
Ratkaisu:JoukkoK voidaan myös esittää muodossaf (x; y) j 0 � y � b; 0 � x � a � aby g.
Lasketaan ensinZZ K Qx(x; y)dxdy = Z b0 Z a�aby0 Qx(x; y)dxdy = Z b0 �a�ab y0 Q(x; y)dx= Z b0 Q(a� aby; y)dy � Z b0 Q(0; y)dy:
Aivan vastaavanlaisella laskulla todetaan, että�ZZ K Py(x; y)dxdy = �Z a0 P (x; b� bax)dx+ Z a0 P (x; 0)dx:
JoukonK reuna positiiviseen suuntaan otettuna on�K = C1 [ C2 [ C3 missäC1 on jana pis-
teestä(0; 0) pisteeseen(a; 0),C2 on jana pisteestä(a; 0) pisteeseen(0; b) jaC3 on jana pisteestä(0; b) pisteeseen(0; 0).

JanalleC1 voidaan valita parametriesitysr(t) = ti, t 2 [0; a℄ jolloin r0(t) = i jaZC1 f � dr = Z a0 (P (t; 0)i+Q(t; 0)j) � idt = Z a0 P (x; 0)dx:



JanalleC2 voidaan valita parametriesitysr(t) = (a�t)i+(b� ba(a�t))j, t 2 [0; a℄. SilloinZC2 f � dr = Z a0 (P (a� t; b� ba(a� t))i+Q(a� t; b� ba(a� t))) � (�i+ baj)dt= �Z a0 P (a� t; b� ba(a� t))dt+ ba Z a0 Q(a� t; b� ba(a� t))dt= �Z a0 P (x; b� bax)dx+ Z b0 Q(a� aby; y)d;
kun tehdään muuttujan vaihdota� t = x ja b� ba(a� t) = y.

JanalleC3 voidaan valita parametriesitysr(t) = (b� t)j, t 2 [0; b℄ jolloin r0(t) = �j jaZC3 f � dr = Z b0 (P (0; b � t)i+Q(0; b� t)j) � (�j)dt = �Z b0 Q(0; y)dy;
kun tehdään muuttujan vaihtob� t = y.

Näin ollen todetaan, ettäZZ K(Qx(x; y)� Py(x; y))dxdy = ZZ K r� f � kdA = I�K f � dr:
4. Oleta tunnetuksi Greenin lause

RR D(Qx(x; y)�Py(x; y))dxdy = H�D f �dr kun f(x; y) =P (x; y)i+Q(x; y)j. Jos tämä kaava sovelletaan funktioong(x; y) = �Q(x; y) i+P (x; y) jniin
mikä on tulos?
Ratkaisu:Greenin lauseen mukaan päteeI�D g � dr = ZZ D(Px(x; y)� (�Qy(x; y)))dxdy = ZDr � f dA

Olkoon käyrän�D parametriesitysr(t), t 2 [a; b℄ jolloin siis dr = r0(t)dt = (x0(t)i +y0(t)j)dt. SilloinI�D g � dr = Z ba ��Q(x; y) i+ P (x; y) j� � (x0(t)i+ y0(t)j)dt= Z ba �P (x; y) i+Q(x; y) j� � (y0(t) i� x0(t) j)dt:
Koska(x0(t) i + y0(t) j) ? (y0(t) i � x0(t) j) niin voidaan päätellä, että(y0(t) i � x0(t) j)dt =nds missän on käyrän�D yksikkönormaali. Lisäksi ei ole kovin vaikeata nähdä,että jos�D:n suunta valitaan siten, ettäD jää vasemmalle ylhäältä päin katsottuna, niinn on normaali
ulospäin. Näin on siis saatu tulosZZ Dr � f dA = ID f � nds:
5. Monikulmion
 kärkipisteet ovat(xj; yj) missäj = 0; 1; : : : ; n ja x0 = xn ja y0 = yn.
Määritä monikulmion pinta-ala Greenin lauseen avulla.



Ratkaisu:Jos esimerkiksif(x; y) = xj, f(x; y) = �yi tai f(x; y) = 12(�yi+xj)niin (r�f)�k =1 ja Greenin lauseen nojallaI�
 f � dr = ZZ 
 1dA = 
:n pinta-ala:
Tarkastellaan tässä tapausta, missäf(x; y) = xj. OlkoonCj jana pisteestä(xj�1; yj�1) pistee-
seen(xj; yj). Silloin I�
 f � dr = � nXj=1 ZCj f � dr;
missä merkki on valittava siten, että kierretään joukkoa
 positiiviseen suuntaan. JanalleCj
saadaan parametriesitysr(t) = (1 � t)(xj�1i + yj�1j) + t(xji + yjj), t 2 [0; 1℄ jotenr0(t) =(xj � xj�1)i+ (yj � yj�1)j. Näin ollenZCj f � dr = Z 10 �(1 � t)(xj�1 + txj)�j � �(xj � xj�1)i+ (yj � yj�1)j�dt= Z 10 �(1 � t)(xj�1 + txj)�(yj � yj�1)dt=�10 12��(1� t)2(xj�1 + t2xj)�(yj � yj�1) = 12(xj�1 + xj)(yj � yj�1):
Pinta-alaksi tulee silloin � nXj=1 12(xj�1 + xj)(yj � yj�1):

Gaussin ja Stokesin lauseet

6. Laske
RC F � dr, missäF = (x+yz)i+(z2+2x+y3)j+(y2�z2)k jaC on yksikköympyrä

tasossaz = 5 (positiiviseen suuntaanz-akselin positiivisesta suunnasta katsottuna) käyttäen
Stokesin lausetta.
Ratkaisu:Stokesin lauseen mukaan

RR A(r�F) �ndS = H�A F � dr kun�S kierretään positii-
viseen suuntaan eliS jää vasemmallen:n osoittamasta suunnasta katsottuna. Tässä tapauksessan = k. Nytr�F = ������ i j k��x ��y ��z(x+ yz) (z2 + 2x+ y3) (y2 � z2)������ = (2y � 2z)i� (0� y)j+ (2� z)k:
KoskaA on joukkof (x; y; z) j x2 + y2 � 1; z = 5 g niin ndS = kdxdy jaZC F � dr = ZZ S�(2y � 2z)i� (0� y)j+ (2� z)k� � kdSz = 5= ZZ S(�3)dS = �3�;
koska yksikköympyrän sisäpuolelle jäävän alueen pinta-ala on�.



7. Laske
HC y dx+ z dy+xdz Stokesin lausetta käyttäen, missäC on pintojenx2+y2+ z2 =a2 ja x + y + z = 0 leikkauskäyrä (positiiviseen suuntaanz-akselin positiivisesta suunnasta

katsottuna).
Vihje: Pintaintegraalin voit laskea suoraan käyttämättä parametrisointia koska normaali on va-
kio ja pinnan pinta-alan laskemiseksi voidaan käyttää symmetriaa ja palauttaa se ympyrän pinta-
alan laskuksi.
Ratkaisu:Stokesin lauseen mukaan

RR A(r�F) �ndS = H�AF �dr kun�A kierretään positii-
viseen suuntaan eliA jää vasemmallen:n osoittamasta suunnasta katsottuna. Tässä tapauksessaA = f (x; y; z) j x+ y + z = 0; x2 + y2 + z2 � a2 g ja F = yi+ zj+ xk jotenr� F = ������ i j k��x ��y ��zy z x ������ = �i� j � k:
Koska tasonx+ y+ z = 0 yksikkönormaali (joka osoittaaz-akselin positiiviseen suuntaan) on1p3(i+ j+ k) niinr� F � n = �p3 jaZZ Ar� F � ndS = �p3a(A);
missäa(A) on A:n pinta-ala. Symmetrian nojalla nähdään, ettäA:n pinta-ala ona-säteisen
ympyrän pinta-ala, eli�a2. Käyräintegraalin arvo on siis��p3a2.
8. OlkoonA pintax2 + y2 = z2(1� z)2, 0 � z � 1. Määritä divergenssilauseen (eli Gaussin
lauseen) avulla integraali

RR AF � ndS, kunF(x; y; z) = x2i� xyj� xzk.

Ratkaisu:KoskaA on joukonB = f (x; y; z) j x2 + y2 � z2(1 � z)2; 0 � z � 1 g reuna, niin
divergenssilauseen nojalla

RR �B F �ndS = RRR Br�FdV ja josF(x; y; z) = x2i�xyj�xzk
niinr �F(x; y; z) = 2x� x� x = 0 ja

RR �B F � ndS = 0.

9. Käytä Gaussin lausetta pintaintegraalin
RR A F �ndS laskemiseksi, missäF = xi+yj+ zk

jaA on (sylinteri)pintax2 + z2 = 9, 0 � y � 8. Huomaa, että jos
 = f (x; y; z) j x2 + z2 �9; 0 � y � 8 g niin 
:n reuna�
 = A[A1[A2 missäA1 = f (x; y; z) j x2+ z2 � 9; y =8 g (ja normaalin = j) jaA2 = f (x; y; z) j x2 + z2 � 9; y = 0 g (ja normaalin = �j).
Ratkaisu:Divergenssilauseen mukaanZZZ 
r � FdV = ZZ �
 F � ndS = ZZ A F � ndS + ZZ A1 F � ndS + ZZ A2 F � ndS:
Tässä tapauksessar � F = ��xx+ ��yy + ��zz = 3 jaZZZ 
r � FdV = 3V (
) = 3 � � � 8 � 9 = 216�:
PinnallaA1 funktioF onxi+8j+zk jotenF�n = 8 ja

RR A1 F�ndS = 8a(A1) = 8���9 = 72�.
Vastaavasti pinnallaA2 funktioF onxi+ 0j + zk jotenF � n = 0 ja

RR A2 F � ndS = 0. Näin
ollen ZZ A F � ndS = 216� � 72� = 144�:



10. Käytä Gaussin lausetta pintaintegraalin
RR AF � ndS laskemiseksi, missäF(x; y; z) =yzi+ ex2j + (1 + x+ y)k jaA on pintax2 + y2 + z2 = 4, z � 0, jonka positiivinen puoli on

yläpuoli.
Ratkaisu:Gaussin lauseen mukaanZZZ Br � Fdv = ZZ �B F � ndS;
missä�B on joukonB reuna jan on ulospäin suunnattu yksikkönormaali. Tässä tapauksessa
nähdään helposti, ettär � F = 0. Jos valitaanB = � (x; y; z) �� x2 + y2 + z2 � 4; z � 0	;
niin nähdään, että�B = A [ A0 missäA0 = � (x; y; z) �� x2 + y2 � 4; z = 0	;
ja yksikkönormaali tällä pinnalla onn = �k. Siis,ZZ AF � ndS + ZZ A0 F � ndS = ZZZ B 0dV = 0;
jotenZZ A F � ndS = �ZZ A0 F � ndS = �ZZ x2+y2�4(0i+ ex2j+ (1 + x+ y)k) � (�k)dS= ZZ x2+y2�4(1 + x+ y)dxdy = 4�;
koska symmetrian nojalla onZZ x2+y2�4 xdxdy = ZZ x2+y2�4 y dxdy = 0:

Osittaisintegrointi

11. Olkoonw vektoriarvoinen jav skalaariarvoinen funktio. Minkälainen osittaisintegrointi-
tulos saadaan soveltamalla divergenssilausetta funktioonwv?

Ratkaisu:Yksinkertainen lasku osoittaa, ettär�(wv) = (r�w)v+w�(rv). Divergenssilauseen
nojalla ZZZ 
r � (wv)dV = ZZ �
(wv) � ndS = ZZ �
 v(w � n)dS;
joten ZZZ 
(r �w)v dV + ZZZ 
w � (rv)dV = ZZ �
 v(w � n)dS;
eli ZZZ 
(r �w)v dV = ZZ �
(w � n)v dS � ZZZ 
w � (rv)dV;



tai ZZZ 
w � (rv)dV = ZZ �
(w � n)v dS � ZZZ 
(r �w)v dV:
12. Olkoonu osittaisdifferentiaaliyhtälön�r � (�ru) + 
u = f
ratkaisu joukossa
 ja oletetaan, ettäu totteuttaa reunaehdotu+ �ru � n = g
reunalla�
 missä siis�, 
, f ja g ovat annettuja funktioita. Jos osittaisdifferentiaaliyhtälön
molemmat puolet kerrotaan funktiollav ja integroidaan
:n yli, mikä on tulos?
Ratkaisu:Kun yhtälön molemmat puolet kerrotaan funktiollav ja integroidaan saadaanZZZ 
(�r � (�ru)v dV + ZZZ 
 
uv dV = ZZZ 
 fv dV:
Ensimmäisessä termissä suoritetaan osittaisintegrointi jolloin saadaanZZZ 
��r � (�ru)�v dV = �ZZ �
 v�ru � ndS + ZZZ 
 �ru � rv dV:
Jos nytu+ �ru � n = g reunalla�
 niin �ru � n = g � u ja saadaan yhtälöksiZZZ 
��ru � rv + 
uv�dV + ZZ �
 uv dS = ZZZ 
 fv dV + ZZ �
 gv dS:
Alkuperäisestä yhtälöstä on siis saatu ehto, että edellinen yhtälö pätee ”kaikilla” funktioillav.
Tämän laskun perusteella se ei ole selvää, mutta osoittautuu että yhtälön uusi ns. heikko muoto,
on monella tavalla parempi yhtälön ratkaisemisen kannalta.


