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Kayraintegraalit ja potentiaalifunktiot

1. Olkoonf(x,y) = x+2y.Laskef, fdsja [, f dc kunC onjana pisteestd , 2) pisteeseen
(2,4).
RatkaisuMalitaan janan parametriesitykseksi
r(t) = (L= £)(i+2§) + 42+ 4) = (1 + Di+ 2+ 205, 1 €[0,1],
jolloin v'(t) =i+ 2j,2(t) =1+ tjay(t) = 2+ 2¢t. Nytds = |r'(¢)| dt ja

/fds:/1(1+t+4+4t)\/5dt:\/5/ (5t+§t2):%§.
c 0 0

Koska d = r'(t)dt ja [ fdv = [ (fi+ 0j+ 0k) - dr niin
1

1
fd:z;:/(l—l—t—|—4—|—4t)dt:/ (5t +5t%) = —
C 0

0

2. Kirjoita integraali, jonka arvo on pintojen? + y? + 22 = 4, 2 > 0, jax? + y? = 2z
leikkauskayran pituus.

RatkaisuXoska (sylinteri)pinnan? + y* = 2z yhtald voidaan kirjoittaa muodossa — 1)* +
y* = 1 valitaan parametriesitys sellaiseksi, etta

x(t) =1+ cos(t),
(1) = sint),
missa’ € [0, 2] ja » ratkaistaan yhtalosté& + y* + 2% = 4 jolloin saadaan
= \/4—:1;(t)2 —y(t)? = \/4— (1 4+ cos(t))? —sin(¢)? = \/2 1 — cos(

Vektorimuodossa kayran parametrisesitys on siis

r(t) = a(t)i+ y(1)j + z(H)k = (1 4 cos(t))i + sin(t)j + /2(1 — cos(t))k, ¢ € [0,27],
jolloin

sin(t)
2(1 — cos(1))

r'(t) = —sin(t)i + cos(t)j + k.

Leikkauskayran pituus on siten
sin()? sin()?
= —— 2t & 7.64.
/0 [v'(¢)] dt = / \/sm 2+ cos(t +2(1—Cos(t)) dt \/1+2(1—c0s(t))d 7.6

3. Milla parametrine arvoilla funktio eli vektorikentt&® (z,y) = (ax? + x*y?)i + (sin(y) +
z**t1y*)j on konservatiivinen eli eksakti, ja maarita naitta arvoilla kaikki potentiaalifunktiot.




Ratkaisu:On mahdollista maérittaé&n arvo ehdosta’-(az* + 2*y*) = F-(sin(y) + «*T'y*)
mutta voidaan yhta hyvin suoraan hakea potentiaalifohkai katsoa milla::n arvoilla tama
onnistuu.

Josy(x, y) on potentiaalifunktio niin

pol,y) = ax® + 2%y?,
py(r,y) = sin(y) + "y
Edellisesta yhtalosta seuraa, etta
p(e,y) = 52° + e Ty? + g(y).
Derivoimallay:n suhteen saadaan

a

pylz,y) = 252y +¢'(y).
Nyt on saatu kaksi lausekettg:lle joten
sin(y) + 2 Ty" = a_lz_l:zja"'ly +4'(y).

Tasta voidaan paatella, etta= 1 koska muuteny’(y) ei ole pelkastaan:n funktio. Tassa
tapauksessg(y) = sin(y) jolloin ¢(y) = — cos(y) + k, missak on vakio. Nain ollen potenti-
aalifunktiot ovat

1
olz,y) = 22° + 51'2342 — cos(y) + k,

4. Olkoonf(z,y) = — i+ 7). Tarkista, ett?/ xf = 0 kun(x, y) # (0,0). Laske/,, f-
dr missaC' on a-sateinen, origokeskinen ympyra (positiivisesti suattuma). Onko funktiolla

f potentiaalifunktio?
RatkaisuYksinkertainen lasku osoittaa, etta

S | B R R

_ < e 9o _ ox dy

Vxt= ox dy dz | — ‘_ Y z k
0 eyt 2?4y?

¥y _ _z
w?4y? zy?

_(1-(:1;2—|—y2)—:1;-2:1; 1-(:1;2—|—y2)—y-2y>k

($2+y2)2 ($2+y2)2
o (:1;2—|—y2)2 o

JosC ona-sateinen ympyra, niin sen parametriesitykseksi voidasita
r(t) = acos(t)i+ asin(t)j, t€[0,2x].
Silloindr = r'(¢) dt = (—asin(¢)i+ acos(t)j) dt ja

/ fodr = /27T B asin(t) - acos(t) .
o N o a?cos(t)? 4 a?sin(t)? a?cos(t)? + a? sin(t)z‘]

~(—asin(t)i+ acos(t)j) dt = /0 7T((— sin(t))2 + Cos(t)2> dt = 27.

Suljetun kayran yli laskettu kayraintegraali ei siie . Yksinkertainen lasku osoittaa, etta
jos g(z,y) = arctan(?) niin Vg = f, joten funktiollaf on potentiaalifunktio, mutta se ei



ole yksiarvoinen, vaan on mahdollista etta saadaan ealltalaskien arvoja joiden erotus on
kokonaisluku kertadr.

Kaarevuus

5. Jos kayr&g(s), s € [0, L] on sellainen, ettég’(s)| = 1 (eli ”s on kaarenpituus”) niin sen
kaarevuus pisteessfis) on x(s) = |q”(s)|. Maarita kayran(t), t € [a, b] kaarevuus, kun ei
valttamatta oleteta, etté&'(¢)| olisi 1.

RatkaisuKaarenpituus maaritellaan kaavaiig) = fo |v'(7)| dr jolloin siis s'(¢) = |r'(t)|. Jos
nyt maaritelladny kaavallaq(s(t)) = r(t) niin ketjusaanosta seuraa, eftfi(s)| = 1. Nain
ollen

r'(t) =q'(s(1)s'(t) Ja r'(t) =q"(s(t))s'(1)* + o (s(2))s" ().

Tasta seuraa, etta
r(t) x x"(t) = 5'(1)°q (s) x q"(s) + 5'(£)s"(1)q () x ().
Koska|q( )| = 1 niin |¢'(s)|* = 1 josta derivoimalla saadaawy'(s) - q”(s) = 0 elig'(s) L
q’(s) joten|q'(s) x q"(s)] = |d'(s)||q"(s)| ja koska lisaksiy'(s) x q'(s) = 0 niin todetaan,
etta
() x x"()] = |' ()5 (s),
eli kaarevuus pisteessét ) on
¥(t) x x" ()]
Ol

Pintaintegraalit

// xyzds,
B

B={(v,y,2) |2 +2° <1, z=a0+4+y >0}
RatkaisuMalitaan parametreiksi ja = jolloin pinnan parametriesitys on
r(y, ) = (z — y)i+yj+ 2k

6. Laske pintaintegraali

missa

Silloin
i j k
?x?:—l 1 0|=i+j—k,
y oz 1 0 1
ja
ds = |25« OF dy dz = V3 dyd-.
dy 0z




Nain ollen

// ryzdS = // zyzV/3 dy dz,
B B

missaB’ = { (y,z) | 22 +2y? < 1, z > 0 }. Siirrytaan napakoordinaatteihjn= %r cos(f) ja
z=rsin(@)jolloin 0 <r <lja0<f<rja

dr df = Lr dr do,

Ny, z)
dyd:z =
v ‘ /2

a(r,0)

//B/ zyzV/3dydz = / / rsin( %r cos(@)) %r cos(0)r sin(@)%r dr dé
1
— <sm(0)2 cos(f) — \}5 sin(6) cos(0)2> do /0 rtdr

f LN B /2
/ 5 sin( 3\/5608(0))/ %r :ﬁ(—l—l):—ﬁ.

0

7. Hae kartionz? = 2% + y? sylinterin 2? + y? = 2ay sisapuolelle jaavan osan pinta-ala
kayttamalla napakoordinaatteja= r cos(f) jay = rsin(f) (jolloin epayhtaldz? + y? < 2ay
onr < 2asin(4).)

Ratkaisu:Symmetrian nojalla voidaan tarkastella sita osaa pianadia - > 0 ja kertoa nain
saatavaa tulosta kahdella. Jos= r cos(f) jay = rsin(#) niin kartion yhtalo onz* = r? el

z = r jos oletetaan, etta > 0. Nain ollen pinnan parametriesitykseksi voidaan valita

r(r,0) =rcos(§)i+ rsin(9)j + rk,
jO||0In £ = cos(0)i + sin(8)j + k, ja % = —rsin(0)i + r cos(8)j. Silloin

dr  Or i y k
Al 5= cos(0) sin(d) 1| = —rcos(f)i—rsin(d)j+ rk,
or —rsin(f) rcos(d) 0
joten
81' Jr
ds = . 69 dr df = /2 drdf.

Koskaz? + y? < 2ay elir < 2asin(f) niin0 <0 < rja0 <r < 2asin(f). Pinta-ala on siis

T 2a sin(0) T 2asin(6)
// dS:2// r\/ﬁdrdezﬂ//
A 0 0 0 0

= 4V/24? /07T sin(0)* df = W2a? /7T (% — %COS(Q@)) dé

0

_ /7T (10 — Lsin(20)) = 2v2ra’.



Jos napakoordinaatteja ei kayteta ja taas rajoitutgaauteseen > 0 niin todetaan, etta
z = f(x,y) = \/2? + y?. Parametreiksi voidaan silloin valitaja y eli

r(z,y) = xi+yj+ /22 +y’k.

0 ._I_l 2x ja 0 - Y
—r=14+_-——— —TIr=]4+—-—-.
oz 2Vt hyr Oy Vg

Tastasaadaaﬁirxaa—yr:—\/j“i—\/fj+2j+kja
44y z4+y

2

x? Yy
ds = + 2—|—1d:1:dy:\/§d:1;dy.

x?_l_yQ xQ_I_y

Silloin

Nain ollen pinta-alaksi tulee
2\/5// dz dy = 2v27a?,
x24y2<2ay

koska joukko{ (z,y) | z* + y? = 2ay } ona-sateinen ympyra.

// F-ndy,
P

(eli vektorinF vuo pinnan? lapi), missa” on pintay = 2> + z, -1 <2 < 1,1 < 2z < 2ja
F(x,y,z) =1— zj jan on yksikkdnormaali ylospain.

Ratkaisu:Pinnan parametriesitykseksi voidaan valita, z) = zi + (2* + x)j + zk jolloin

2 —ji+jjaZ=2z+kjoten

8. Laske pintaintegraali

1]
Jdr Or 1

or "0z

—_

k
0| =1—j+2zk.
0 2z 1

Koskan on yksikkonormaali ylospain, (eli sda-komponentti on positiivinen) ja < =z < 2
pinnalla, niin
ndS = (i—j+ 2zk)dxdz,

//PF'ndSZ/12/_11(i—2j)‘(i—j—|-22k)dxdz
:/12/_11(1+2)d:1;dz:/j[ix(l_|_2)dz

:/ 2(1—|—Z)dZ:/(22+22):4—|—4—2—1:5.

1 1

ja

9. Laske[[,f-ndSkunAonpintaz® +y>+ 2* =4,z > 0jaf(z,y, z) = i+ 2k, elilaske
funktionf vuo pinnan lapi. & on normaali ylospain.)



Vihje: Josa?® + y* + z* = «* niin pallokoordinaateilla dS = +a”sin(¢) <cos(0) sin(¢)i +
sin(f) sin(¢)j + cos(qs)k) dode.
RatkaisuMalitaan pinnan koordinaattiesitykseksi "pallokoordittéesitys”

r(,¢) = 2cos(f)sin(@)i + 2sin(f) sin(P)j + 2 cos(¢)k,

missal < 0 <27 ja0 < ¢ < 7 koskar > 0. (Luku 2 tulee siita, etta pallon sade ar)
Nyt

ndS = 4sin(¢) <Cos(0) sin(¢)i + sin(6) sin(¢)j + COS(¢)k> do do

missa merkki on valittu siten, etta normaali osoitta@spdin, eli positiiviser-akselin suuntaan.
Silloin

//A f-ndS = /0% /02W4sin(q$) <Cos(0) sin(¢)i+sin(9) sin(qﬁ)j—l—cos(qb)k) (i+2k) dfdo
_ /0— /Oszm ) <COS(9) sin(6) + 2cos(q§)> do do
— /0% /27T <4 siﬂ(gb)Q sin(@) + SSin(qﬁ) cos(qﬁ)@) do = /% 167 sin(gb) COS(gb) do

0 0

[ME]

:/ 87 sin(¢)? = 8r.

Pyorahdyspinnat

10. Kayray = f(x), ¢ < o < b pyorahtadz-akselin ympari. Maarita syntyvan
pyorahdyspinnan pinta-ala.
RatkaisuPinnan parametriesitykseksi voidaan valita

r(e,0) = @i+ f(a) cos(0)f + f(x) sin(0)k.

Silloin
0 _|i e >j (0) [ >k (9)
ox 00 0 —f( )s1n() f(:z;)cos(e)

— e

i+

_ | (&) cos(0)  f'(x)sin(0)] . ‘1 f'(@) sin(0 L f(x)cos(f )‘k
—f(x)sin(0)  f(x)cos(h) f(a)cos(d 0 —f(x)sin(0)
“)i

— J()f(x)(cos(8)? + sin(6)2)i — f(x) cos(8)j — f(z) sin(O)k.

Taman nojalla

0 0
52" % 0% T [F(@)[V/[/(2)? + cos(0)? + sin(0)% = | f(z)[v/'(2)* + 1




Pinta-alaksi tulee nyt

//0W|f(:1;)|\/f’(:1;)2—|—1d(9d:1;:27r/ |f(2)|/ f'(x)? + 1da.

11. Kayra(xz(t),y(t)),t € [a, b], pyOrahtag-akselin ympari. Maarita syntyvan pyorahdyspinna
pinta-ala.
RatkaisuMalitaan parametreiksija ¢ jolloin pinnan paramteriesitykseksi tulee

r(t,0) = x(t)cos(0)i + y(t)j + x(t) sin(0)k.

Silloin
P P 1 ] k
—rx —r=|2'(t)cos(d) y'(t) 2'(t)sin(h)
ot 90 —x(t)sin(d) 0 x(t)cos(h)
_ y'(t) 2'(t)sin(0) - z'(t) cos(8) a'(t) sin(@)‘j n z'(t)cos(0) y'(t) K
0  a(f)cos(9) —x(t)sin(0) x(t)cos(9) —x(t)sin(d) 0
(t) i )

ja pinta-alaksi tulee

b 2 a a
/a/o 1"&1‘)(%1'

didt =27 /b|:1;(t)|\/:1;’(t)2 + y'(t)? dt.




