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Käyräintegraalit ja potentiaalifunktiot

1. Olkoonf(x; y) = x+2y. Laske
RC f ds ja

RC f dx kunC on jana pisteestä(1; 2) pisteeseen(2; 4).
Ratkaisu:Valitaan janan parametriesitykseksir(t) = (1 � t)(i+ 2j) + t(2i+ 4j) = (1 + t)i+ (2 + 2t)j; t 2 [0; 1℄;
jolloin r0(t) = i+ 2j, x(t) = 1 + t ja y(t) = 2 + 2t. Nyt ds = jr0(t)jdt jaZC f ds = Z 10 (1 + t+ 4 + 4t)p5 dt = p5�10 �5t+ 52t2� = 15p52 :

Koska dr = r0(t)dt ja
RC f dx = RC(f i+ 0j + 0k) � dr niinZC f dx = Z 10 (1 + t+ 4 + 4t)dt =�10 �5t+ 52t2� = 152 :

2. Kirjoita integraali, jonka arvo on pintojenx2 + y2 + z2 = 4, z � 0, ja x2 + y2 = 2x
leikkauskäyrän pituus.

Ratkaisu:Koska (sylinteri)pinnanx2 + y2 = 2x yhtälö voidaan kirjoittaa muodossa(x� 1)2 +y2 = 1 valitaan parametriesitys sellaiseksi, ettäx(t) = 1 + os(t);y(t) = sin(t);
missät 2 [0; 2�℄ ja z ratkaistaan yhtälöstäx2 + y2 + z2 = 4 jolloin saadaanz(t) =p4 � x(t)2 � y(t)2 =p4� (1 + os(t))2 � sin(t)2 =p2(1 � os(t)):
Vektorimuodossa käyrän parametrisesitys on siisr(t) = x(t)i+ y(t)j+ z(t)k = (1 + os(t))i+ sin(t)j+p2(1 � os(t))k; t 2 [0; 2�℄;
jolloin r0(t) = � sin(t)i+ os(t)j+ sin(t)p2(1 � os(t))k:
Leikkauskäyrän pituus on sitenZ 2�0 jr0(t)jdt = Z 2�0 ssin(t)2 + os(t)2 + sin(t)22(1 � os(t)) dt =s1 + sin(t)22(1 � os(t)) dt � 7:64:
3. Millä parametrina arvoilla funktio eli vektorikenttäf(x; y) = (ax2 + xay2)i + (sin(y) +xa+1ya)j on konservatiivinen eli eksakti, ja määritä näilläa:n arvoilla kaikki potentiaalifunktiot.



Ratkaisu:On mahdollista määrittääa:n arvo ehdosta��y (ax2 + xay2) = ��x(sin(y) + xa+1ya)
mutta voidaan yhtä hyvin suoraan hakea potentiaalifunktiot ja katsoa milläa:n arvoilla tämä
onnistuu.

Jos'(x; y) on potentiaalifunktio niin'x(x; y) = ax2 + xay2;'y(x; y) = sin(y) + xa+1ya:
Edellisestä yhtälöstä seuraa, että'(x; y) = a3x3 + 1a+1xa+1y2 + g(y):
Derivoimallay:n suhteen saadaan'y(x; y) = 2a+1xa+1y + g0(y):
Nyt on saatu kaksi lauseketta'y:lle jotensin(y) + xa+1ya = 2a+1xa+1y + g0(y):
Tästä voidaan päätellä, ettäa = 1 koska muuteng0(y) ei ole pelkästääny:n funktio. Tässä
tapauksessag0(y) = sin(y) jolloin g(y) = � os(y) + k, missäk on vakio. Näin ollen potenti-
aalifunktiot ovat '(x; y) = 13x3 + 12x2y2 � os(y) + k;
4. Olkoonf(x; y) = � yx2+y2 i+ xx2+y2 j. Tarkista, ettär�f = 0 kun(x; y) 6= (0; 0). Laske

RC f �
dr missäC on a-säteinen, origokeskinen ympyrä (positiivisesti suunnattuna). Onko funktiollaf potentiaalifunktio?
Ratkaisu:Yksinkertainen lasku osoittaa, ettär� f = ������ i j k��x ��y ��z� yx2+y2 xx2+y2 0 ������ = ���� ��x ��y� yx2+y2 xx2+y2 ����k= �1 � (x2 + y2)� x � 2x(x2 + y2)2 + 1 � (x2 + y2)� y � 2y(x2 + y2)2 �k= x2 + y2 � 2x2 + x2 + y2 � 2y2(x2 + y2)2 k = 0:
JosC ona-säteinen ympyrä, niin sen parametriesitykseksi voidaan valitar(t) = a os(t)i+ a sin(t)j; t 2 [0; 2�℄:
Silloin dr = r0(t)dt = (�a sin(t)i+ a os(t)j)dt jaZC f � dr = Z 2�0 �� a sin(t)a2 os(t)2 + a2 sin(t)2 i+ a os(t)a2 os(t)2 + a2 sin(t)2 j�� (�a sin(t)i+ a os(t)j)dt = Z 2�0 �(� sin(t))2 + os(t)2�dt = 2�:
Suljetun käyrän yli laskettu käyräintegraali ei siis ole 0. Yksinkertainen lasku osoittaa, että
jos g(x; y) = artan( yx) niin rg = f , joten funktiollaf on potentiaalifunktio, mutta se ei



ole yksiarvoinen, vaan on mahdollista että saadaan eri tavalla laskien arvoja joiden erotus on
kokonaisluku kertaa2�.

Kaarevuus

5. Jos käyräq(s), s 2 [0; L℄ on sellainen, ettäjq0(s)j = 1 (eli ”s on kaarenpituus”) niin sen
kaarevuus pisteessäq(s) on �(s) = jq00(s)j. Määritä käyränr(t), t 2 [a; b℄ kaarevuus, kun ei
välttämättä oleteta, ettäjr0(t)j olisi 1.

Ratkaisu:Kaarenpituus määritellään kaavallas(t) = R t0 jr0(� )jd� jolloin siis s0(t) = jr0(t)j. Jos
nyt määritelläänq kaavallaq(s(t)) = r(t) niin ketjusäänöstä seuraa, ettäjq0(s)j = 1. Näin
ollen r0(t) = q0(s(t))s0(t) ja r00(t) = q00(s(t))s0(t)2 + q0(s(t))s00(t):
Tästä seuraa, ettär0(t)� r00(t) = s0(t)3q0(s)� q00(s) + s0(t)s00(t)q0(s)� q0(s):
Koskajq0(s)j = 1 niin jq0(s)j2 = 1 josta derivoimalla saadaan2q0(s) � q00(s) = 0 eli q0(s) ?q00(s) joten jq0(s) � q00(s)j = jq0(s)jjq00(s)j ja koska lisäksiq0(s) � q0(s) = 0 niin todetaan,
että jr0(t)� r00(t)j = js0(t)j3�(s);
eli kaarevuus pisteessär(t) on jr0(t)� r00(t)jjr0(t)j3 :

Pintaintegraalit

6. Laske pintaintegraali ZZ B xyz dS;
missä B = f (x; y; z) j z2 + 2y2 � 1; z = x+ y � 0 g:
Ratkaisu:Valitaan parametreiksiy ja z jolloin pinnan parametriesitys onr(y; x) = (z � y)i+ yj+ zk:
Silloin �r�y � �r�z = ������ i j k�1 1 01 0 1������ = i+ j � k;
ja

dS = �����r�y � �r�z ���� dy dz = p3 dy dz:



Näin ollen ZZ B xyz dS = ZZ B0 xyzp3 dy dz;
missäB0 = f (y; z) j z2 + 2y2 � 1; z � 0 g. Siirrytään napakoordinaatteihiny = 1p2r os(�) jaz = r sin(�) jolloin 0 � r � 1 ja 0 � � � � ja

dy dz = �����(y; z)�(r; �) ���� dr d� = 1p2r dr d�;
ja ZZ B0 xyzp3 dy dz = Z �0 Z 10 p3�r sin(�)� 1p2r os(�)� 1p2r os(�)r sin(�) 1p2r dr d�= p32 Z �0 �sin(�)2 os(�)� 1p2 sin(�) os(�)2�d� Z 10 r4 dr= p32 ��0 �13 sin(�)3 + 13p2 os(�)3��10 15r5 = p330p2(�1 � 1) = � p210p3 :
7. Hae kartionz2 = x2 + y2 sylinterin x2 + y2 = 2ay sisäpuolelle jäävän osan pinta-ala
käyttämällä napakoordinaattejax = r os(�) ja y = r sin(�) (jolloin epäyhtälöx2 + y2 � 2ay
onr � 2a sin(�).)
Ratkaisu:Symmetrian nojalla voidaan tarkastella sitä osaa pinnasta jolla z � 0 ja kertoa näin
saatavaa tulosta kahdella. Josx = r os(�) ja y = r sin(�) niin kartion yhtälö onz2 = r2 eliz = r jos oletetaan, ettäz � 0. Näin ollen pinnan parametriesitykseksi voidaan valitar(r; �) = r os(�)i+ r sin(�)j+ rk;
jolloin �r�r = os(�)i+ sin(�)j + k, ja �r�� = �r sin(�)i+ r os(�)j. Silloin�r�r � �r�� = ������ i j kos(�) sin(�) 1�r sin(�) r os(�) 0������ = �r os(�)i� r sin(�)j+ rk;
joten

dS = �����r�r � �r�� ���� dr d� = rp2 dr d�:
Koskax2 + y2 � 2ay eli r � 2a sin(�) niin 0 � � � � ja 0 � r � 2a sin(�). Pinta-ala on siisZZ A dS = 2Z �0 Z 2a sin(�)0 rp2 dr d� = p2 Z �0 �2a sin(�)0 r2 d�= 4p2a2 Z �0 sin(�)2 d� = 4p2a2 Z �0 �12 � 12 os(2�)� d�=��0 �12� � 14 sin(2�)� = 2p2�a2:



Jos napakoordinaatteja ei käytetä ja taas rajoitutaan tapaukseenz � 0 niin todetaan, ettäz = f(x; y) =px2 + y2. Parametreiksi voidaan silloin valitax ja y elir(x; y) = xi+ yj+px2 + y2k:
Silloin ��xr = i+ 12 2xpx2 + y2 ja

��yr = j+ ypx2 + y2 :
Tästä saadaan��xr� ��yr = � xpx2+y2 i� ypx2+y2 j + k ja

dS =s x2x2 + y2 + y2x2 + y2 + 1 dxdy = p2 dxdy:
Näin ollen pinta-alaksi tulee2p2 ZZ x2+y2�2ay dxdy = 2p2�a2;
koska joukkof (x; y) j x2 + y2 = 2ay g ona-säteinen ympyrä.

8. Laske pintaintegraali ZZ P F � ndS;
(eli vektorinF vuo pinnanP läpi), missäP on pintay = z2 + x, �1 < x < 1, 1 < z < 2 jaF(x; y; z) = i� zj jan on yksikkönormaali ylöspäin.

Ratkaisu:Pinnan parametriesitykseksi voidaan valitar(x; z) = xi + (z2 + x)j + zk jolloin�r�x = i+ j ja �r�z = 2zj+ k joten�r�x � �r�z = ������i j k1 1 00 2z 1������ = i� j+ 2zk:
Koskan on yksikkönormaali ylöspäin, (eli senk-komponentti on positiivinen) ja1 < z < 2
pinnalla, niin ndS = (i� j+ 2zk)dxdz;
ja ZZ P F � ndS = Z 21 Z 1�1(i� zj) � (i� j+ 2zk)dxdz= Z 21 Z 1�1(1 + z)dxdz = Z 21 �1�1x(1 + z)dz= Z 21 2(1 + z)dz =�21 (2z + z2) = 4 + 4� 2� 1 = 5:
9. Laske

RR A f � ndS kunA on pintax2 + y2 + z2 = 4, z � 0 ja f(x; y; z) = i+ 2k, eli laske
funktion f vuo pinnan läpi. (n on normaali ylöspäin.)



Vihje: Josx2 + y2 + z2 = a2 niin pallokoordinaateillandS = �a2 sin(�)�os(�) sin(�)i +sin(�) sin(�)j+ os(�)k�d�d�.

Ratkaisu:Valitaan pinnan koordinaattiesitykseksi ”pallokoordinaattiesitys”r(�; �) = 2 os(�) sin(�)i+ 2 sin(�) sin(�)j+ 2 os(�)k;
missä0 � � � 2� ja 0 � � � �2 koskaz � 0. (Luku 2 tulee siitä, että pallon säde on2.)

Nyt ndS = 4 sin(�)�os(�) sin(�)i+ sin(�) sin(�)j+ os(�)k�d� d�
missä merkki on valittu siten, että normaali osoittaa yl¨ospäin, eli positiivisenz-akselin suuntaan.
SilloinZZ A f �ndS = Z �20 Z 2�0 4 sin(�)�os(�) sin(�)i+sin(�) sin(�)j+os(�)k��(i+2k)d� d�= Z �20 Z 2�0 4 sin(�)�os(�) sin(�) + 2 os(�)�d� d�= Z �20 �2�0 �4 sin(�)2 sin(�) + 8 sin(�) os(�)��d� = Z �20 16� sin(�) os(�)d�=��20 8� sin(�)2 = 8�:

Pyörähdyspinnat

10. Käyrä y = f(x), a � x � b pyörähtääx-akselin ympäri. Määritä syntyvän
pyörähdyspinnan pinta-ala.

Ratkaisu:Pinnan parametriesitykseksi voidaan valitar(x; �) = xi+ f(x) os(�)j+ f(x) sin(�)k:
Silloin��xr� ���r = ������i j k1 f 0(x) os(�) f 0(x) sin(�)0 �f(x) sin(�) f(x) os(�)������= ���� f 0(x) os(�) f 0(x) sin(�)�f(x) sin(�) f(x) os(�)���� i� ����1 f 0(x) sin(�)0 f(x) os(�)���� j+ ����1 f 0(x) os(�)0 �f(x) sin(�)����k= f(x)f 0(x)(os(�)2 + sin(�)2)i� f(x) os(�)j� f(x) sin(�)k:
Tämän nojalla���� ��xr� ���r���� = jf(x)jpf 0(x)2 + os(�)2 + sin(�)2 = jf(x)jpf 0(x)2 + 1:



Pinta-alaksi tulee nytZ ba Z 2�0 jf(x)jpf 0(x)2 + 1 d� dx = 2� Z ba jf(x)jpf 0(x)2 + 1 dx:
11. Käyrä(x(t); y(t)), t 2 [a; b℄, pyörähtääy-akselin ympäri. Määritä syntyvän pyörähdyspinnan
pinta-ala.
Ratkaisu:Valitaan parametreiksit ja � jolloin pinnan paramteriesitykseksi tuleer(t; �) = x(t) os(�)i+ y(t)j+ x(t) sin(�)k:
Silloin��tr� ���r = ������ i j kx0(t) os(�) y0(t) x0(t) sin(�)�x(t) sin(�) 0 x(t) os(�)������= ����y0(t) x0(t) sin(�)0 x(t) os(�)���� i� ���� x0(t) os(�) x0(t) sin(�)�x(t) sin(�) x(t) os(�)���� j+ ���� x0(t) os(�) y0(t)�x(t) sin(�) 0 ����k= y0(t)x(t) os(�)i� x0(t)x(t)(os(�)2 + sin(�)2)j+ y0(t)x(t) sin(�)k:
Tästä seuraa, että ���� ��tr� ���r���� = jx(t)jpx0(t)2 + y0(t)2;
ja pinta-alaksi tuleeZ ba Z 2�0 1 � ���� ��tr� ���r���� d� dt = 2� Z ba jx(t)jpx0(t)2 + y0(t)2 dt:


