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Tasointegraalit ym.

1. Laske integraaly/ z*dA, missaf on z-akselin, suorieny = z jaz = 8 seka kayran
Q

y = 15 rajoittama alue.

Ratkaisu:Ensiksi todetaan, et = {(z,y) € R* | 0 < = < 8,0 < y < min{z, 5} }.
Selvastikind < o < E tasmalleen silloin kul < z < 4. Nain ollen saadaan

mln{ac—}
// 2*dA = // x dyd:z;—/ / x dydx—l—// 2* dy dx
//:I;ydx—l—//mxydy— :ch:z;—l—/ 162 dx
4

14 2 2
_ _x+ 8:1; = 4" 1 8.8 —8.4% = 448,
04 4 4

2. Maarita luvutA ja B, siten, etta

1
AS// ——dA < B,
ol+z+y?

missa) = { (z,y) | 0 < a <1,y > 0}, kayttamalla hyvaksi epayhtaloita
1 1 1
<

< 0<z<1.
21y " ltaty’ 1ty oS
Muista myaos, ett;’%@ arctan(t) = H—Lﬁ
RatkalsuEpayhtanst@— <1 + —— saadaan
o] 1 1 o] 1 1 o] 1 1
——dr d>/ / dx)d:/ (/dx)d
/0 </01+x+y2 ) = (02+?J2 Pl 2 \U /

y=v2s [ V2 1
= ds = — ——ds
0 24 2s? V2 Jo 14 s

1/~ 1 /7 g
= 7§/0 arctan(s) = ﬁ <§ — 0> = ﬁ

Epayhtalostg' - < ;- seuraa taas, etta
00 1 1 00 1 1 00 1 1
——dv ) d S/ (/ d:z;)d :/ (/ dx)d
/0 (/0 L+a+y? ) g 0 o 1+y? g o 1+y*\Jo g

<1 - T T
= dy :/ arctan(y) = = — 0= —.
/0 1+ 2 f ) =3 2

Voidaan siis valitad = ™2 jaB = =




Integroimisjarjestyksen vaihto

3. Oleta, etta kum > 1 niin ¢, on jatkuva funktio siten, ett§U gn(1)dt =1jag.(t) =0 jos
t > Ltait < . Olkoon

- Zg”(x)@n(y) — guy1(y)), w,y €[0,1].

(Huomaa, etta jokaisella summalausekkeessa on korkeintaan yksi nollasta poikkeawra
jafunktio:y — f(x,y) on jatkuva ja jokaisellg € [0, 1] summalausekkeessa on korkeintaan

kaksi nollasta poikkeavaa termia ja funktioi— f(x,y) onjatkuva.) Laskd| [, f(z,y)dz dy
ja fy Jo f(x.y)dydy.
RatkaisuOlkoony € [0, 1]. Silloin

o0

/0 Z%(@(%(@ — gnt1(y)) de = Z(gn(y) — gur1(y)) /0 gn(x) da

n=1

o0

Z — gur1(1) = 91(y) — 22(1) + 22(y) — ga(y) + ... = G (y)-

/o1 /o1 J,y) dedy = /Olgl(y)dy = 1.

Samalla tavalla todetaan, etta jog [0, 1] niin

/Ozgn(l’)(gn(y)—gnﬂ dy—zgn / 9n(y) = i1 (y)) dy

Nain ollen

josta tietenkin seuraa, etta

/Ol/olf(x,y)dydx:/ol()dx:().

Tassa saatiin siis eri tulos riippuen integroimisjaty&sesta ja on tietenkin helppoa todeta,
etta esim.fol f01|f(:1;, y)|dy dz = +o0.

4 VY Y
4. Laske integraaly / e: dx dy vaihtamalla integroimisjarjestysta.
/2



Ratkaisu:Jo% < a niin y g 2z jajosz < \/y niiny > z?. Liséksi jos? < /iy missa
0 <y <4,nin0 < z < 2. Nain ollen saadaan

4 \/37 2 2z 2 2z
/ / e%dxdy:/ / e%dydx:/ (/ :L'e%> dx
0 Jy/2 0 Jz2 0 2
2 , ) 2
= / <:1;eTI — :z;e%> dz = / (:1;62 — J}E‘T> dx
0 0
2 2 2
:/%x262—</xef—/efdx>
0 0 0
2

:/ (12 — v b &) =€ 1.

0

Integroimisalue nayttaa suurin piirtein seuraavedta:

5. Vaihda integroimisjarjestys integraalissa
3 2
/ / (z +y)dyda,
0 \/gf
ja laske integraalin arvo. (Tassa esimerkissa intégramaan helposti laskea suoraankin.)

Ratkaisuintegroimisalueessa patée< = < 3 ja \/§ <y < 2. Tasta paatellaan, etta< y <
2jag < y*joten0 < x < 3y*. Mutta koska lisaksi: < 3 niin saadaan:lle rajat0 < = < 3y



kun0 <y <1ljal0<ax<3kunl <y <2.Nain ollen todetaan, etta

/03/\;2(x+y)dydx:/1/3y2($‘|‘?J)d$dy—|—/2/3($—|—y)dxdy
// $+$ydy+//x+xy

:/0(2 —|—3y)dy—|—/1(2—|-3y)d

1 2
9 3 9 3 213
= LI P 2 3y =4+ 41940-2 2 =%

Integroimisalue nayttaa seuraavanlaiselta:

Integroimismuuttujan vaihto

6. OlkoonA suunnikas, jonka kulmapisteet oVt 0), (a,b), (¢,d) ja(a + ¢,b+ d). Maarita
joukko B siten, ett&s,t) € B tasmalleen silloin kunjz, y) € A missax = as + ¢t jay =
bs+dt. Mika on A:n pinta-ala ja mika o3:n pinta-ala ja mita voidaan tasta paatella muuttuiji
vaihdosta?

RatkaisuJosx = as + ct jay = bs + dt niin

i+ yj = s(ail + b)) + t(a + dj),
eli kyse on suunnikkaan sivuvektoreidein+ bj ja ci + dj lineaarikombinaatio. Nyt saadaan
suunnikkaan kaikki pisteet tasmalleen silloin kuja ¢ € [0,1] joten paatellaan, ettd =
[0,1] x [0,1]. SuunnikkaanA pinta-ala on|(ai + b)) X (ci + dj)| = |ad — bc| ja nelion B
pinta-ala on tietenkin. Koska nyt
Iz, y)

dx

a b

dz Bz
p— 5 t p— p— d—b
ot |2 2 d‘ =t
niin todetaan, etta
/ dedy = // ‘ ds dt.




7. Laske kappalee® = {(z,y,z) | a < 2 < b, y*+2* < f(x)*} tilavuus, eli joukko,
jonka rajoittavaty = f(x),y = 0 x = a jax = b pyorahtaa:-akselin ympari ja on laskettava
syntyvan pyorahdyskappaleen tilavuus.

RatkaisuOtetaan kayttoon "sylinteri”-koordinaatit, ¢, =) missdy = r cos(0) jaz = rsin(9).
Silloin dy d= = rdr dé ja joukkoa D vastaa uusissa koordinaateissa joukkoa 6, ) | a <
r<b, 0<r<|f(x)], 0<0 <27}, Silloin

-/, 1dxdydzz/b/%/lf(mrdrdedrdx
// (/ )dedx—// |2d0dx—7r/|f P de.

8. Olkoon0 < a < b. Laske kappalee® = {(z,y,2) | 0 <y < f(Va?+2?), o <
x? + z? < b? } tilavuus, eli kayrany = f(z), ja suorieny = 0, = a jax = b rajoittama alue
pyorahtag/-akselin ympari ja on laskettava syntyvan pyorahdpgiedeen tilavuus.

Ratkaisu: Tassa tapauksessa otetaan kayttoon “sylinteri'ritim@atit (r, 0, y) missax =
rcos(d) ja z = rsin(d). Silloin dzrd> = rdrdf ja joukostaD tulee uusissa koordinaateissa
joukko{ (r,0,y) |0 <y < f(r), a<r<b, 0<60<2x}. Nyt

/// 1d$dyd2—// / rdydedr_// ) do dr

_/a 2w f(r) r:27r/a o f(x) d.

9. Laske integraalif [, «*y* dx dy, missaQ on kayrienzy = 1, 2y = 2,2 = yjax = 4y
rajoittama alue ensimmaisessa neljanneksessa, télkemuuttujanvaihtoa = vv jay = u/v.

RatkaisuJosz = uv jay = u/v niin zy = u? jai = v2. Nain ollen2:n kuva kuvauksessa
(2,y) = (w,v)on{(u,0) |1 <u<vV2, 1<v <2} Nyt

9(x,y)_§—§ g—f_v u | u I
o) |2 | T|E - T E T T Y
joten
dx dy = o.y) dudo = 22 du do.
O(u,v) v




Lisaksiaz?y? = (uv)? (4)* = u*. Nain ollen

//Qﬁy d:z;dy_/ / u—dv du
:/1 (/1 207 m@)) du:/1ﬁ2u5(ln(2)—ln(1))du

V2 2In(2) 7
= 21n(2)/1 ge = T(Z —-1)= gln(Z).

10. Hae pallonz? + y* + 2% = «* ja sylinterinaz? + y? = »? sisapuolelle jaavan kappaleen
tilavuus kayttaen sylinterikoordinaatteja kiR «

Ratkaisu:Otetaan kayttoon sylinterikoordinaalit ¢, z] jolloin « = r cos(8), y = rsin(d) ja
dr dy dz = rdrdd d=. Kyseinen kappale ofi(z,y,2) | 2 + y* < b*, 2 + y? + 22 < a*} =
{[r,0,2]]0<r <b,0<6<2r, 2?2 <a®—r?}.Nain ollen tilavuus on

/ //_aQ_T21rdzdrde_/ / VaE T (i) dr
/ /zrmdrde—/ /<__> > — )}, dy

_ g/0 ((cﬁ)% — (d? —52)%> dy = 47;“ (1 - (1 - <§>2> g) .

11. Olkoon K kolmio, jonka karkipisteet ovak, = Gl) Xy = (?) jaxy = GS)
1 2 3

Maarittele pisteek; kaavalla

3
. 30,1+ 1
X; = E ]7k6 Xk
k=1

missad; , = 1jos; = kja0josy # k. Tarkista
. I
pinta-ald ) ; f(x5)

antaa integraalirf [ - f dA kun f on korkeintaan astettaoleva polynomi.

RatkaisuKirjoitetaan koordinaattivektorit pystyvektoreina, @imatriisilla kertominen menee
(w2 — 1) (w3 — 1)

(312 - ?Jl) (y3 - ?J1)
kolmion K, jonka karkipisteet ovaf0, 0), (1,0) ja (0, 1) kolmiolle K ja jos f on korkeintaan

helpommin. OlkoonV/ matriisi ( ) Silloin kuvausx — Mx + x; kuvaa



astetta2 oleva polynomi niin myosgy(x) = f(Mx + x;) on sellainen polynomi. Muuttujan
vaihdolla saadaan

[],o(()) o= aamy L7 () @

Lisaksi todetaan, etta

() -0
() -1
() -

Koska kolmionk' pinta-ala or#|det(M)| nahdaan, etta

s 516150 () (1)) o+ ()

Tasta nahdaan, etta ruttaa tarkistaa, ettdevpatee (ja etta myos muut samanlaiset vaitteet
patevat) kolmiollak’; ja tassa tapauksessa riittaa lineaarisuden nojakestaa, etta vaite patee
funkioilla 1, z, v, 2y, * jay®. Kun nain tehdaan todetaan, etta

DTy =

1
I ldedy = -
pgttian= ff =y
11 /1 4 1 1
S T T S dedy = =
6 6<6+6+6> //Iy ¢
1 1/1 1 4 1
6 6<6+6+6> //Klyxy 6
1_111+41+14_// o
20 - 6\6 6 6 6 6 6) J)/Y T
11 /1 1 44 11 ,
e T T dedy = —
2 6(6 67666 6) //le vy =35
1 1/1 1 1 1 44 ,
S Yo drdy = —
2 6(6 676 6" 6 6) //Kly i

Tassa tapaksessa toinen mahdollisuus olisi ollut vAalita: 1(x; + x3), X2 = 1(x1 + X3)

jaxs = 2(x; +x;), elix; = 22:1 l_smx




