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Lagrangen kertojat

1. Hae lyhin etaisyys origosta johonkin pinnapz? = 2 pisteeseen, kayttaen Lagrangen
kertojaa.

RatkaisuOn helpompaa tarkastella etaisyyden neliota jotera@aetunktion:2 442 + 22 pienin
arvo kunzyz* — 2 = 0. Muodostetaan Lagrangen funktio
L(z,y,2,\) = 2+ y* + 22 + May2® — 2),

ja maaritetaan taman funktion gradientin nollakahd

Lo(z,y,2,0) =22 + \yz* = 0,

Ly(z,y,2,A) =2y + Azz? = 0,

L.(x,y,2,A) =2z 4 2 \ayz = 0,

Ly(z,y,2,)\) = xyz? =2 = 0.
Josz = 0 taiy = 0 tai z = 0 niin viimeinen yhtalo ei toteudu, joten voimme olettatiae =~ 0,

y # 0jaz # 0, (jolloin funktion xy2* — 2 gradientti ei ole)). Kolmannesta yhtalosta saadaan
A= —;—y joten kahdesta ensimmaisesta yhtalosta saatlgan -2 ja2y? = =%, Koskaz? > 0
niin yhtalostaryz? = 2 seuraa, etta ja y ovat samanmerkkiset, joten= y jaz = +v/2z.
Silloin ehdostaryz* = 2 seuraa, etta* = 1, eliz = 1. Mahdolliset aariarvopisteet ovat siis
(1,1,£v2) ja(—1,—1,4+/2) ja koska naiden pisteiden etaisyydet origosta ovat kaikkin
todetaan, etta se on lyhin etaisyys.

2. Maarita lyhin etaisyys pisteestd, —1) johonkin kayrany = /1 — «2 pisteeseen Lagran-
gen kertojaa kayttaen.
RatkaisuNyt on siis laskettava funktiofi(z,y) = z*+(y+1)? pienin arvo kurny —v/1 — 2% =
0. Muodostetaan Lagrangen funktidx, y, A\) = 2* + (y + 1)* + A(y — V1 — 2?) ja lasketaan
taman funktion gradientin nollakohdat:
Z
Ly(z,y,\) =20+ \—= =10,
(29, 2) Vs

Ly(z,y,\)=2(y+1)+ X =0,

Ly(z,y,\)=y—V1—2?2=0.
Josx = 0 niin saadaany = 1 kolmannesta yhtalosta ja toinenkin yhtalo toteutun kK = —4.
Josz # 0 niin A = —24/1 — «? jolloin toisesta yhtaldsta seuraa, etta

20 + 2 =2v1 — 22,
joten kolmannen yhtalon nojalla
Vi—a22+1=v1-—2a?

mika on ristiriita. Nain ollen ainoa ratkaisu an = 0 ja y = 1. Mutta jos piirretaan kuvio
nahdaan helposti, etta tama antaa funktiolle suon@m arvon kun taas pienin arvo saavutetaan



kunz = +1 jay = 0. Tassa tapauksessa siis Lagrangen kertoimista ei gftitya koska haettu
aariarvo saavutetaan kayran paatepisteessa.

3. Maarita funktionf(z,y, z) = 2?4+ 2y*+z? pieninarvokune +y+ 2 = 4 jade +4y+3z =
15.
RatkaisuMuodostetaan Lagrangen funktio

Ehdostal/(x,y, z, A, ) = 0 saadaan yhtalosysteemi

204+ A+4p =0
dy+A+4p =0
224+ 243 =0

r+y+z—4=0
e +4y + 32 —15=0.

Ratkaisemalla;, y ja z kolmesta ensimmaisesta yhtalosta ja sijoittamaillakiset kahteen vii-
meiseen saadaan ) ) ) ,
3 9
=2\ =8 — A —4p— A —sp =15

eli
— 5\ — 18y = 16

— 9\ — 33u = 30
Tasta saadaan ratkaisuksi= 4 jap = —2. Nainollenz =2,y = ljaz = lja f(2,1,1) =
442+1 =7.Koskaf(z,y,z) — oo kunz? +y* + 2* — oo niin paatellaan, etta nimenomaan
pienin arvo saavutetaan pisteessal, 1).

4. Oletetaan, etta kun ratkaistaan optimointitehtéwa& f(x,y,z) kun g(z,y,z) = t (tai
vastaava minimointitehtavaa) Lagrangen kertojadtkéy niin 1oytyy ratkaisix (), y(t), z(1)),
joka ont:n derivoituva funktio. Miten Lagrangen kertoja liittyy mtiujaan:?
RatkaisuMuodostetaan Lagrangen funktio

L(l’, Y, %, )‘) = f(xv Y, Z) + )\(g(l’, Y, Z) - t)

Oletataan, ettg:n suurin arvo saavutetaan pistee$s#t), y(t), z(t)) ja merkitaanx(t) =

y(t) | jaH(t) = f(x(t)). Nyt ehto, ettd :n derivaatta o voidaan kirjoittaa muotoon

Fx(#)) +Ad'(x(t)) = 0,
g(x(1)) =1 =0.
Jalkimmaisesta yhtalosta seuraa, etta
g'(x(1)x'(t) =1,
ja silloin saadaan edellisen yhtalon nojalla

H'(t) = F(x(0)x/(1) = =Ag'(x(£))x/(t) = =X,



eli Lagrangen kertoja kertoo milla nopeudella suurin (tai pienin) arvo pienekeea rajoi-
tusehtoe = ¢g(x) muuttuu.

5. Oleta, ettaf jag : R> — R ovat jatkuvasti derivoituviag(zo, yo, 20) = 0 ja f(z,y,2) >
f(zo0, yo, z0) kaikilla (z, y, z) € R? joilla g(x, y, z) = 0 jaettag’(xo, 3o, 20) # 0. Osoita, etta on
olemassa luku, siten, ett&xo, yo, z0, Ao) ON funktionL(x,y,z,A) = f(x,y,2) + Ag(z,y, 2)
kriittinen piste (eliL'(xo, yo, z0, Ao) = 0).
RatkaisuKoskag'(xo, 30, z0) # 0 niin ainakin yksi komponentti on nollasta poikkeava ja etet
taan, etta esimerkiksi.(zo, yo, z0) # 0. Silloin [6ytyy implisiittifunktiolauseen avulla funkb
h(x,y) siten, ettéh(xo, yo) = zo jag(x,y, h(x,y)) = 0 kun|(z,y) — (x0, yo)| ON riittavan pie-
ni. Mutta silloin f(xv Y, h(l‘, y)) > f(xov Yo, h(l’o, yo)) ja funktion (l‘, y) = f(xv Y, h(l‘, y))
derivaatta or) pisteessdz, yo) eli

Fe(@o, Yo, (0, 0)) + [2(70, Yo, (20, Yo) ) hu (w0, o) = 0,

Fy(@o, Yo, A(70,y0)) + f2(20, Yo, ”(x0, y0) ) hy(20, y0) = 0.

Implisiittifunktiolauseesta seuraa, etta
9=(0, Yo, h(x0,y0)) + g-(x0, Yo, h(xo, Yo)) halT0, yo) = 0,
9y(w0, Yo, (o, Y0)) + g=(To, Yo, b0, yo) ) hy(T0, yo) = 0.

joten kunt.(xo, yo) ja hy(xo, yo) ratkaistaan naista yhtaldista ja sijoitetaan edelBviin niin
saadaan (kun muistetaan, efta= h(xo, yo)) etta

T Z
Mgl’(lbv Yo, ZO) = 07
gz(fﬁo,yo, 0)

(x07y0720)
gz(:rfo,yo,zro)

Jos nyt maaritellaah = —% niin pateel’(xo, yo, z0, A) = 0.

fx(flfo,yo,zo)

fy($0790720) (l'o,yo,Zo) = 0.

6. Etsifunktionf : R* — R, f(z,y) = « + y, suurin ja pienin arvo joukossa
A= {(z,y)|32* + 20y + 29° = 1},

Lagrangen kertojan avulla.

RatkaisuMudostetaan ensin Lagrangen funktio

L(z,y, \) = x +y + A\32* 4+ 22y + 2y* — 1).
Lasketaan taman funktion kriittiset pisteet ja saadaan
Ly(x,y,\) =14+ X6z +2y) =0,
Ly(x,y,A\) =1+ X2z +4y) =0,
Ly(z,y,\) = 32% + 22y + 2y — 1 = 0.

Kun z ja y ratkaistaan kahdesta ensimmaisesta yhtalostasaada

1 .



Kun nama arvot sijoitetaan yhtalodn? + 22y + 2y? = 1 saadaan
3 2 2 3
2

~ 100 750 25 200

Nain ollenX = £,/ ja mahdolliset aariarvopisteet 0\@: i )ja(— V_,—V%).

Nyt joukko A on rajoitettu, mika voidaan joko nahda siita, ett& + 2zy 4 2y? = 1 on
ellipsin yhtalo tai siita, ettdz* 4 22y + 2y* = 22? + (v +y)* + y? josta huomataan etta| < 1
jaly] < 1kun(z,y) € A. KoskaA on lisaksi suljettu, eli sisaltaa reunansa (taspauéisessa
ei sisalla muita pisteitakaan) niin jatkuva funkficcaavuttaa suurimman ja pienimman arvonsa

ja koska
12 _\/§
(e = Vs
1 2\ /3
(7)) Vs

niin todetaan, etta suurin arvo Q{y@ja pienin—\/é.

Regressio

7. Eraassa maasdd prosentilla kaikista kotitalouksista oli digiboksi heknssa 2006. Vas-
taavat prosenttiluvut olivat saman vuoden elokuussa jaaskinssa 1% ja 56%. Arvioi taman
perusteella kuinka suurella osuudella kotitalouksistaligliboksi tammikuussa 2007 ja tulee
olemaan elokuussa 2007 kayttaen lineaarista regras@etojen tutkimusten perusteella prosenttiosuus
tammikuussa 2007 ofi1%.)
RatkaisuNumeroidaan kuukaudet vuoden 2005 alusta jolloin= 2, x, = 8 jaxs; = 11 ja
vastaavat luvuy; ovat olemaany, = 22, y, = 25 jays = 29.

Haetaan luvut ja b siten, ettdf(a, b) = £ 3°7_ (az; + b — y;)? on mahdollisimman pieni.
Yhtalot f, = 0 ja f, = 0 muodostavat yhtalosysteemin

(25) ()= (o)
(X erm=(2n),

eli
189a + 216 = 1112,
21la + 3b = 151,

josta seuraa, etta

1112 21 189 1112

151 3 21 151

=4 1 _-131 b= +———=41.17
189 21 189 21
21 3 21 3



Jos ensin vahennetaan keskiapvmuuttujasta on laskettava keskiarvo ja se on

w

T = L T; =
3
Sitten lasketaan; — = ja saadaan
1 —T = =),
ro—T =1,
T3 — T =

Seuraavaksi on laskettava

ja

Nyt saadaan suoraan (kos@zl(xj —7)=0)

3 —
=1\ Ly —T)y; B
0= E]_l( j ), =22 3,

Yimle =) 42

ja
1< 151
b:gjz:;yj—asz—l.Sl-7:4l.l7.

Tammikuussa 2007 prosenttiosuus on silloda + b ~ 58 ja elokuussa 2007 vastaavaXit -+
b~ 67.

8. Pisteet1,1),(2,4)ja(4,5) on annettu. Maarita suorat= ax + b siten, etta >°7_ |ax; +
b — y;|* on mahdollisimman pieni, ja suora= cy + d siten, etté% E?:1|cyi +d — x;]* on
mahdollisimman pieni. Onko tuloksena sama suora, elighkéte = 1 ja b = —%?

RatkaisuHaetaan luvut: ja b siten, ettaf(a, b) = %Efﬂmxi + b — y;/* on mahdollisimman
pieni. Yhtalotf, = 0 ja f, = 0 muodostavat yhtalosysteemin

(25) ()= (o)
(X erm=(2n).

2la + 7b = 29,
Ta + 3b =10,

eli



josta seuraa, etta

29 7 21 29
10 3 7 10
= —— = 1.2143 b=-"———F=05
21 7 21 7
73 73

Haetaan luvut ja d siten, ettgy(c, d) = %Z?:chi + d — x;|* on mahdollisimman pieni.
Yhtalotg. = 0 ja g; = 0 muodostavat yhtalosysteemin

(25)e (350) = ()
(Su)essi=(x2),

eli

42¢ 4+ 10d = 29,
10c+3d =1,
josta seuraa, etta
29 10 42 29
7T 3 10
c=+— = 0.65385 d=1+——=0.15385
42 10 42 10
10 3 10 3

Koska% = 1.5294 ja —% = —0.2353 niin nahdaan etta suorat ovat erilaiset.

9. Oletetaan, etta pisteét;,y;),: = 1,...,n on annettu. Selita, miten ldydetaan vakioy
jar siten, ett&g > [pe™" + ¢ + re” — y;|* on mahdollisimman pieni.

Maaérita matriisid ja vektorir siten, etta tehtavana on minimoida funktigta) = 1| Ax—
y 2. Mika on nyt vektorix. Maaritaf’(x).

Ratkaisu:Jos merkitaan/(p,q,r) = 130 |pe™® + ¢ + re* — y;|* ja jos on 1dydettava
taman funktion minimipiste, niin on laskettava derivaatli gradientin nollakohdat ja saadaan
yhtalosysteemi

n

fp(pqur) = Z (pe_x" +qg+re’ — y2> e =0,

=1
fq(p7Q7r) = Z (pe_“’" +qg+re’ — y2> =0,
=1
fT(p7q7r) = Z <pe_$l +q+ rets — y2> e — ().
=1
Tasta tulee yhtalosysteemi
(Sep H(SLet) g b= SLey
(i €7 p +nq + (i €)= i=1Yi

np +(XL € +(TL e = YL €y



p e 1 en 11

Josvalitaarx = | ¢ | jaA = : 1 |yjay= [ ¢ | niin f(p,q,7) = |Ax —

r e’ 1 e Yn
y|?. Koska tama voidaan kirjoittaa muoto§fix—y )T (Ax—y) = txTATAx—yTAx+1yTAy
niin
fl(x)=x"ATA —y'A,

koskaATA on symmetrinen matriisi. Nain ollen yhtad(x) = 0 voidaan myos esittaa muo-
dossa

ATAx = ATy.

10. Oletetaan, etta pisteét;, y;),: = 1,... ,n on annettu. Selita miten saadaan regressiosuo-
ra lasketuksi jos ensin vahennetaararvoista keskiarva.

RatkaisuXeskiarvo on tietenkin

Koskaax; + b — y; = a(x; — @) + (b+ aT) — y,; niin nahdaan, etta on haettava lausekkeen
I, . =
5 Z(Gl’i +0b— yi>27
=1

pienin arvo miss&; = z;, — T jab = b + a7. Derivoimallaa:n jab:n suhteen saadaan yhtalot

n

Z(ai} +b— yi)#; =0,
=1

Z(ai‘i —I—?)—yi> =0,

=1

ja tasta seuraa, koska maaritelman mukadh, #; = 0 etta
a) ¥ =2 dwn
n?) = Z Y.
=1

Tasta taas saadaan suoraan

E?:l TiYi 2?21(952' — 7)Yy

a = =

missa tietenkiry =

=
ﬂ‘
=

n




11. Olkoon B symmetrinend x d matriisi. Maarita funktionf(x) = x"Bx (x ond x 1
pystyvektori) pienin arvo suorallg, + fu, t € R missau # 0. Olkoonx; piste missa minimi

saavutetaan. Laske = (z1,y:1)" kun B = (8‘ ?) Xo = (%o, y0) Jau = —f'(x0). Osoita,

etté jos|\zg| = |yo|, Niin [Aaq| = |y1|. Mita voidaan sanoa Iuvuisli%

tassa tapauksessa.

RatkaisuOlkoong(t) = f(xo + tu) = (x¢ + tu)"B(xo + tu). Silloin ¢'(1) = 2u" B(x, + tu)
ja kun ratkaistaan yhtalgf(¢) = 0 saadaan

; u' Bxg
~ u"Bu’
ja
u' Bxg
X1 =Xg — uTBu u.
A0 T , Az N
Jos nth = <0 1) Xp = (wo,yo) jau = —f (Xo) = —QBXO = -2 ( Yo >, nin
Yo — A
< = (51?1 _ (%o _)\2:1?(2)—|-y3 Azg _ | Mg+ 0
! Y1 Yo M2+ 92 \ Yo Nl — Azl
Nad+yd 7

Jos lisaksjAzg| = |yo| niin
Maa| _ yo(1 = M| _
lyal  [A2ag(A = 1yol

Tassa tapauksessa patee myos

U
Yo

(A -1 A -1
Mgyl AL
Jos jokoXA on hyvin iso taiA on hyvin pieni (mutta positiivinen), nii+3—3 on melkeinl, josta

seuraa, etta tarvitaan hyvin monta askelta ennen kuitulee 0:n laheisyyteen ja0,0) on
tietenkin funktionf minimikohta.

Integraalin derivointi

12. Oletetaan, ettaja f ovat jatkuvia funktioita. Laske funktiop(z) = [ e /i #(=)% f(¢) dt
derivaatta. Minka differentiaaliyhtalon ratkaisurta funktioy on?

Ratkaisuintegraalin derivoimissaannon nojalla patee

y'() = e S PO fa) 14 /$ e [ PO S (—p(a)) f(1) dt

0

= [(z) = p(z) /Ox el I sty dt = —p(a)y(a) + f(2).




