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Lagrangen kertojat

1. Hae lyhin etäisyys origosta johonkin pinnanxyz2 = 2 pisteeseen, käyttäen Lagrangen
kertojaa.

Ratkaisu:On helpompaa tarkastella etäisyyden neliötä joten haetaan funktionx2+y2+z2 pienin
arvo kunxyz2 � 2 = 0. Muodostetaan Lagrangen funktioL(x; y; z; �) = x2 + y2 + z2 + �(xyz2 � 2);
ja määritetään tämän funktion gradientin nollakohdat:Lx(x; y; z; �) = 2x+ �yz2 = 0;Ly(x; y; z; �) = 2y + �xz2 = 0;Lz(x; y; z; �) = 2z + 2�xyz = 0;L�(x; y; z; �) = xyz2 � 2 = 0:
Josx = 0 tai y = 0 tai z = 0 niin viimeinen yhtälö ei toteudu, joten voimme olettaa, ettäx 6= 0,y 6= 0 ja z 6= 0, (jolloin funktionxyz2 � 2 gradientti ei ole0). Kolmannesta yhtälöstä saadaan� = � 1xy joten kahdesta ensimmäisestä yhtälöstä saadaan2x2 = z2 ja 2y2 = z2. Koskaz2 > 0
niin yhtälöstäxyz2 = 2 seuraa, ettäx ja y ovat samanmerkkiset, jotenx = y ja z = �p2x.
Silloin ehdostaxyz2 = 2 seuraa, ettäx4 = 1, eli x = �1. Mahdolliset ääriarvopisteet ovat siis(1; 1;�p2) ja (�1;�1;�p2) ja koska näiden pisteiden etäisyydet origosta ovat kaikki 2 niin
todetaan, että se on lyhin etäisyys.

2. Määritä lyhin etäisyys pisteestä(0;�1) johonkin käyräny = p1� x2 pisteeseen Lagran-
gen kertojaa käyttäen.

Ratkaisu:Nyt on siis laskettava funktionf(x; y) = x2+(y+1)2 pienin arvo kuny�p1 � x2 =0. Muodostetaan Lagrangen funktioL(x; y; �) = x2 + (y + 1)2 + �(y �p1� x2) ja lasketaan
tämän funktion gradientin nollakohdat:Lx(x; y; �) = 2x+ � xp1 � x2 = 0;Ly(x; y; �) = 2(y + 1) + � = 0;L�(x; y; �) = y �p1 � x2 = 0:
Josx = 0 niin saadaany = 1 kolmannesta yhtälöstä ja toinenkin yhtälö toteutuu kun� = �4.
Josx 6= 0 niin � = �2p1� x2 jolloin toisestä yhtälöstä seuraa, että2y + 2 = 2p1� x2;
joten kolmannen yhtälön nojallap1 � x2 + 1 = p1� x2;
mikä on ristiriita. Näin ollen ainoa ratkaisu onx = 0 ja y = 1. Mutta jos piirretään kuvio
nähdään helposti, että tämä antaa funktiolle suurimman arvon kun taas pienin arvo saavutetaan



kunx = �1 ja y = 0. Tässä tapauksessa siis Lagrangen kertoimista ei ollut hyötyä koska haettu
ääriarvo saavutetaan käyrän päätepisteessä.

3. Määritä funktionf(x; y; z) = x2+2y2+z2 pienin arvo kunx+y+z = 4 ja4x+4y+3z =15.
Ratkaisu:Muodostetaan Lagrangen funktioL(x; y; z; �; �) = x2 + 2y2 + z2 + �(x+ y + z � 4) + �(4x+ 4y + 3z � 15):
EhdostaL0(x; y; z; �; �) = 0 saadaan yhtälösysteemi2x+ �+ 4� = 04y + �+ 4� = 02z + � + 3� = 0x+ y + z � 4 = 04x+ 4y + 3z � 15 = 0:
Ratkaisemallax, y ja z kolmesta ensimmäisestä yhtälöstä ja sijoittamalla tulokset kahteen vii-
meiseen saadaan � 12� � 2� � 14�� �� 12�� 32� = 4� 2� � 8� � �� 4� � 32� � 92� = 15:
eli � 5� � 18� = 16� 9� � 33� = 30
Tästä saadaan ratkaisuksi� = 4 ja � = �2. Näin ollenx = 2, y = 1 ja z = 1 ja f(2; 1; 1) =4+2+1 = 7. Koskaf(x; y; z)!1 kunx2+ y2+ z2 !1 niin päätellään, että nimenomaan
pienin arvo saavutetaan pisteessä(2; 1; 1).
4. Oletetaan, että kun ratkaistaan optimointitehtäväämax f(x; y; z) kun g(x; y; z) = t (tai
vastaava minimointitehtävää) Lagrangen kertojaa käyttäen niin löytyy ratkaisu(x(t); y(t); z(t)),
joka ont:n derivoituva funktio. Miten Lagrangen kertoja liittyy muuttujaant?
Ratkaisu:Muodostetaan Lagrangen funktioL(x; y; z; �) = f(x; y; z) + �(g(x; y; z)� t):
Oletataan, ettäf :n suurin arvo saavutetaan pisteessä(x(t); y(t); z(t)) ja merkitäänx(t) =0�x(t)y(t)z(t)1A jaH(t) = f(x(t)). Nyt ehto, ettäL:n derivaatta on0 voidaan kirjoittaa muotoonf 0(x(t)) + �g0(x(t)) = 0;g(x(t))� t = 0:
Jälkimmäisestä yhtälöstä seuraa, ettäg0(x(t))x0(t) = 1;
ja silloin saadaan edellisen yhtälön nojallaH 0(t) = f 0(x(t))x0(t) = ��g0(x(t))x0(t) = ��;



eli Lagrangen kertoja� kertoo millä nopeudella suurin (tai pienin) arvo pieneneekun rajoi-
tusehtoe = g(x) muuttuu.

5. Oleta, ettäf ja g : R3 ! R ovat jatkuvasti derivoituvia,g(x0; y0; z0) = 0 ja f(x; y; z) �f(x0; y0; z0) kaikilla (x; y; z) 2 R3 joilla g(x; y; z) = 0 ja ettäg0(x0; y0; z0) 6= 0. Osoita, että on
olemassa luku�0 siten, että(x0; y0; z0; �0) on funktionL(x; y; z; �) = f(x; y; z) + �g(x; y; z)
kriittinen piste (eliL0(x0; y0; z0; �0) = 0).

Ratkaisu:Koskag0(x0; y0; z0) 6= 0 niin ainakin yksi komponentti on nollasta poikkeava ja olete-
taan, että esimerkiksigz(x0; y0; z0) 6= 0. Silloin löytyy implisiittifunktiolauseen avulla funktioh(x; y) siten, ettäh(x0; y0) = z0 ja g(x; y; h(x; y)) = 0 kun j(x; y)� (x0; y0)j on riittävän pie-
ni. Mutta silloin f(x; y; h(x; y)) � f(x0; y0; h(x0; y0)) ja funktion (x; y) 7! f(x; y; h(x; y))
derivaatta on0 pisteessä(x0; y0) elifx(x0; y0; h(x0; y0)) + fz(x0; y0; h(x0; y0))hx(x0; y0) = 0;fy(x0; y0; h(x0; y0)) + fz(x0; y0; h(x0; y0))hy(x0; y0) = 0:
Implisiittifunktiolauseesta seuraa, ettägx(x0; y0; h(x0; y0)) + gz(x0; y0; h(x0; y0))hx(x0; y0) = 0;gy(x0; y0; h(x0; y0)) + gz(x0; y0; h(x0; y0))hy(x0; y0) = 0:
joten kunhx(x0; y0) ja hy(x0; y0) ratkaistaan näistä yhtälöistä ja sijoitetaan edell¨a oleviin niin
saadaan (kun muistetaan, ettäz0 = h(x0; y0)) ettäfx(x0; y0; z0) � fz(x0; y0; z0)gz(x0; y0; z0)gx(x0; y0; z0) = 0;fy(x0; y0; z0)� fz(x0; y0; z0)gz(x0; y0; z0)gy(x0; y0; z0) = 0:
Jos nyt määritellään� = �fz(x0;y0;z0)gz(x0;y0;z0) niin päteeL0(x0; y0; z0; �) = 0.

6. Etsi funktionf : R2 ! R, f(x; y) = x+ y, suurin ja pienin arvo joukossaA = f (x; y) j 3x2 + 2xy + 2y2 = 1 g;
Lagrangen kertojan avulla.
Ratkaisu:Mudostetaan ensin Lagrangen funktioL(x; y; �) = x+ y + �(3x2 + 2xy + 2y2 � 1):
Lasketaan tämän funktion kriittiset pisteet ja saadaanLx(x; y; �) = 1 + �(6x+ 2y) = 0;Ly(x; y; �) = 1 + �(2x+ 4y) = 0;L�(x; y; �) = 3x2 + 2xy + 2y2 � 1 = 0:
Kun x ja y ratkaistaan kahdesta ensimmäisestä yhtälöstä saadaanx = � 110� ja y = � 15�:



Kun nämä arvot sijoitetaan yhtälöön3x2 + 2xy + 2y2 = 1 saadaan�2 = 3100 + 250 + 225 = 320 :
Näin ollen� = �q 320 ja mahdolliset ääriarvopisteet ovat( 1p15 ; 2p15) ja (� 1p15;� 2p15).

Nyt joukkoA on rajoitettu, mikä voidaan joko nähdä siitä, että3x2 + 2xy + 2y2 = 1 on
ellipsin yhtälö tai siitä, että3x2+2xy+2y2 = 2x2+(x+y)2+y2 josta huomataan ettäjxj � 1
ja jyj � 1 kun(x; y) 2 A. KoskaA on lisäksi suljettu, eli sisältää reunansa (tässä tapauksessaA
ei sisällä muita pisteitäkään) niin jatkuva funktiof saavuttaa suurimman ja pienimmän arvonsa
ja koska f � 1p15 ; 2p15� =r35 ;f �� 1p15 ;� 2p15� = �r35 ;
niin todetaan, että suurin arvo on

q35 ja pienin�q35 .

Regressio

7. Eräässä maassa44 prosentilla kaikista kotitalouksista oli digiboksi helmikussa 2006. Vas-
taavat prosenttiluvut olivat saman vuoden elokuussa ja marraskussa51% ja 56%. Arvioi tämän
perusteella kuinka suurella osuudella kotitalouksista oli digiboksi tammikuussa 2007 ja tulee
olemaan elokuussa 2007 käyttäen lineaarista regressiota. (Samojen tutkimusten perusteella prosenttiosuus

tammikuussa 2007 oli61%.)

Ratkaisu:Numeroidaan kuukaudet vuoden 2005 alusta jolloinx1 = 2, x2 = 8 ja x3 = 11 ja
vastaavat luvutyi ovat olemaany1 = 22, y2 = 25 ja y3 = 29.

Haetaan luvuta ja b siten, ettäf(a; b) = 12P3i=1(axi + b� yi)2 on mahdollisimman pieni.
Yhtälötfa = 0 ja fb = 0 muodostavat yhtälösysteemin 3Xi=1 x2i! a+ 3Xi=1 xi! b =  3Xi=1 xiyi! ; 3Xi=1 xi! a+ 3b =  3Xi=1 yi! ;
eli 189a + 21b = 1112;21a + 3b = 151;
josta seuraa, että a = ����1112 21151 3 ��������189 2121 3 ���� = 1:31 b = ����189 111221 151 ��������189 2121 3 ���� = 41:17



Jos ensin vähennetään keskiarvox-muuttujasta on laskettava keskiarvo ja se onx = 13 3Xj=1 xj = 7:
Sitten lasketaanxj � x ja saadaan x1 � x = �5;x2 � x = 1;x3 � x = 4:
Seuraavaksi on laskettava 3Xj=1(xj � x)yj = 55;
ja 3Xj=1 (xj � x)2 = 42:
Nyt saadaan suoraan (koska

P3j=1(xj � x) = 0)a = P3j=1(xj � x)yjP3j=1(xj � x)2 = 5542 = 1:31;
ja b = 13 3Xj=1 yj � ax = 1513 � 1:31 � 7 = 41:17:
Tammikuussa 2007 prosenttiosuus on silloin13a+ b � 58 ja elokuussa 2007 vastaavasti20a+b � 67.

8. Pisteet(1; 1), (2; 4) ja (4; 5) on annettu. Määritä suoraty = ax+ b siten, että12P3i=1jaxi+b � yij2 on mahdollisimman pieni, ja suorax = y + d siten, että12P3i=1jyi + d � xij2 on
mahdollisimman pieni. Onko tuloksena sama suora, eli päteeköa = 1 ja b = �d?

Ratkaisu:Haetaan luvuta ja b siten, ettäf(a; b) = 12P3i=1jaxi + b � yij2 on mahdollisimman
pieni. Yhtälötfa = 0 ja fb = 0 muodostavat yhtälösysteemin 3Xi=1 x2i! a+ 3Xi=1 xi! b =  3Xi=1 xiyi! ; 3Xi=1 xi! a+ 3b =  3Xi=1 yi! ;
eli 21a + 7b = 29;7a+ 3b = 10;



josta seuraa, että a = ����29 710 3��������21 77 3���� = 1:2143 b = ����21 297 10��������21 77 3���� = 0:5
Haetaan luvut ja d siten, ettäg(; d) = 12P3i=1jyi + d� xij2 on mahdollisimman pieni.

Yhtälötg = 0 ja gd = 0 muodostavat yhtälösysteemin 3Xi=1 y2i! + 3Xi=1 xi! d =  3Xi=1 yixi! ; 3Xi=1 yi! + 3d =  3Xi=1 xi! ;
eli 42 + 10d = 29;10 + 3d = 7;
josta seuraa, että  = ����29 107 3 ��������42 1010 3 ���� = 0:65385 d = ����42 2910 7 ��������42 1010 3 ���� = 0:15385

Koska 1 = 1:5294 ja�d = �0:2353 niin nähdään että suorat ovat erilaiset.

9. Oletetaan, että pisteet(xi; yi), i = 1; : : : ; n on annettu. Selitä, miten löydetään vakiotp, q
ja r siten, että12Pni=1jpe�xi + q + rexi � yij2 on mahdollisimman pieni.

Määritä matriisiA ja vektorir siten, että tehtävänä on minimoida funktiotaf(x) = 12jAx�yj2. Mikä on nyt vektorix. Määritäf 0(x).
Ratkaisu:Jos merkitäänf(p; q; r) = 12Pni=1jpe�xi + q + rexi � yij2 ja jos on löydettävä
tämän funktion minimipiste, niin on laskettava derivaatan eli gradientin nollakohdat ja saadaan
yhtälösysteemi fp(p; q; r) = nXi=1 �pe�xi + q + rexi � yi�e�xi = 0;fq(p; q; r) = nXi=1 �pe�xi + q + rexi � yi� = 0;fr(p; q; r) = nXi=1 �pe�xi + q + rexi � yi�exi = 0:
Tästä tulee yhtälösysteemi(Pni=1 e�2xi) p +(Pni=1 e�xi) q +nr = Pni=1 e�xiyi(Pni=1 e�xi) p +nq +(Pni=1 e�xir) r = Pni=1 yinp +(Pni=1 exi) q +(Pni=1 e2xi) r = Pni=1 exiyi



Jos valitaanx = 0�pqr1A ja A = 0�e�x1 1 ex1
...

...
...

e�xn 1 exn1A, jay = 0�y1
...yn1A niin f(p; q; r) = 12 jAx�yj2. Koska tämä voidaan kirjoittaa muotoon12(Ax�y)T(Ax�y) = 12xTATAx�yTAx+ 12yTAy

niin f 0(x) = xTATA� yTA;
koskaATA on symmetrinen matriisi. Näin ollen yhtälöf 0(x) = 0 voidaan myös esittää muo-
dossa ATAx = ATy:
10. Oletetaan, että pisteet(xi; yi), i = 1; : : : ; n on annettu. Selitä miten saadaan regressiosuo-
ra lasketuksi jos ensin vähennetäänxi-arvoista keskiarvox.

Ratkaisu:Keskiarvo on tietenkin x = 1n nXi=1 xi:
Koskaaxi + b� yi = a(xi � x) + (b+ ax)� yi niin nähdään, että on haettava lausekkeen12 nXi=1 �a~xi + ~b� yi�2;
pienin arvo missä~xi = xi � x ja ~b = b+ ax. Derivoimallaa:n ja~b:n suhteen saadaan yhtälötnXi=1 �a~xi +~b� yi�~xi = 0;nXi=1 �a~xi +~b� yi� = 0;
ja tästä seuraa, koska määritelmän mukaan

Pni=1 ~xi = 0 ettäa nXi=1 ~x2i = nXi=1 ~xiyi;n~b = nXi=1 yi:
Tästä taas saadaan suoraana = Pni=1 ~xiyiPni=1 ~x2i = Pni=1(xi � x)yiPni=1(xi � x)2 ;b = ~b� ax = 1n nXi=1 yi � ax = y � Pni=1(xi � x)yiPni=1(xi � x)2 x;
missä tietenkiny = 1n Pni=1 yi.



11. OlkoonB symmetrinend � d matriisi. Määritä funktionf(x) = xTBx (x on d � 1
pystyvektori) pienin arvo suorallax0 + tu, t 2 Rmissäu 6= 0. Olkoonx1 piste missä minimi

saavutetaan. Laskex1 = (x1; y1)T kunB = �� 00 1�, x0 = (x0; y0) ja u = �f 0(x0). Osoita,

että josj�x0j = jy0j, niin j�x1j = jy1j. Mitä voidaan sanoa luvuista
���y1y0 ��� tässä tapauksessa.

Ratkaisu:Olkoong(t) = f(x0 + tu) = (x0 + tu)TB(x0 + tu). Silloin g0(t) = 2uTB(x0 + tu)
ja kun ratkaistaan yhtälög0(t) = 0 saadaant = �uTBx0uTBu ;
ja x1 = x0 � uTBx0uTBu u:
Jos nytB = �� 00 1� x0 = (x0; y0)T ja u = �f 0(x0) = �2Bx0 = �2��x0y0 �, niinx1 = �x1y1� = �x0y0�� �2x20 + y20�3x20 + y20 ��x0y0 � = 0BB� y20 � �y20�3x20 + y20x0�3x20 � �2x20�3x20 + y20 y01CCA :
Jos lisäksij�x0j = jy0j niin j�x1jjy1j = jy20(1� �)�x0jj�2x20(�� 1)y0j = 1:
Tässä tapauksessa pätee myös����y1y0 ���� = j�2x20(�� 1)jj��2x20 + y20j = ����� � 1� + 1 ���� :
Jos joko� on hyvin iso tai� on hyvin pieni (mutta positiivinen), niin

���y1y0 ��� on melkein1, josta

seuraa, että tarvitaan hyvin monta askelta ennen kuinyn tulee 0:n läheisyyteen ja(0; 0) on
tietenkin funktionf minimikohta.

Integraalin derivointi

12. Oletetaan, ettäp ja f ovat jatkuvia funktioita. Laske funktiony(x) = R x0 e� R xt p(s)dsf(t)dt
derivaatta. Minkä differentiaaliyhtälön ratkaisu tämä funktioy on?
Ratkaisu:Integraalin derivoimissäännön nojalla päteey0(x) = e� R xx p(s) dsf(x) � 1 + Z x0 e� R xt p(s) ds(�p(x))f(t)dt= f(x)� p(x)Z x0 e� R xt p(s)dsf(t)dt = �p(x)y(x) + f(x):


