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Implisiittifunktiot

1. Kun z ratkaistaan yhtalostay + =?y?z + yz = 3 saadaan ratkaisuksiz, y) jolle patee
z(1,1) = 1. Maarita (implisiittista) derivaattaa kayttaerpapksimatiivinen ylaraja lausekkeelle
|z(x,y) — 1| kun tiedetaan, ettg: — 1| < 0.02jaly — 1] <0.01.
RatkaisuOlkoonf(z,y, z) = ay+a?y*z+yzjotenf(1,1,1) = 3. Jos nyt myog (1 + Az, 1+
Ay, 1+ Az) =3 niin

0=f(14+Ax,1+Ay, 1+ Az)— f(1,1,1)

R fl’(lv 17 1)A$ + fy(17 17 1)Ay + fz(lv 17 1)AZ
Nyt fo(z,y.2) = y + 22y°z, fy(2,y,2) = = + 22%yz + z ja f.(z,y,2) = 2%y* + y joten
f(1,1,1) =3, f,(1,1,1) =4ja f.(1,1,1) = 2. Yhtalosta saadaan
1
Arm————(f(1,1,1)A 1,1,1)Ay),

josta seuraa

1
/(1,1 1)] (

Az S (3-0.0244-0.01) = 0.05.

[N

(L, L Dl Az| + [ £,(1, 1, 1)]|Ay]) <

2. Robotin tasossa liikkuvan kasivarren toinen paa liklauorallay = « ja taman lisaksi
toista paata ohjataan saatamalla kasivarrerkdorini + j (eli suoran suuntavektorin) valista
kulmaa. Jos tietylla hetkella kasivarren vapaa paa on psstiée, 1) jolloin ¢ = —135° ja
taman paan nopeus(vektori) or- j niin milla nopeudella kasivarren toinen paa lilkkkuu?
RatkaisuJos kasivarren toinen paa on pisteggsa ) ja sen ja suorap = « valinen kulma on
—?jf niin toinen paa on pisteessa, 5) ja kasivarren pituus o. Nain ollen todetaan, etta jos
suorallay = « oleva paa on pisteess$a ¢) ja kulma ony niin toisen paan koordinaatit ovat

x =4cos(p+ T)+tjay = 4sin(e + 7) + t. Merkitdanu = (;) jav = (‘;) jolloin nama
yhtalot voidaan kirjoittaa muotoon

= (T ) 0= (0).

Olkootuy = (_53_7T> jave = (?) . Jos nytf,(ug, vo) on kaantyva matriisi niin implisiittifunk-
4
tiolauseen nojalla voidaan ratkaista muuttujanfunktiona, ainakin kunv — vg| on riittavan

pieni. (Tassa tapauksessa tama on asia, joka nakywankin.) Jos nyt on ajans funktio, eli
v = v(s) niin myosu tulee olemaan:n funkio ja saadaan yhtalo

f(u(s),v(s)) =0,
josta derivoimalla saadaan
fu(u(s), v(s)u'(s) + fo (u(s), v(s))V'(s) = 0.



Jos nytv(0) = vy jav/(0) = (_11> kuten oletettiin, niin @(0) = u, ja)

W(0) = —fy (0, Vo) " (ug, vo) (_11> .

Yksinkertainen lasku osioitaa, etta
(1 —4dsin(e+T) : (-1 0
= (] e e s = (500,
jolloin
. . _ 3¢ x -1 . . -1
w(0) = — 1 —4sin( 5 +7T4) 1 0 LY _ (1 —4 1
1 4dcos(—2 +I) 0 —1)\~1 1 0 —1
YA AW A
T4\l 1) \-1) T \-L)

Nain ollen?’(0) = —1 eli kasivarren toisen paan nopeus-ei— j.

3. Karttapaperi on kutistunut niin, etta koordinaattiaksglsuuntaisen suorakulmion pinta-
ala on pienentyny? % ja sen lavistajan pituus on pienentyniy®o. Arvioi (laskemalla deri-
vaatat implisiittisesti) paljonko paperi on kutistuntsakselin suunnassa ja paljonkeakselin
suunnassa kun suorakulmigrakselin suuntainen sivu on kaksi kertaa niin pitka kyrakselin
suuntainen sivu.

Ratkaisu:Olkoon suorakulmion sivut ja y (tietenkin niin, ettar-akselin suuntaisen sivun
pituus onz). Jos pinta-ala on ja lavistajab niin patee tietenkin

a=2xy,

b=+/2%4 y2

a

Jos merkitdax = (‘5) jau = (b

) , Niin nama yhtalot voidaan tietenkin kirjoittaa muoto

()0 ()

Jos meilla on ratkaistt ja u, niin haluamme selvittaa milla arvoilla Bz ja Au myods
x + Ax jau + Au toteuttavat yhtalon. Nain ollen

f(x,u)=0 ja f(x+ Ax,u+ Au)=0.
Lineaarisella approksimaatiolla saadaan silloin
0="f(x+ Ax,u+ Au) — f(x,u) =~ fx(x,u)Ax + fy(x,u)Au,
ja jos oletetaan, ettAu on tunnettu niin saadaan
Ax = —fy(g(u),u) 'fu(g(u),u)Au.

(Implisiittifunktiolause takaa, etta riittavan pidiai Au l0ytyy Ax olettaen, etta oletukset ovat
voimassa.)



Yksinkertaisella laskulla todetaan, etta

jolloin erikoisesti

Y —
o YAV e

fe(x,u

Aa

Jos nyt kirjoitetaam\u = ( Ab) jaAx = (ﬁi) niin saadaan
Ax = fy(x,u) ' Au
VTN G-l (A) [ s Aa = DA
A W= G N P NN

Oletuksen mukaana = —0,02a¢ = —0,022y ja Ab = —0,016 = —0,01/22 4 y? jolloin

A 1

7“' Sl (0,02 4% 4+ 0,01 - (2 + y%)) |
A 1

7?’ Sl (0,020 — 0,01 - (2% + %)) .

Koska oletettiin, ettg = 1u niin saadaan
Az 0,02 0015

x 3 3 T
A 0,02-4 0,01-5
O S — —0,01.
Y 3 3

4. Oletetaan, etta muuttujat vy, = ja u toteuttavat yhtalosysteemin
r—z+2u =3,
r+y+2z4u=2
dz H dz
Laske<8—y>z ja <8_y>u
RatkaisuNahentamalla jalkimmainen yhtalo kerrottuna Bala ensimmaisesta yhtalosta saa-
daan

—x—2y—>hz=-—1, eli z=-2y—>5z+1.

Tassar on muuttujieny ja = funktiona jolloin

O(y,2) _ (9 _
dy  \oy/). 7



Vastaavasti, kertomalla ensimmaista yhtaloa kdhdallaskemalla yhteen saadaan

. 1 5 8
3 bu =8, eli =——y— = —.
x4y +ou ) x 3y 3u—l—3

Tassar on muuttujieny ja v funktiona jolloin

July,u) _ (O _ 1
dy  \ Oy u_ 3

5. Koysi on kiinnitetty pisteisiin(0,0) ja («, b) ja kdyden keskipisteeseen on kiinnitetty kap-
pale, jonka paino on paljon suurempi kuin kdyden paino kéyslen pituus o2 ja kappaleen
koordinaatit ovatz, y) niin

1’2 _I_ y2 — LQ7
(a— )+ (b—y)* = L*.
Josl =5,a="Tjab= —1niinz = 3jay = —4. Arvioi, implisiittista derivointia kayttaen,

mihin pisteeseen kappale siirtyy jos toinen kiinnityspisiirretaan pisteesta, —1) pisteeseen
(6.9, —0.8).

RatkaisuMerkitaanx = (‘;) ,u = (Z) ja

f(x,u) = ((a _ :1;:1; i 3(JZ _ yL; _ L2> ’

0.2
f(x + Ax,u + Au) = 0. Lineaarisella approksimaatiolla saadaan

0="f(x+ Ax,u+ Au) — f(x,u) =~ fx(x,u)Ax + fy(x,u)Au,
eli Ax on yhtalosysteemin

jolloin pateef(x,u) = 0. Jos nytu = (_71> jaAu = ( ) on loydettava\x siten, etta

fx(g(u)v U)AX ~ _fu(g(u)v u)Au,
ratkisu. Tassa tapauksessa

woew = (Lot apy) I mew= (" w0 y)

Sijoittamalla arvot saadaan

GG~ ) e ()G
(52 ()= )G - ()

Ratkaisuksi tulee silloin, kun yhtalosysteemia raskaan esim. laskemalla kaanteismatriisia
(mika ainakin suurempien yhtalosysteemien kohdalldwono idea)

Ar\ 1 —6 8\ /0 _ 1 (32) _ [0.032
Ay~ 3664\ 8 6/\04/) " 100 \2.4) ~ \0.024



Nain ollen kappale sijaitsee suunnilleen piste¢3<i, —3.98).

Aariarvot

6. Hae funktionf(z,y) = 22% + y* + l,;—y paikalliset aariarvot.
Ratkaisul asketaan funktion derivaatan eli gradientin nollakohdaaadaan

2
ZAY =4 _—:07
fol,y) = 4 pEm
folz,y) =2 "
y$7y— y x2y2_7

josta seuraa, etta
20ty =1 ja 22%y° =1,

1 21’2 _1 d _ 1 . o 1
o7 a4y = 1 josta saa aam_i?ﬂjay =5

Lasketaan funktiorf toinen derivaatta jolloin saadaan

Fay) = (fm(%y) fxy(xay)> _ ((4 T w )

joteny =

fxy(xvy) fyy(xvy) W 2+x22y3
Nyt
. (LL) _ (16 4) @ <_LL> _ (16 _4>‘
V2 V2 46 V2 V2 —4 6
Molemmissa tapauksissa matriisin determinantti @ — 16 = 80 > 0 ja koska

lavistajaelementit ovat positiiviset niin molemmat io@isarvot ovat positiiviset ja kyseessa
on minimipiste.

7. Maarita funktionf, f(xz,y) = «* + 2y — y?, suurin ja pienin arvo joukossa
A={(z,y) eR* [42® +y* <4},

Kun tarkastellaan joukod reunad (z,y) € R? | 422+y? = 4 } kannattaa esimerkiksi sijoittaa
x = cos(t), y = 2sin(t) jolloin ¢ € [0, 27].

Ratkaisul asketaan ensin funktion kriittiset pisteet, eli derizamnollakohdat:
folz,y) =22 +y =0,

1
fy(xvy) =T — 59 =0,

josta saadaan = y = (. Tassa tehtavassa ei ole tarpeen selvittaa onkid tdaikallinen
maksimi- vai minimikohta, mutta helpostihan voitaisiirodtaa, etta se onkin satulapiste.



Taman jalkeen haetaan mahdolliset aariarvopiseatalla ja sijoitetaan vihjeen mukai-
sestiz = cos(t) jay = 2sin(¢) jolloin siis saadaan kaikki reunapisteet kur [0, 27]. Mer-
kitaan

g(t) = f(cos(t),2sin(t)) = cos(t)® + 2 cos(t) sin(t) — sin(t)* = cos(2t) + sin(2¢).
Maaritetaary:n derivaatan nollakohdat ja saadaan
g'(t) = —2sin(2t) + 2 cos(2t) = 0,
josta seuraa, ettéan(2¢) = 1 joten2t = Z tai2t = Fjat = I tait = L. (Koska mybs
2t = T4 27 ja2t = 2F 4 27niin saadaan myos = I + 7 jat = 3L + & mutta funktion
arvot ovat kuitenkin silloin samat.) Naissa pisteigsa ja siten f:n arvot ovat% =2 ja

—V/2. (Koskag on jaksollinen ei tarvitse tarkistaa arvot valin 2x] paatepisteissa.) Koska
£(0,0) = 0 niin paatellaan, etta suurin arvo @f2 ja pienin—/2.

8. Hae funktionf(z,y) = xy(1 — « — y) suurin ja pienin arvo kolmiossa, jonka karkipisteet
ovat(0,0), (1,0) ja(1,2).
Ratkaisul asketaan ensin funktion kriittiset pisteet eli gradiamtollakohdat:
folz,y)=y(l —2—y) —ay =0,
folz,y) =a(l —a—y)—ay =0.

Josy = 0 niin ensimmainen yhtald on voimassa ja toisesta seetéd; (1 — z) = 0eliz =0
tai x = 1. Vastaavasti, jos = 0 niny = Otaiy = 1. Josz # 0 jay # 0 niin saadaan
yhtalosysteemi

l—2z—y—2=0,
l—2z—y—y=0,

josta saadaan ratkaisuksi Cramerin saannolla

11

1 2 1 11 1
rT = — = — y:—:—

2 1 3 2 1 3

1 2 1 2

Kriittiset pisteet ovat siig%, 1), (0,0), (0,1) ja (1,0) ja naista ainoastaaft, ) on joukon
{(z,y) |0 <2 <1, 0<y <2} sisapiste, pisteéd, 0) ja (0, 1) ovat sen reunalla jeo, 1)
sen ulkopuolella.

Haetaan seuraavaksi ne reunapisteet, joissa mahdoltiaastitetaan suurin tai pienin ar-
vo. Tarkastellaan ensin janaa pisted$td)) pisteeseeril,0) jollay = 0ja0 < « < 1. Talla
janalla funktion arvot ovat identtisestijoten suurin ja pienin arvo saavutetaan esim. pisteessa
(0,0). Janalla pisteestdl,0) pisteeseeril,2) pateex = 1 ja0 < y < 2 joten on tarkastel-
tava funktiotag(y) = f(1,y) = y(—y) = —y*. Taman funktion suurin arvo saavutetaan kun
y = 0 ja pienin kuny = 2, joten mahdolliset (globaalit) &ariarvopisteet ovat0) ja (1, 2).



Tarkastellaan lopuksi janaa pisteeda) pisteeseeiil,2) jolla 1 < z < 1 jay = 2x. On siis
tarkasteltava funktiota

h(z) = f(x,22) = 22*(1 — x — 22) = 22° — 62°.

Taman funktion derivaatan nollakohdat saadaan ybtald(z) = 4z — 18z* = 0 josta seuraa,
ettaz = 0 tai z = 2. Suurin ja pienin arvo talla janalla saavutetaan siisegissg0, 0), (2, 3)

tai pisteessdl, 2). Seuraavaksi lasketaan funktion arvot nain saaduisszigsa:

11 1
f(?§>—§?

f(0,0) =0,
f(1,0) =0,
f(1,2) = —4,

2 4 8
f(@§>—§ﬁ'

Tasta voidaan paatella, etta suurin agycsaavutetaan pisteesss ) ja pienin—4 pisteessa
(1,2).

Lineaarinen optimointi

9. Ratkaise graafisesti seuraava lineaarinen optimointipeoia:
max{q = x1 4+ 3y | 21,22 > 0, —x1 + 22 <1, 209 4+ 325 < 12, 42y + 22 < 20 }.

(Eli piirra joukko, jonka pisteet toteuttavat rajoitusiet, piirra suora:, +x, = c eric:n arvoilla
ja valitse sitterr mahdollisimman suureksi niin, etta suoralta + 3, = ¢ loytyy piste, joka

toteuttaa rajoitusehdot.)



Ratkaisu:

Suurin arvo saavutetaan siis suorien; + x5 = 1 ja 2z, + 3z, = 12 leikkauspisteessa, joka

on (2. 14),




