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Tangenttitaso

1. Paraboloidin muotoisen peilin pinnan yhtälö onz = ax2 + ay2. Pisteeseen(x0; y0; z0) ,
missäz0 = ax20 + ay20, tulee vektorin�k suuntainen valonsäde. Käyttäen kaavaau � 2 u�njnj2n,
laske minkäz-akselin pisteen läpi heijastunut valonsäde kulkee.

Ratkaisu:Lasketaan ensin pinnan normaali ja kirjoitetaan yhtälö muotoonf(x; y; z) = �ax2�ay2 + z. Normaali on silloin funktionf gradientti elin = f 0(x0; y0; z0) = fx(x0; y0; z0)i +fy(x0; y0; z0)j+ fz(x0; y0; z0)k = �2ax0i� 2by0j+ k. Heijastuneen valonsäteen suunta laske-
taan siis kaavasta v = u� 2u � njnj2 n
missäu on sisääntulevan valonsäteen suunta,v on heijastuneen säteen suunta jan on normaalin
suunta. Tässä tapauksessa saadaanv = �k� 2 �14a2x20 + 4a2y20 + 1(�2ax0i� 2ay0j+ k):
Heijastuneen valonsäteen yhtälö onx0i+y0j+z0k+tv. Tämä suora leikkaayz-tasoa pisteessä,
missäi-komponentti on0 eli tässä tapauksessa kunt = x04ax04a2x20+4a2y20+1 = 4a2x20 + 4a2y20 + 14a ;
ja vastaavasti se leikkaaxz-tasoa pisteessä, missäj-komponentti on0 eli kunt = y04ay04a2x20+4a2y20+1 = 4a2x20 + 4a2y20 + 14a :
Koska molemmissa tapauksissa saatiin sama arvot:lle, niin suora kulkeez-akselin läpi. Tämän
pisteenz-koordinaatti on näin ollenax20 + ay20 + 4a2x20 + 4a2y20 + 14a ��1 + 24a2x20 + 4a2y20 + 1�= ax20 + ay20 � ax20 � ay20 � 14a + 24a = 14a:

Lineaarinen approksimointi

2. Laske approksimaatio luvulle r5:01� 3:975:01 + 3:97
käyttäen derivaattaa.
Ratkaisu:Ensimmäinen approksimaatio, käyttämättä derivaattoja onr5:01 � 3:975:01 + 3:97 �r5� 45 + 4 =r19 = 13 :



Jos tätä approksimaatiota haluaa parantaa, kirjoitetaanf(x; y) =rx� yx+ y ;
jolloin f(5; 4) = 13 ja on laskettavaf(5 + 0:01; 4 � 0:03). Lineaarisella approksimaatiolla
saadaan f(x+�x; y +�y) � f(x; y) + fx(x; y)�x+ fy(x; y)�y:
Tässä tapauksessa fx(x; y) = 12 1qx�yx+y � 1x+ y � x� y(x+ y)2� ;fy(x; y) = 12 1qx�yx+y �� 1x+ y � x� y(x+ y)2� ;
joten fx(5; 4) = 12 1q5�45+4 � 15 + 4 � 5� 4(5 + 4)2� = 427 ;fy(5; 4) = 12 1q5�45+4 �� 15 + 4 � 5 � 4(5 + 4)2� = � 527 ;
Koska nyt�x = 0:01 ja�y = �0:03 saadaanf(5:01; 3:97) = f(5 + 0:01; 4 + (�0:03)) � f(5; 4) + fx(5; 4) � 0:01 + fy(5; 4) � (�0:03)= 13 + 427 � 0:01 � 527 � (�0:03) = 13 + 1927 � 100 � 0:34037 � 0:34;
kun tarkka arvo on noin0:34031297
3. Kolme vastusta kytketään rinnakkain, jolloin niiden yhteinen vastusR on 1R = 1R1+ 1R2+ 1R2 .
Mittaamalla on todettu, ettäR1 = 6
, R2 = 8
 ja R3 = 12
 ja mittaustarkkuus on0:5%.
Arvioi derivaatan avulla mikä onR:n suhteellinen virhe näillä mitatuilla arvoilla laskettuna.

Ratkaisu:Merkitäänf(x; y; z) = ( 1x + 1y + 1z )�1 jolloin siis R = f(R1; R2; R3). Ketjusäännön
nojallafx(x; y; z) = 1x2f(x; y; z)2; fy(x; y; z) = 1y2f(x; y; z)2; fz(x; y; z) = 1z2f(x; y; z)2:
Lineaarisella approksimoinnilla nähdään, ettäf(x+�x; y +�y; z +�z)� f(x; y; z) � fx(x; y; z)�x+ fy(x; y; z)�y+ fz(x; y; z)�z:



Tästä saadaan ylärajaR:n suhteelliselle virheelle:�����RR ���� = ����f(x+�x; y +�y; z +�z)� f(x; y; z)f(x; y; z) ����� ����fx(x; y; z)f(x; y; z) �x����+ ����fy(x; y; z)f(x; y; z) �y����+ ����fz(x; y; z)f(x; y; z) �z���� :
Jos tähän sijoitetaanfx:n, fy:n ja fz:n lausekkeet niin saadaan�����RR ���� � R� 1R1 j�R1jR1 + 1R2 j�R2jR2 + 1R3 j�R3jR3 � :
Koska suhteelliset virheetj�RjRj j � 0:5100 ja koska1R = 1R1 + 1R2 + 1R3 , niin nähdään, että�����RR ���� � 0:005:
Suhteellinen virhe on siis korkeintaan suunnilleen0:5 %.

4. Halutaan laskeag kaavastag = L4�2T 2 . Oletetaan, että� tunnetaan2 desimaalin tarkkuudella
ja että virheT :n arvossa on korkeintaan0;1%. Arvioi derivaatan avulla miten tarkastiL on
mittattava, jottag:n suhteellinen virhe olisi korkeintaan0;5%.

Ratkaisu:Merkitään f(x; y; z) = 4xy2z2 ;
jolloin siis g = f(L; �; T ). Nyt fx(x; y; z) = 4y2z2 ;fy(x; y; z) = 8xyz2 ;fz(x; y; z) = �8xy2z3 :
Lineaarisella approksimaatiolla saadaanf(L+�L; � +��; T +�T )� f(L; �; T )� fx(L; �; T )�L+ fy(L; �; T )��+ fz(L; �; T )�T;
jolloin siis�����gg ���� = ����f(L +�L; � +��; T +�T )� f(L; �; T )f(L; �; T ) ����/ ����Lfx(L; �; T )f(L; �; T ) ���� �����LL ����+ �����fy(L; �; T )f(L; �; T ) ���� ������� ����+ ����Tfz(L; �; T )f(L; �; T ) ���� �����TT ����= �����LL ����+ 2 ������� ����+ 2 �����TT ����



Oletuksen mukaanj�TT j � 0:001 ja j��� j � 0:0053:14 � 0:0016. Jos nyt halutaan, ettäj�gg j � 0:005
niin ilmeisesti riittää että �����LL ����+ 2 � 0:0016 + 2 � 0:001 � 0:005
mutta silloinj�LL j � �0:0002 eli tämä ei onnistu. Jos sen sijaan vaatimus olisi, ettäg:n suhteel-
linen virhe olisi korkeintaan0;6% niin saataisiin�����LL ����+ 2 � 0:0016 + 2 � 0:001 � 0:006
joka on yhtäpitävä ehdon

���LL �� � 0:0008 kanssa, eli tässä tapauksessa riittää (suunnilleen),ettäL:n suhteellinen virhe on itseisarvoltaan korkeintaan0:08%.

5. Erään kemiallisen prosessin säätöön käytettin kaksi parametriäx ja y ja sivutuotteena saa-
tiin tietty haittallinen aine. Kunx suurennettiin jay vähennettiin saman verran niin sivutuotteen
määrä pieneni2 %, mutta kun ainoastaanx vähennettin (yhtä paljon kun se suurennettiin edel-
lisessä kokeessa) niin sivutuotteen määrä kasvoi3 %. Miten parametritx ja y olisi muutettava
jotta sivutuotteen määrä saataisiin pienenemään mahdollisimman paljon?

Ratkaisu:Olkoon sivutuotteen määrä prosessissaf(x; y). Olkoonh parametrien arvoissa tehty-
jen muutosten itseisarvo. Oletusten mukaanf(x+ h; y � h)� f(x; y) = � 2100f(x; y);f(x� h; y)� f(x; y) = 3100f(x; y):
Koskaf(x+h; y�h)�f(x; y) � fx(x; y)h�fy(x; y)h ja f(x�h; y)�f(x; y) � �fx(x; y)h
niin saadaan yhtälösysteemi fx(x; y)� fy(x; y) � �2a;�fx(x; y) � 3a;
missä siisa = f(x;y)100h > 0. Tästä saadaan helpostifx(x; y) � �3a ja fy(x; y) � �a. Funktion
gradientti on siis� �3ai � aj. Jos halutaan pienentääf :n arvoja on siis siirryttävä gradientin
vastakkaiseen suuntaan, eli suuntaan3ai + aj, eli parametriäx on suurennettava kolme kertaa
niin paljon kuin parametriäy.

Newtonin menetelmä

6. Miten Newtonin menetelmällä voidaan likimääräisesti ratkaista yhtälösysteemix3y�xy2 =�2, x+ y + xy = 5. Laske yksi iteraatioaskel alkuarvollax0 = 1, y0 = 1.
Ratkaisu:Jos merkitään x = �xy� ja f(x) = � x3y � xy2 + 2x+ y + xy � 5� ;
niin on löydettävä yhtälönf(x) = 0 ratkaisu. Newtonin menetelmän mukaisesti lasketaanxn+1 = xn � f 0(xn)�1f(xn);



kunn = 0; 1; 2; : : : ja x0 on annettu. Tässä tapauksessaf 0(x) = �3x2y � y2 x3 � 2xy1 + y 1 + x �
joten josx0 = �11� niin lasketaanf ��11�� = � 2�2� ja f 0��11�� = �2 �12 2 � ;
ja saadaanx1 = �11���2 �12 2 ��1� 2�2� = �11�� 16 � 2 1�2 2�� 2�2� = �2373� :
Jos jatketaan saadaanx2 = �1:1790262171:575280899� x3= �0:98240359381:985901884 �x4 = �1:0002781491:99970619 � x5 = �1:0000000521:999999881�
7. Esitä miten Newtonin menetelmällä voidaan approksimatiivisesti ratkaista yhtälösysteemix2y + x+ y = 2;x+ y2 = 3;
ja laske vähintään yksi kierros alkuarvoillax0 = 1, y0 = 1.
Ratkaisu:Merkitään f(x) = �x2y + x+ y � 2x+ y2 � 3 � ; x = �xy� ;
jolloin f 0(x) = �2xy + 1 x2 + 11 2y � :
Nyt on laskettava xn+1 = xn � f 0(xn)�1f(xn);
ja saadaan x1 = �11���3 21 2��1� 1�1�= �11��� 12 �12�14 34 �� 1�1� = �02� :



Jos jatketaan saadaan x2 = �0:333331:6667 � x3= �0:222221:6667 �x4 = �0:247721:659 � x5= �0:240471:6612 �x6 = �0:242441:6606 � x7 = �0:24191:6608�x8 = �0:242041:6607 � x9 = � 0:2421:6607�
8. Tarkastellaan yhtälösysteemiäx2 + y2 = 2, xy = 1. Tarkista, ettäx = 1, y = 1 jax = �1, y = �1 ovat ratkaisuja. Mitä vaikeuksia saattaa syntyä jos yht¨alösysteemiin ratkaisuun
käytetään Newtonin menetelmää?

Ratkaisu:Jos merkitäänf1(x; y) = x2+ y2 � 2 ja f2 = xy� 1 niin f1(1; 1) = f1(�1;�1) = 0
ja f2(1; 1) = f2(�1;�1) = 0 jotenx = 1, y = 1 ja x = �1, y = �1 ovat ratkaisuja. Josf ��xy�� = �x2 + y2 � 1xy � 1 � ;
niin f 0��xy�� = �2x 2yy x� ;
ja tämän matriisin determinantti on2x2�2y2 josta seuraa, että se on0 kunx = �y. Tästä seuraa,
ettäf 0 ei ole kääntyvä kunx = �y. Tästä syystä menetelmä ei toimi lainkaan jos alkupiste on
valittu huonosti, tai jos se toimii se todennäköisesti suppeenee hitaasti.

Esimerkiksi jos valitaanx0 = �21� ja lasketaanxn+1 = xn � f 0(xn)�1f(xn);
niin saadaan x1 = � 1:33330:83333� x2= � 1:12820:87821� x3 = � 1:06250:93751�x4 = � 1:03130:96875� x5= � 1:01560:98437� x6 = � 1:00780:99219�x7 = � 1:00390:99609� x8= � 1:0020:99805� x9 = � 1:0010:99902�x10 = � 1:00050:99951�


