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Tangenttitaso

1. Paraboloidin muotoisen peilin pinnan yhtald en= az? + ay?®. Pisteeseelxo, yo, 20) ,
missaz, = ax? + ays, tulee vektorin—k suuntainen valonsade. Kayttaen kaauaa 255,
laske mink&-akselin pisteen lapi heijastunut valonsade kulkee.

Ratkaisul asketaan ensin pinnan normaali ja kirjoitetaan yhtalibtoonf(z, y, z) = —az? —

ay* + z. Normaali on silloin funktionf gradientti elin = f'(xo, yo, 20) = fz(%0,%0,20)1 +
fy(@0, Yo, 20)] + f2(0, Yo, 20)k = —2axoi — 2byoj + k. Heijastuneen valonsateen suunta laske-
taan siis kaavasta

missau on sisaantulevan valonsateen suuntan heijastuneen sateen suunta jgn normaalin
suunta. Tassa tapauksessa saadaan

—1
2
4@2:1;(2) + 4a2y3 +1
Heijastuneen valonsateen yhtaloam+ yoj + zok + tv. Tama suora leikkag: -tasoa pisteessa,
missai-komponentti ord eli tassa tapauksessa kun

v=-k—

(—2axol — 2ayoj + k).

o 4@2:1;(2) + 4a2y3 +1
t= daxg = 4@ ?
4a2x3—|—4a2y8—|—1
ja vastaavasti se leikkaa -tasoa pisteessa, missomponentti ord eli kun
Yo 4atxl + 4a*yd + 1
t= v = » .
4a2x3—|—4a2y8—|—1

Koska molemmissa tapauksissa saatiin samadtalteoniin suora kulkee-akselin 1api. Taman
pisteenz-koordinaatti on nain ollen

4@2:1;(2) + 4a2y3 +1 2
4da 4a?zd + da?y? + 1

awg + ayg +

2 2 2 2 —
—axo—l—ayo—axo—ayo——a—l————.

Lineaarinen approksimointi

/5.01 — 3.97
5.01 4+ 3.97
kayttaen derivaattaa.

RatkaisuEnsimmainen approksimaatio, kayttamatta derivgatin

\/5.01—3.97N\/5—4_ 11
5004+397 " V544 V93

2. Laske approksimaatio luvulle




Jos tata approksimaatiota haluaa parantaa, kirjoitetaa

_ /[t~y
f(xvy)_ x_l_yv

jolloin f(5,4) = % ja on laskettavaf(5 + 0.01,4 — 0.03). Lineaarisella approksimaatiolla
saadaan

[+ Az,y+ Ay) & f(z,y) + folz, y)Ax + fy(z,y)Ay.
Tassa tapauksessa

1 1 1 T —y
fx(xvy)_§ oy <$+y ($+y)2>7
r+y
1 1 1 T —y
fy(l'yy)—§ oy <_$—|-y ($+y)2>7
z+y
joten
1 1 5—4 4
(D,4) = = = —,
Ja(5:4) 2/ <5+4 5+4)> 27
1 1 5—4 )
1) = = - _ =
J(5:4) 2 /_4< 54+4 5+4)2> 27’

Koska nytAz = 0.01 ja Ay = —0.03 saadaan

f(5.01,3.97) = f(5+0.01,4 + (—0.03)) ~ f(5,4) + f.(5,4)-0.01 4+ f,(5,4) - (—0.03)
1 4 5 1 19

= -+ — 1 — — ~ 0.34037 ~ 0.34

3+27 0.0 27 (=0.03) = 3+27-100 ’

kun tarkka arvo on noifi.34031297

3. Kolme vastusta kytketaan rinnakkain, jolloin niidenginien vastust on i = -+ -+ 5--
Mittaamalla on todettu, ett&;, = 69, R, = 80 ja Rs = 120 ja mittaustarkkuus of.5%.
Arvioi derivaatan avulla mika o®:n suhteellinen virhe nailla mitatuilla arvoilla lasketa.

RatkaisuMerkitaanf(z,y,z) = (L + i + 1)7!jolloin siis R = f(R1, R, Rs). Ketjusaannon
nojalla

1 1 1
fx(xvyvz):;f(xvyvz)zv fy(xvyvz): ?f(x,y,z)Q, fz(xvyvz): ;f(l’,y,Z)Q.
Lineaarisella approksimoinnilla nahdaan, etta
fle+Ax,y + Ay, 2+ Az) — f(2,y,2) = oz, y,2)Ax + [y (2,9, 2) Ay + fo(2,y, 2)Az.



Tasta saadaan ylarajan suhteelliselle virheelle:
‘AR‘ _ ‘f(l‘ +Ar,y+ Ay, 2+ Az) — f(z,y.2)

flz,y,2)
folz,y, 2) . fylz,y, 2) f(z,y,2) B
) ) T Fow ) S T Ty )

Jos tahan sijoitetaaﬂ:n fy:nja f.:n lausekkeet niin saadaan

1 |AR,| +L|ARQI 1 [AR;|
R R Ry, R, Ry Ry /°

Koska suhteelliset V|rhe¢#| < To5 jakoskag = - + 7= + 7, niin nahdaan, etta

AR
R

Suhteellinen virhe on siis korkeintaan suunnill&en%.

< 0.005.

4. Halutaan laskea kaavasta = L‘” . Oletetaan, etta tunnetaarz desimaalin tarkkuudella
ja etta virheT:n arvossa on korkelntaam% Arvioi derivaatan avulla miten tarkasti on
mittattava, jottay:n suhteellinen virhe olisi korkeintadin%.

RatkaisuMerkitaan
4ay?
f(l’,y,Z) = 22 2
jolloinsiisg = f(L,n,T). Nyt
4y?
fx(xvyvz) = 2—27
Sy
fy(xvyvz) = T 9
z
8y’
fz(xvyvz) = - 53 .

Lineaarisella approksimaatiolla saadaan

f(IL+AL 7+ Axn, T+ AT)— f(L,x,T)
N fo(Lom, TYAL + (L w, T)Ax + f.(L, 7, T)AT,

jolloin siis
Ag f(L+ AL, W-+ASW TV+ZST) f(L,=,T)
‘_:‘ 7. 1)
Lﬁ,LW Wﬂ/L7rT) A7 Tf.(L,x,T)||AT
f(L,7,T H “m‘? f(Ly. T H ‘
AL

L

2AT
T




Oletuksen mukaaffl| < 0.001 ja [2%| < 2% ~ (.0016. Jos nyt halutaan, etté%gﬁ| < 0.005
niin ilmeisesti riittaa etta

AL
‘T‘ +2-0.0016 +2-0.001 < 0.005

mutta silloin| 2| < —0.0002 eli tama ei onnistu. Jos sen sijaan vaatimus olisi, ttsuhteel-
linen virhe olisi korkeintaaf,6% niin saataisiin

L
+2-0.0016 +2-0.001 < 0.006

joka on yhtapitava ehdo\ﬁ*L—L\ < 0.0008 kanssa, eli tassa tapauksessa riittaa (suunnilleés),
L:n suhteellinen virhe on itseisarvoltaan korkeinta@s%.

5. Eraan kemiallisen prosessin saatdoon kaytettirskpirametria ja y ja sivutuotteena saa-
tiin tietty haittallinen aine. Kun: suurennettiin ja vahennettiin saman verran niin sivutuotteen
maara pienerit %, mutta kun ainoastaanvahennettin (yhta paljon kun se suurennettiin edel-
lisessa kokeessa) niin sivutuotteen maara ka$wi Miten parametrit: ja y olisi muutettava
jotta sivutuotteen maara saataisiin pienenemaardoibdimman paljon?

RatkaisuOlkoon sivutuotteen maara prosessigsa y). Olkoon/ parametrien arvoissa tehty-
jen muutosten itseisarvo. Oletusten mukaan
f(l"|‘h,y _h) _f(xvy) = _% (xvy)v
f(l‘ - hvy) - f(xvy) = %f(xvy)

Koskaf(z+h,y —h)— f(z,y) = folz,y)h— fy(z,y)hja flx —h,y) — f(z,y) = = fulz,y)h
niin saadaan yhtalosysteemi

fl’(xvy) - fy(xvy) ~ —2@,

_fl’(xv y) ~ 3@,

missa siise = 224 . Tasta saadaan helpogti(+,y) ~ —3a ja f,(z,y) ~ —a. Funktion
gradientti on siist —3ai — «j. JOs halutaan pienentd2n arvoja on siis siirryttava gradientin
vastakkaiseen suuntaan, eli suuntaain+ «j, eli parametria: on suurennettava kolme kertaa

niin paljon kuin parametrig.

Newtonin menetelma

6. Miten Newtonin menetelmalla voidaan likimaaraisestkaista yhtalosysteemiy —zy* =
—2,x +y + vy = 5. Laske yksi iteraatioaskel alkuarvolla = 1, iy, = 1.

Ratkaisu:Jos merkitaan

R A PPy —ayt+2

niin on dydettava yhtalofi(x) = 0 ratkaisu. Newtonin menetelman mukaisesti lasketaan

Xn4+1 = Xp — f/(Xn)_lf(Xn)7



kunn =0,1,2,... jaxe on annettu. Tassa tapauksessa
y 32ty —y* 2 —2ay
Fx) = ( 14y 14+ a

> niin lasketaan

| ((())-(2) e ()G )
a= ()6 2) ()04 D)

Jos jatketaan saadaan

_(1.179026217 _{0.9824035938
27\ 1.575280899 37\ 1.985901884

1.000278149 _{1.000000052
1.99970619 > 7 11.999999881

. . 1
joten josx, = (1

TN
IR
N~

X4 =

7. Esita miten Newtonin menetelmalla voidaan approksiniaésti ratkaista yhtalosysteemi
y+a+y=2,
T+ y2 =3,
ja laske vahintaan yksi kierros alkuarvoiltg = 1, 4o = 1.

x? +z+y—2 z
o0 = (1) == ().
20y + 1 |
f’ = .
o= (P

Xn4+1 = Xp — f/(Xn)_lf(Xn)7

()= (2 (4)
(- 9 )-6)

RatkaisuMerkitaan

jolloin

Nyt on laskettava

ja saadaan



Jos jatketaan saadaan

0.33333
1.6667

0.22222
X357\ 16667

o
(O 24772
=

0.24047
5=\ 1.6612

)
)
)
)

0.24244 0.2419
1.6606 X7 1.6608
0.24204 (0242
X =1 16607 /] 7 \1.6607

8. Tarkastellaan yhtalosysteemid + y* = 2, xy = 1. Tarkista, ettaw = 1,y = 1 ja
x = —1,y = —1 ovat ratkaisuja. Mita vaikeuksia saattaa syntya joalgisysteemiin ratkaisuun
kaytetaan Newtonin menetelmaa?
RatkaisuJos merkitaarf(z,y) = 2% + y* —
jafa(1,1)

2]af2 = Iy — 1 niin fl(l, 1) == fl(—l, —1) =0
= fa(=1,—-1) =0jotenz = 1,y = 1 jax = —1,y = —1 ovat ratkaisuja. Jos

()= (0,
r(() =0 %),

jataman matriisin determinantti @a? —2y? josta seuraa, etta se 6lkunz = +y. Tasta seuraa,

ettaf’ ei ole kdantyva kun: = +y. Tasta syysta menetelma ei toimi lainkaan jos alkepast
valittu huonosti, tai jos se toimii se todennakoisesfifgeenee hitaasti.

niin

Esimerkiksi jos valitaax, = G) ja lasketaan

— f'(x0) T (x0),

[ 1.0625
3700.93751

Xn+1 = Xp
1.3333 1.1282
0.83333 %27 1 0.87821

1.0313 1.0156 ~/1.0078

0.96875 ) 57 10.98437/) ¢ 7 10.99219

1.0039 1.002 [/ 1.001

0.99609 0.99805 ) 9~ 10.99902

niin saadaan

"

1.0005
0.99951




