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Osittaisderivaatat ja -yhtalot

1. Tarkista, etta funktioh(z,t) = #ﬁe—g on osittaisdifferentiaaliyhtalon, (z,t) =
uz(x,t) ratkaisu kunt > 0 ja « € R. Voidaankoh maaritella kunt = 0 siten, ettah on
jatkuva joukossa

@{t,x)|xeR",t>0},

(b) {(t,x) | x e Rt >0,t+|x| >0},

Ratkaisufunktio on jatkuva kurt > 0 jaz € R koska funktiot! — ﬁ (t,2) — —< ovat
silloin jatkuvia samoin kuin eksponenttifunktio. Kun 0 niin

1 e
e i =0,

lim
tl0 /47t
koskalim,_.., /7€ "" = 0 jos 3 > 0 ja voidaan ottaa = tiap = % Tasta voidaan myos
paatella, etta jos, # 0 niin
1 22
lim e« =0,

(t2)—=(0,m0) \/47t

t>0
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4t

(esim. niin, etta todetaan, etta kyh =) on riittavan lahella(0,x,) niin 0 < —— <

v

Vi?e—ms—? — 0 kunt | 0). Nain ollen saadaan jatkuva funktio joukods@,z) | = € R, ¢
0,t 4+ |x| > 0} kun maaritellaam(0,2) = 0. Mutta joukkoon{ (¢,z) | « € R,t > 0}

ei ole mahdollista saada jatkuvaa funktiota koska, .o 2(0,2) = lim,—c0 = 0 mutta
limyjo A(£,0) = limyg ﬁ = +o0.

Derivaatta

2. Olkoon B d x d-matriisi. Maarita funktiony(x) = x' Bx (x € R?) derivaatta eli gradientti.
Mika on vastaus jo$? on symmetrinen? Voit joko kayttaa derivaatan matmés, ja kayttaa
matriisimerkintoja, tai sitten esittg&(x) summana, missa esiintg/.n komponentit:; ja B:n
elementitB(z, j) = b, ; ja laskea osittaisderivaatat.

RatkaisuKoskaf(x+h)— f(x) ~ f'(x)h voidaan ehka saada jonkinlainen kasitys siita, milta
1'(x) nayttaa laskemalla ensin
f(x+h)— f(x)=(x+h)"B(x+h)—x"Bx
=x'Bx+h'"Bx+x"Bh+h"Bh—x"Bx =x'B"h+x"Bh +h"Bh
= x'(B" 4+ B)h + h'Bh.
Taman perusteella arvataan, eftax) = x"(B + BT) ja se tarkistetaan laskemalla
[fx+h) - f(><|)h - x'(B+Bh| _ |h|Tf|h| .




kunh — 0 eli |h| — 0 koska|lh"Bh| < C'|h|* missaC on tietty B:sta riippuva vakio. Nain
ollen on todettu, ettd’(x) = x'(B + BT). JosB on symmetrinen niinf’(x) = 2x' B.
Toisella tavalla: Kirjoitetaanf(x) = f(wy,os,...,24) = S >0 bija; =

S S by Silloin

d

d d
Dif = for, = Z b jx; + Z b gy = Z 2i(bi g + i),

=1

jatama on sama tulos kuin edella.

3. Osoita, etta jog : R* — R on jatkuvasti derivoituva j@ > 0 niin on olemassa vakio
(' < oo siten, etta

[f(x) = fI < Clx—yl, kun |z, [y] < p.

RatkaisuKoskaf on jatkuvasti derivoituva, niihf’| on jatkuva funktio ja koskax | |x| < p }
on suljettu ja rajoitettu joukko niin 10ytyy lukd’ siten, ettd f'(x)| < C kun |x| < p. Jos
nyt x ja y ovat sellaisia, ettéx| < pja |y| < p niin maaritellaan funktigy kaavallag(t) =
f((1 —t)x + ty). Silloin g on derivoituva reaaliarvoinen funktio ja valiarvolausemjalla

9(1) = 9(0) = ¢'(to)(1 = 0),
missér, € (0,1). Ketjusaannon nojalla
g'(to) = f1((1 = to)x + Loy )(y — ),
joten
1f(y) = FI) = 19(1) = g(O)] < [F((1 = to)x + toy)lly — x| < Cly — x|,

koska|(1 — to)x + toy)| < (1 —to)|x| + to]y| < p. Nain ollen vaite on voimassa.

Ketjusaanto

4. Funktio v toteuttaa Laplacen yhtalon,., + v, = 0. Maaritellaan funktiou siten, etta
u(r,8) = v(rcos(f),rsin(8)) (eli v onv kayttaen napakoordinaatteja). Osoita laskemalla osit-
taisderivaatat, etta toteuttaa yhtalon
1 1
Upr + —Uy + _2u€€ = 0.
r r

Mika yhtalo saadaan jag x, y) riippuu ainoastaan pisteén, i) etaisyydesta origosta.



Ratkaisul asketaan osittaisderivaatat ja todetaan, etta

U (r,0) = vy (rcos(0),rsin(0)) cos(9) + v,(r cos(8), rsin(f)) sin(6),
Upp (7, 0) = V(7 cos(0), 7 5in(0)) cos(0)* + +2v,, (r cos(0), rsin(0)) cos(0) sin(0)
+ vyy (17 cos(), rsin()) sin(0)?,
ug(r,0) = vy (rcos(0),rsin(0))(—rsin()) + v, (r cos(8), rsin(8))r cos(d),
ugg(1,0) = vy (7 cos(0), 7 sin(0))r? sin(0)?
+ 204, (1 cos(0),r sin(@))(—r2 cos(0)sin(0)) + vy, (r cos(8),r sin(@))r2 COS(0)2
— vg(rcos(0),rsin(0))r cos(0)) — v, (r cos(8), rsin())r sin(f).
Oletuksen mukaan,.,(z, y) + v,,(z,y) = 0, erikoisesti
Vg (1 cos(0),rsin(0)) + vy, (r cos(f), rsin(d)) =0,

ja taman tuloksen avulla nahdaan, etta
1 1
Upr (1, 0) + ;uT(r, ) + T—QUM(T, 6) = 0.

Josuv(z, y) riippuu ainoastaan pisteén, y ) etaisyydesta origosta niinriippuu ainoastaan
muuttujastar jolloin ugs = 0 yhtéloksi tuleew,, + Lu, = 0.

5. Oletetaan, etta neste virtaa tasossa siten, ettd nopsteegsa(c,y) hetkellat on
u(x,y, 1+ v(x,y,1)j. Maarita hetkell& pisteessg,y) sijaitsevan "nestepartikkelin” kiih-
tyvyys.
Ratkaisu:Partikkelin sijainti hetkell& olkoon (X (¢), Y (¢)) (jolloin siis X (t) = zja Y (t) =
y jos se on pisteess@:, y) hetkellat). Silloin nopeus onX'(¢)i + Y'(¢)j josta seuraa, etta
X'(t) = w(X (1), Y(t),t)jaY'(t) = o(X(¢),Y(t),t). Kiihtyvyys taas onX"(¢)i + Y"(¢)j ja
ketjusaannon nojalla
X”( ) = ug(X (1), Y (1), ) X'(2) + uy (X (1), Y (), )Y'(1) + ws(X(2), Y(2), 1)

ug (X (1), Y1), )u(X (1), Y(2), 1) + uy (X(2), Y (1), )o(X (1), Y(1), 1) + ue(X(2), Y (1), 1)

= ug(,y, Dula,y, 1) + uy(z,y, v(a, y, 1) + ulz,y, t).
Samalla tavalla saadaan

YI(t) = v (X (2), Y (1), ) X'(1) +

t + oy (X (), Y1), )Y (t) + v,
= v (X (1), Y1), )u(X (1), Y(1),1) +

vy (X(1), Y (1), )o(X (1 t
( ) (l‘ Y, )—I_vy(xvyvt)v(xvyvt)—l_vt(x yvt)
Nain ollen kiihtyvyys on

(ul,(:zj, y, Dul(a,y,t) + uy(x,y, t)v(x, y,t) + ulx, y, t))i
+ (volz,y, u(z,y, t) + vy (2, y, oz, y, ) + vz, y, 1))



Toisella tavalla kirjoitettuna tama lauseke on

<<u¢ay,wi+1mx4htﬁ>-<}§;+jé%>—+£%>(u¢ay,ﬂi+vtuy,ﬂb

0
= <W-v—|—§>w

kunw = uil + vj. Huomaa, etta tama on epalineaarinen lauseke ja gsilineaarisuudesta
seuraa suuri osa virtausmekaniikan hankaluuksista.

Suunnattu derivaatta

6. Karttapaperi venyy: kertaa niin nopeastj-akselin suunnassa kuin mita se kutistuu
akselin suunnassa. Kolmion kulmat ovat kartalla piste{8s0), (3, 1) ja (2,4). Milla a:n ar-
voilla kolmion pinta-ala kasvaa?

Ratkaisu:Oletetaan, etta origo pysyy paikallaan. Jeskselin suuntaisen janan pituus pie-
neneep% niin y-akselin suuntaisen janan pistuus kaswad. Jos on annettu pisteét, y)

ja (u,v) niin nama siirtyvat silloin pisteisiiiz — 2,y 4+ (&y) ja (v — 5u,v + {5v) ja
R*:n piste(xz,y, u, v) siirtyy pistgeseer@x — 165, Y + %y,u - l%_ou,p Jr__%_v) eli suur_ltaan
w = (—x,ay, —u, av). Kolmion, jonka kulmat ovat origossa ja pisteigsay) ja (v, v), pinta-

alaonf(z,y,u,v) = L(zv — yu) (olettaen, etta tamé lauseke on positiivinen). Lasketayt

Dy, f pisteessdz, y, u,v) = (3,1,2,4) ja saadaan

1 1 1
Dwf = f/ TWo— = —(U, —u, =Yy, l’) : (—l‘, ay, —u, av)—
w| 2 W]
1 1
— —(a-1 —_.
2|W| (Cl )f($7y7u,v)2|w|
Pinta-ala siis kasvaa tasmalleen silloin kur 1 eika tama riipu valitusta kolmiosta. (Huomaa,
etta tassa laskussa vaatimus etta suuntavektoringal ei ollut oleellinen, vaan aiheutti

lahinna turhaa lisatyota!)

= (—vx — ayu + uy + avz)

7. Leena, Paula ja Kaija lahtivat matkaan samasta paikastna kaveli lanteen ja totesi
etta lampotila laski nopeudell@3°/km, Paula kaveli kaakkoon ja han totesi etta lampotila
el muuttunut lainkaan. Jos Kaija kaveli koilliseen, ertausiten hanen mittauksensa mukaan
lampaotila muuttui.

RatkaisuOtetaan kayttoon koordinaattisysteemi missakseli osoittaa itaan, jg-akseli poh-
joiseen ja origo on pisteessa mista lahdettiin liikkeelosf (x, y) on lampotila (yksikkona aste
ja etaisyydet mitataan kilometreissa) niin

D_;f(0,0) = —0,3
D;_;£(0,0) =0
Jos nytf’(0,0) = ai + bj niin tama tarkoittaa sita, etta
3

(i + ) - (—) = =

(ei+0b))-i—Jj)—==0

Sl -



Mutta silloin —a« = —-% jaa — b = 0 jolloin « = % jab = . Silloin
Diy; £(0,0) = (551 + 55i) - (1 +J)

Nain ollen lampaotila noudi,42° /km.

1 3
=~ 0,42
V2 52

Tangenttitaso

8. Maarita pinnanc? + y? + 4z + 2y + 2* 4+ »z = 10 tangenttitaso pisteessa —1,2).
RatkaisuTarkistetaan ensin, etta pigte —1, 2) toteuttaa yhtalon ja todetaan, ettar (—1)% +
4-142-(—=1)+2%+2 = 10 niin kuin pitaakin. Funktiorf (z, y, z) = 2*4+y*+4ax+2y+2*+2—10
derivaatta eli gradientti on
(2 + 4,2y +2,22+1)=2c+4)i+ 2y +2)j+ (22 + D)k,
eli pisteessél, —1,2) tangenttitason normaali on
2+4)i+(-24+2)j+ 4+ Dk = 6i + 5k,
ja tangenttitason yhtald on
6(x—1)+5(z—2)=0 eli 6x+5z=16.

Lineaarinen approksimointi

9. Arvioiderivaatan avulla virhetta, joka tehdaan kurkkietsan suoran ympyrakartion tilavuus
kayttaen pohjan sateen likiarvonan ja korkeuden likiarvona m mittaustarkkuuden ollessa 1
cm. (Ympyrakartion tilavuus oﬁﬁ—h missak on korkeus ja pohjan sade.)
RatkaisuMerkitaanf(r, h) = ”gﬁ Lineaarisella approksimaatiolla saadaan

2nrh

2
Ar 4+ A,

flr+ Ar,h4+ AR) — f(r,h) &= fi.(r, ) Ar 4+ fi(r,h)Ah = 3

Koska nytr = 2, h = 4, |Ar| < 0,01 ja|Ah| < 0,01 niin saadaan

o524 22
(e + Ar,h+ AB) = F(r h)| £ ”To,our d

0,01 ~ 0,21.




