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Osittaisderivaatat ja -yhtälöt

1. Tarkista, että funktioh(x; t) = 12p�te�x24t on osittaisdifferentiaaliyhtälönut(x; t) =uxx(x; t) ratkaisu kunt > 0 ja x 2 R. Voidaankoh määritellä kunt = 0 siten, ettäh on
jatkuva joukossa

(a) f (t;x) j x 2 Rn; t � 0 g,
(b) f (t;x) j x 2 Rn; t � 0; t+ jxj > 0 g,

Ratkaisu:Funktio on jatkuva kunt > 0 ja x 2 R koska funktiott 7! 1p4�t , (t; x) 7! �x24t ovat
silloin jatkuvia samoin kuin eksponenttifunktio. Kunx 6= 0 niinlimt#0 1p4�te�x24t = 0;
koskalimr!1pre��r = 0 jos � > 0 ja voidaan ottaar = 1t ja � = x24 . Tästä voidaan myös
päätellä, että josx0 6= 0 niin lim(t;x)!(0;x0)t>0 1p4�te�x24t = 0;
(esim. niin, että todetaan, että kun(t; x) on riittävän lähellä(0;x0) niin 0 � 1p4�te�x24t �1p4�te�x208t ! 0 kun t # 0). Näin ollen saadaan jatkuva funktio joukossaf (t; x) j x 2 R; t �0; t + jxj > 0 g kun määritelläänh(0; x) = 0. Mutta joukkoonf (t; x) j x 2 R; t � 0 g
ei ole mahdollista saada jatkuvaa funktiota koskalimx!0 h(0; x) = limx!0 0 = 0 muttalimt#0 h(t; 0) = limt#0 1p4�t = +1.

Derivaatta

2. OlkoonB d�d-matriisi. Määritä funktionf(x) = xTBx (x 2 Rd) derivaatta eli gradientti.
Mikä on vastaus josB on symmetrinen? Voit joko käyttää derivaatan määritelmää, ja käyttää
matriisimerkintöjä, tai sitten esittääf(x) summana, missä esiintyyx:n komponentitxj ja B:n
elementitB(i; j) = bi;j ja laskea osittaisderivaatat.

Ratkaisu:Koskaf(x+h)�f(x) � f 0(x)h voidaan ehkä saada jonkinlainen käsitys siitä, miltäf 0(x) näyttää laskemalla ensinf(x+ h) � f(x) = (x+ h)TB(x+ h)� xTBx= xTBx+ hTBx+ xTBh+ hTBh� xTBx = xTBTh+ xTBh+ hTBh= xT(BT +B)h+ hTBh:
Tämän perusteella arvataan, ettäf 0(x) = xT(B +BT) ja se tarkistetaan laskemalla��f(x+ h)� f(x)� xT(B +BT)h��jhj = jhTBhjjhj ! 0;



kun h ! 0 eli jhj ! 0 koskajhTBhj � Cjhj2 missäC on tiettyB:stä riippuva vakio. Näin
ollen on todettu, ettäf 0(x) = xT(B +BT). JosB on symmetrinen niinf 0(x) = 2xTB.

Toisella tavalla: Kirjoitetaanf(x) = f(x1; x2; : : : ; xd) = Pdi=1 xiPdj=1 bi;jxj =Pdi=1Pdj=1 bi;jxixj. SilloinDkf = fxk = dXj=1 bk;jxj + dXi=1 bi;kxi = dXi=1 xi(bi;k + bk;i);
ja tämä on sama tulos kuin edellä.

3. Osoita, että josf : Rd ! R on jatkuvasti derivoituva ja� > 0 niin on olemassa vakioC <1 siten, että jf(x)� f(y)j � Cjx� yj; kun jxj; jyj � �:
Ratkaisu:Koskaf on jatkuvasti derivoituva, niinjf 0j on jatkuva funktio ja koskafx j jxj � � g
on suljettu ja rajoitettu joukko niin löytyy lukuC siten, ettäjf 0(x)j � C kun jxj � �. Jos
nyt x ja y ovat sellaisia, ettäjxj � � ja jyj � � niin määritellään funktiog kaavallag(t) =f((1 � t)x+ ty). Silloin g on derivoituva reaaliarvoinen funktio ja väliarvolauseen nojallag(1)� g(0) = g0(t0)(1� 0);
missät0 2 (0; 1). Ketjusäännön nojallag0(t0) = f 0((1 � t0)x+ t0y)(y� x);
joten jf(y)� f(x)j = jg(1) � g(0)j � jf 0((1� t0)x+ t0y)jjy� xj � Cjy� xj;
koskaj(1� t0)x+ t0y)j � (1 � t0)jxj+ t0jyj � �. Näin ollen väite on voimassa.

Ketjusääntö

4. Funktio v toteuttaa Laplacen yhtälönvxx + vyy = 0. Määritellään funktiou siten, ettäu(r; �) = v(r os(�); r sin(�)) (eli u on v käyttäen napakoordinaatteja). Osoita laskemalla osit-
taisderivaatat, ettäu toteuttaa yhtälönurr + 1rur + 1r2u�� = 0:
Mikä yhtälö saadaan josv(x; y) riippuu ainoastaan pisteen(x; y) etäisyydestä origosta.



Ratkaisu:Lasketaan osittaisderivaatat ja todetaan, ettäur(r; �) = vx(r os(�); r sin(�)) os(�) + vy(r os(�); r sin(�)) sin(�);urr(r; �) = vxx(r os(�); r sin(�)) os(�)2 ++2vxy(r os(�); r sin(�)) os(�) sin(�)+ vyy(r os(�); r sin(�)) sin(�)2;u�(r; �) = vx(r os(�); r sin(�))(�r sin(�)) + vy(r os(�); r sin(�))r os(�);u��(r; �) = vxx(r os(�); r sin(�))r2 sin(�)2+ 2vxy(r os(�); r sin(�))(�r2 os(�) sin(�)) + vyy(r os(�); r sin(�))r2 os(�)2� vx(r os(�); r sin(�))r os(�))� vy(r os(�); r sin(�))r sin(�):
Oletuksen mukaanvxx(x; y) + vyy(x; y) = 0, erikoisestivxx(r os(�); r sin(�)) + vyy(r os(�); r sin(�)) = 0;
ja tämän tuloksen avulla nähdään, ettäurr(r; �) + 1rur(r; �) + 1r2u��(r; �) = 0:

Josv(x; y) riippuu ainoastaan pisteen(x; y) etäisyydestä origosta niinu riippuu ainoastaan
muuttujastar jolloin u�� = 0 yhtälöksi tuleeurr + 1rur = 0.

5. Oletetaan, että neste virtaa tasossa siten, että nopeus pisteessä(x; y) hetkellä t onu(x; y; t)i + v(x; y; t)j. Määritä hetkellät pisteessä(x; y) sijaitsevan ”nestepartikkelin” kiih-
tyvyys.

Ratkaisu:Partikkelin sijainti hetkellät olkoon (X(t); Y (t)) (jolloin siis X(t) = x ja Y (t) =y jos se on pisteessä(x; y) hetkellät). Silloin nopeus onX 0(t)i + Y 0(t)j josta seuraa, ettäX 0(t) = u(X(t); Y (t); t) ja Y 0(t) = v(X(t); Y (t); t). Kiihtyvyys taas onX 00(t)i + Y 00(t)j ja
ketjusäännön nojallaX 00(t) = ux(X(t); Y (t); t)X 0(t) + uy(X(t); Y (t); t)Y 0(t) + ut(X(t); Y (t); t)= ux(X(t); Y (t); t)u(X(t); Y (t); t) + uy(X(t); Y (t); t)v(X(t); Y (t); t) + ut(X(t); Y (t); t)= ux(x; y; t)u(x; y; t)+ uy(x; y; t)v(x; y; t)+ ut(x; y; t):
Samalla tavalla saadaanY 00(t) = vx(X(t); Y (t); t)X 0(t) + vy(X(t); Y (t); t)Y 0(t) + vt(X(t); Y (t); t)= vx(X(t); Y (t); t)u(X(t); Y (t); t) + vy(X(t); Y (t); t)v(X(t); Y (t); t) + vt(X(t); Y (t); t)= vx(x; y; t)u(x; y; t)+ vy(x; y; t)v(x; y; t)+ vt(x; y; t):
Näin ollen kiihtyvyys on�ux(x; y; t)u(x; y; t)+ uy(x; y; t)v(x; y; t)+ ut(x; y; t)�i+ �vx(x; y; t)u(x; y; t)+ vy(x; y; t)v(x; y; t)+ vt(x; y; t)�j:



Toisella tavalla kirjoitettuna tämä lauseke on��u(x; y; t)i+ v(x; y; t)j� ��i ��x + j ��y�+ ��t� (u(x; y; t)i+ v(x; y; t)j)= �w � r+ ��t�w
kun w = ui + vj. Huomaa, että tämä on epälineaarinen lauseke ja täst¨a epälineaarisuudesta
seuraa suuri osa virtausmekaniikan hankaluuksista.

Suunnattu derivaatta

6. Karttapaperi venyya kertaa niin nopeastiy-akselin suunnassa kuin mitä se kutistuux-
akselin suunnassa. Kolmion kulmat ovat kartalla pisteiss¨a (0; 0), (3; 1) ja (2; 4). Millä a:n ar-
voilla kolmion pinta-ala kasvaa?
Ratkaisu:Oletetaan, että origo pysyy paikallaan. Josx-akselin suuntaisen janan pituus pie-
neneep% niin y-akselin suuntaisen janan pistuus kasvaaap%. Jos on annettu pisteet(x; y)
ja (u; v) niin nämä siirtyvät silloin pisteisiin(x � p100x; y + ap100y) ja (u � p100u; v + ap100v) jaR4:n piste(x; y; u; v) siirtyy pisteeseen(x � p100x; y + ap100y; u � p100u; v + ap100v) eli suuntaanw = (�x; ay;�u; av). Kolmion, jonka kulmat ovat origossa ja pisteissä(x; y) ja (u; v), pinta-
ala onf(x; y; u; v) = 12(xv � yu) (olettaen, että tämä lauseke on positiivinen). Lasketaan nytDwf pisteessä(x; y; u; v) = (3; 1; 2; 4) ja saadaanDwf = f 0 �w 1jwj = 12(v;�u;�y; x) � (�x; ay;�u; av) 1jwj= (�vx� ayu+ uy + avx) 12jwj = (a� 1)f(x; y; u; v) 12jwj:
Pinta-ala siis kasvaa täsmälleen silloin kuna > 1 eikä tämä riipu valitusta kolmiosta. (Huomaa,
että tässä laskussa vaatimus että suuntavektorin pituus on1 ei ollut oleellinen, vaan aiheutti
lähinnä turhaa lisätyötä!)

7. Leena, Paula ja Kaija lähtivät matkaan samasta paikasta.Leena käveli länteen ja totesi
että lämpötila laski nopeudella0;3Æ=km, Paula käveli kaakkoon ja hän totesi että lämpötila
ei muuttunut lainkaan. Jos Kaija käveli koilliseen, ennusta miten hänen mittauksensa mukaan
lämpötila muuttui.
Ratkaisu:Otetaan käyttöön koordinaattisysteemi missäx-akseli osoittaa itään, jay-akseli poh-
joiseen ja origo on pisteessä mistä lähdettiin liikkeelle. Josf(x; y) on lämpötila (yksikkönä aste
ja etäisyydet mitataan kilometreissä) niinD�if(0; 0) = �0;3Di�jf(0; 0) = 0
Jos nytf 0(0; 0) = ai+ bj niin tämä tarkoittaa sitä, että(ai+ bj) � (�i) = � 310(ai+ bj) � (i� j) 1p2 = 0



Mutta silloin�a = � 310 ja a� b = 0 jolloin a = 310 ja b = 310. SilloinDi+jf(0; 0) = ( 310 i+ 310j) � (i+ j) 1p2 = 35p2 � 0;42:
Näin ollen lämpötila nousi0;42Æ=km.

Tangenttitaso

8. Määritä pinnanx2 + y2 + 4x + 2y + z2 + z = 10 tangenttitaso pisteessä(1;�1; 2).
Ratkaisu:Tarkistetaan ensin, että piste(1;�1; 2) toteuttaa yhtälön ja todetaan, että12+(�1)2+4�1+2�(�1)+22+2 = 10 niin kuin pitääkin. Funktionf(x; y; z) = x2+y2+4x+2y+z2+z�10
derivaatta eli gradientti on(2x+ 4; 2y + 2; 2z + 1) = (2x+ 4)i+ (2y + 2)j+ (2z + 1)k;
eli pisteessä(1;�1; 2) tangenttitason normaali on(2 + 4)i+ (�2 + 2)j + (4 + 1)k = 6i+ 5k;
ja tangenttitason yhtälö on6(x� 1) + 5(z � 2) = 0 eli 6x+ 5z = 16:

Lineaarinen approksimointi

9. Arvioi derivaatan avulla virhettä, joka tehdään kun lasketaan suoran ympyräkartion tilavuus
käyttäen pohjan säteen likiarvona2 m ja korkeuden likiarvona4 m mittaustarkkuuden ollessa 1
cm. (Ympyräkartion tilavuus on�r2h3 missäh on korkeus jar pohjan säde.)

Ratkaisu:Merkitäänf(r; h) = �r2h3 . Lineaarisella approksimaatiolla saadaanf(r +�r; h+�h)� f(r; h) � fr(r; h)�r+ fh(r; h)�h = 2�rh3 �r + �r23 �h:
Koska nytr = 2, h = 4, j�rj � 0;01 ja j�hj � 0;01 niin saadaan��f(r +�r; h+�h)� f(r; h)�� / 2� � 2 � 43 0;01 + � � 223 0;01 � 0;21:


