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Suppenemiskriteerit, arviot ym.

1. Suppeneeko sarja
1Xk=1 1k(k + 1) ; ja jos se suppenee, mikä on sarjan summa? (1k(k+1) =1k � 1k+1 .)

Ratkaisu:Koska 1k(k+1) = 1k � 1k+1 , niinNXk=1 1k(k + 1) = 1Xk=1 �1k � 1k + 1� = 11�12+12�13+13�14+: : :+ 1N� 1N + 1 = 1� 1N + 1 ;
jotenlimN!1PNk=1 1k(k+1) eli sarja suppeenee ja sen summa on1
2. Suppeneeko sarja

1Xk=1 (k + 4)!k! 4k ?

Ratkaisu: ak+1ak = (k + 5)!(k + 1)! 4k+1 � k! 4k(k + 4)! = k + 54(k + 1) k!1���! 14 < 1;
eli sarja suppenee suhdetestin nojalla.

3. Osoita, että sarja
P1n=1 1np suppenee kunp > 1 ja määritä yläraja lausekeelle

Pn=N+1 1np .

Ratkaisu:Kun t 2 [n� 1; n℄ niin pätee 1np � 1tp joten1np � Z nn�1 1tp dt:
Tästä taas seuraa, ettäMXn=N+1 1np � MXn=N+1 Z nn�1 1tp dt = Z MN 1tp dt=�MN �� 1p� 1 1tp�1� = � 1p� 1 1Mp�1 + 1p� 1 1Np�1 :
Jos nytp > 1 niin limM!1 1Mp�1 = 0 ja

PMn=N+1 1np � 1p�1 1Np�1 joten sarja
P1N+1 1np suppenee

ja
P1N+1 1np � 1p�1 1Np�1 .

4. Oletetaan, ettäan � an+1 � 0 kun n � n0 ja ettälimn!1 an = 0. Osoita, että sarjaP1n=n0(�1)nan suppenee ja ettäjP1n=N (�1)nanj � aN .



Ratkaisu:MerkitäänYm = 2mXn=n0(�1)nan ja Am = 2m+1Xn=n0 (�1)nan; m � m0;
(missä2m0 � n0). Nyt päteeYm �Am = �(�1)2m+1a2m+1 = a2m+1 � 0;Ym+1 � Ym = (�1)2m+1a2m+1 + (�1)2m+2a2m+2 = a2m+2 � a2m+1 � 0;
ja Am+1 �Am = (�1)2m+2a2m+2 + (�1)2m+3a2m+3 = a2m+2 � a2m+3 � 0:
Koska tämän perusteellaYm � Ym0 niin päteeAm � Ym0 ja vastaavasti koskaAm � Am0
niin Ym � Am0. Näin ollen nähdään, että(Ym) on ei-kasvava jono joka on alhaalta rajoitettu
ja (Am) on ei-vähenevä jono joka on ylhäältä rajoitettu jotenmolemmat raja-arvotlimm!1 Ym
ja limm!1 Am ovat olemassa. KoskaYm � Am = a2m+1 niin limm!1(Ym � Am) = 0 jalimm!1 Ym = limm!1Am. Näin ollen alkuperäisen sarjan osasummat konvergoivatja sarja
suppenee. KoskaYm+1 � Ym jaAm+1 � Am niin����� 1Xn=2m+1(�1)nan����� = ��� limk!1 Yk � Ym��� = Ym � limk!1Ak � Ym �Am = a2m+1;
ja ����� 1Xn=2m(�1)nan����� = ��� limk!1Ak �Am�1��� = ��� limk!1 Yk �Am�1��� � Ym �Am�1 = a2m;
eli aina päteejP1n=N (�1)nanj � aN .

5. Suppeneeko sarja (perustele!)
1Xn=1(�1)n n+ 1n2 + n+ 1?

Ratkaisu:Sovelletaan alternoivan sarjan suppenemiskriteeriä jolloin on tarkistettava ettän+ 1n2 + n + 1 � 0;limn!1 n+ 1n2 + n+ 1 = limn!1 1n 1 + 1n1 + 1n + 1n2 = 0;
ja n+ 1n2 + n + 1 � (n + 1) + 1(n+ 1)2 + (n+ 1) + 1= (n + 1)(n2 + 3n+ 3) � (n+ 2)(n2 + n+ 1)(n2 + n+ 1)((n + 1)2 + (n+ 1) + 1)= n2 + 3n+ 1(n2 + n + 1)((n+ 1)2 + (n+ 1) + 1) � 0:
Alternoivan sarjan suppenemiskriteerin perusteella sarja suppenee.



6. MääritäN niin, että virhe, joka syntyy kun sarjan
1Xn=1 ne�n2 summaa approksimoidaan

laskemalla yhteen sarjanN ensimmäistä termiä, on itseisarvoltaan< 10�6.
Ratkaisu:Käytetään suhdetestiä ja lasketaan(n + 1)e�(n+1)2ne�n2 = n + 1n e�2n�1:
Kun n!1 niin niin n+1n e�2n+1 ! 0 ja jos nyt esim.n � 3 niin n+1n e�2n�1 � 1100. Näin ollen
saadaan josN � 2,1Xn=N+1 ne�n2 � (N + 1)e�(N+1)2 11� 1100 = 10099 (N + 1)e�(N+1)2:
JosN = 2 niin saadaan10099 (N + 1)e�(N+1)2 � 3:7 � 10�4 ja kunN = 3 saadaan10099 (N +1)e�(N+1)2 � 4:5 � 10�7, joten riittää valitaN � 3.

7. MääritäN siten, että jos sarjan
1Xn=0 nn4 + 1 summaa approksimoidaan äärellisellä summallaNXn=0 nn4 + 1 , niin virhe on itseisarvoltaan korkeintaan10�6.

Ratkaisu:Koska0 � nn4+1 � nn4 = 1n3 niin sarja suppenee ja1Xn=N+1 nn4 + 1 � 1Xn=N+1 1n3 � 13 � 1 1N2 ;
joten jos halutaan, että virhe on korkeintaan10�6 niin riittää valitaN siten, että12 1N2 � 10�6 eliN � 708 > p5 � 105 � 707:1
8. Suppeneeko sarja

(a)
1Xk=1 (�1)k(k � 2)k2 + k ? (b)

1Xk=3 pk + 1k � 2 ?
Ratkaisu: (a) Kirjoitetaan (�1)k(k�2)k2+k = (�1)kkk2+k � (�1)k2k2+k = (�1)kk+1 � (�1)k2k2+k . Selvästikinlimk!1 1k+1 = 0 ja 1(k+1)+1 � 1k+1 joten sarja

P1k=1 (�1)kk+1 suppenee alternoivan sarjan sup-

penmiskriteerin nojalla. Toisaalta
��� (�1)k2k2+k ��� � 2k2 ja koska sarja

P1k=1 1k2 suppenee niin myös

sarja
P1k=1 (�1)k2k2+k suppenee ja silloin alkuperäinenkin sarja suppenee. (Jälkimmäinen sarja sup-

penee tietenkin myös alternoivan sarjan suppenmiskriteerin nojalla.)
(b) Koska limk!1 pk+1k�21pk = limk!1 k +pkk � 2 = 1 > 0;



ja koska sarja
P1k=1 1pk hajaantuu, niin todetaan vertailuperiaatteen nojalla, että sarja hajaantuu.

9. Oletetaan, ettäan;m � 0 kunn � n0 jam � m0. Osoita, että1Xn=n0 1Xm=m0 an;m = 1Xm=m0 1Xn=n0 an;m
(missä lukee1 =1 jos sarjat hajaantuvat), eli tässä tapauksessa summausjärjestyksellä ei ole
merkitystä.

Ratkaisu:OlkoonS =P1n=n0 P1m=m0 an;m jos tämä on äärellinen luku ja muussa tapauksessa
olkoonS mielivaltainen positiivinen luku.

Jos nyt� on mielivaltainen luku niin on olemassa lukuN siten, ettäNXn=n0 1Xm=m0 an;m > S � �2 :
Jos jollakin n�, n0 � n� � N pätee

P1m=m0 an�;m = 1 niin löytyy M siten, ettäPMm=m0 an�;m > S ja silloin myös
PNn=n0 PMm=m0 an;m > S � �. Jos näin ei ole niin tode-

taan, että koska määritelmän mukaan jokaisellan päteelimM!1PMm=m0 an;m =P1m=m0 an;m
niin löytyy lukuM siten, että jokaisellan, n0 � n � N päteeMXm=m0 an;m > 1Xm=m0 an;m � �2(N � n0 + 1) ;
jotenNXn=n0 MXm=m0 an;m > NXn=n0  1Xm=m0 an;m � �2(N � n0 + 1)!> S � �2 � (N � n0 + 1) �2(N � n0 + 1) = S � �:
Mutta silloin pätee myös1Xm=m0 1Xn=n0 an;m � MXm=m0 NXn=n0 an;m = NXn=n0 MXm=m0 an;m > S � �:
Koska� oli mielivaltainen niin pätee

P1m=m0P1n=n0 an;m � S ja luvunS valinnasta seuraa että1Xm=m0 1Xn=n0 an;m � 1Xn=n0 1Xm=m0 an;m:
Samanlaisella päättelyllä saadaan myös

P1n=n0 P1m=m0 an;m � P1m=m0P1n=n0 an;m eli väite
on todistettu.

10. Josf(x) =P1n=0 anxn ja g(x) =P1n=0 bnxn, niin määritä luvut
n siten, ettäf(x)g(x) =P1n=0 
nxn. Sarjojen suppenemisesta ei tarvitse välittää. Kirjoita sarjat muodossaa0 + a1x +a2x2 + : : : ja b0 + b1x+ b2x2 + : : : , kerro ne keskenään, kerää yhteen termit joilla on samax:n
potenssi ja päättele tämän perusteella miten
n esitetään lukujenaj ja bj avulla.



Ratkaisu:Yksinkertainen lasku osoittaa, että�a0 + a1x+ a2x2 + : : :��b0 + b1x+ b2x2 + : : :�= a0b0 + �a0b1 + a1b0�x+ �a0b2 + a1b1 + a2b0�x2 + : : : :
Tästä päätellään, että 
n = nXk=0 akbn�k; n � 0:
Tämä jono (
n)1n=0 kutsutaan jonojen(an) ja (bn) konvoluutioksi ja huomaa, että sen
määrittelyssä esiintyy vain äärellisiä summia joten ei ole tarpeen tehdä oletuksia sarjojen sup-
penemisestä. Mutta olettaen, että sarjat suppenevat itseisesti, niin saadaanf(x)g(x) = 1Xk=0 akxk 1Xn=0 bnxn = 1Xk=0 1Xn=0 akbnxk+nk + n =m= 1Xk=0 1Xm=n akbm�kxm = 1Xm=0 mXk=0 akbm�k! xm:

Potenssisarjat

11. Määritä potenssisarjan suppenemissäteet:1Xk=0 5k(k + 1)2xk;
suppenemissäde.
Ratkaisu:Tarkistetaan suhdetestin avulla milloin sarja suppenee jalasketaanlimk!1 ����� 5k+1xk+1((k+1+1)25kxk(k+1)2 ����� = limk!1�k + 1k + 2�2 5jxj = 5jxj:
Suhdetestin nojalla sarja suppenee kun5jxj < 1 eli jxj < 15 ja hajaantuu kun5jxj > 1 elijxj > 15 . Tästä päätellään suoraan, että suppenemissäde on 15 .

12. Etsi seuraavan potenssisarjan suppenemissäde:1Xk=1 1 � 2 � 3 � � � k1 � 4 � 7 � � � (3k � 2)x2k:
Ratkaisu:Tarkistetaan suhdetestin avulla milloin sarja suppenee jalasketaanlimk!1 ���� (k + 1)! � 1 � 4 � 7 � : : : � (3k � 2)x2(k+1)k! � 1 � 4 � 7 � : : : � (3k � 2) � (3k + 1)x2k ���� = limk!1 k + 13k + 1x2 = 13x2;
Suhdetestin nojalla sarja suppenee kun13x2 < 1 eli jxj < p3 ja hajaantuu kun13x2 > 1 elijxj > p3. Tästä päätellään suoraan, että suppenemissäde on

p3.



13. Määritä potenssisarjan
P1n=0(�2)nx2n suppenemissäde. Miten se voidaan määrittää sum-

mafunktion lausekkeesta?

Ratkaisu:Kyseessä on geometrinen sarja missä suhdeq = �2x2. Näin ollen sarja suppenee
täsmälleen silloin kunj�2x2j = 2jxj2 < 1 eli kun jxj < 1p2 . Näin ollen suppenemissäde on1p2.
Geometrisen sarja summakaavasta seuraa, että1Xn=0(�2)nx2n = 11 + 2x2 :
Reaaliakselilla tämä on hyvin määritelty ja äärett¨omän monta kertaa derivoituva funktio mutta
jos määritelläänf(z) = 11+2z2 missäz on kompleksiluku niin nähdään että tällä funktiolla
on singularitetteja nimittäjän nollakohdassa, eli pisteissäz = � 1p2 i. Näiden etäisyys origosta
(x0 = 0 sarjakehitelmässä) on täsmälleen suppenemissäde.

14. Etsi annettujen funktioiden Maclaurinin sarjat sopivia ”perussarjoja” hyväksi käyttäen:(a) e3x+1; (b) sin�x� �4� ; (
) x sin �x3� :
Vihje b-kohtaan: Käytä sinin yhteenlaskukaavaa.

Ratkaisu:

(a)

e3x+1 = e � e3x = e 1Xk=0 (3x)kk! = 1Xk=0 3kek! xk:
(b) sin�x� �4� = sinx 
os �4 � 
os x sin �4 = 1p2 sinx� 1p2 
os x= 1p2 (sinx� 
os x) = 1p2  1Xk=0 (�1)k(2k + 1)!x2k+1 � 1Xk=0 (�1)k(2k)! x2k!= 1p2 1Xk=0(�1)k � x2k+1(2k + 1)! � x2k(2k)!� :
(c) x sin �x3� = x 1Xk=0 (�1)k(2k + 1)! �x3�2k+1 = 1Xk=0 (�1)k32k+1(2k + 1)!x2k+2:

15. Kehitä funktio 1(x+1)2 sarjaksi
P1n=0 an(x� 1)n.



Ratkaisu:Koska
1(x+ 1)2 = � d

dx 1x+ 1 ja potenssisarjoja voi derivoida termeittäin, niin hae-

taan ensin funktion 1x+1 sarjakehitelmä ja käyttäen hyväksi geometrisen sarjasummakaavaa
saadaan1x+ 1 = 12 + x� 1 = 12 � 11 + 12(x� 1) = 12 � 11 � (�12)(x� 1)= 12 1Xn=0��12(x� 1)�n = 1Xn=0 (�1)n2n+1 (x� 1)n:
Tästä saadaan derivoimalla1(x+ 1)2 = � d

dx 1x+ 1 = � 1Xn=1 (�1)nn2n+1 (x� 1)n�1 m = n � 1= 1Xm=0 (�1)m(m+ 1)2m+2 (x� 1)m= 1Xn=0 (�1)n(n+ 1)2n+2 (x� 1)n:
16. Esitä integraali

R 10 ln(1+t2)dt sarjana. Montako termiä sarjasta on laskettava yhteen, jotta
virheen itseisarvo olisi korkeintaan10�6.
Ratkaisu:Koskaln(1 + s) =P1n=1(�1)n+1 snn niin ln(1 + t2) =P1n=1(�1)n+1 t2nn jolloin siisZ 10 ln(1 + t2)dt = Z 10 1Xn=1(�1)n+1 t2nn = 1Xn=1(�1)n+1 Z 10 t2nn dt= 1Xn=1(�1)n+1�10 t2n+1n(2n+ 1) = 1Xn=1(�1)n+1 1n(2n+ 1) :
Jotta nähtäisiin, että sarja todella voidaan integroida termeittäin todetaan, että koska sarjaP1n=1(�1)n+1 t2nn toteuttaa alternoivaa sarjaa koskevan suppenemistuloksen ehdot niin pätee�����ln(1 + t2)� NXn=1(�1)n+1 t2nn ����� � t2(N+1)N + 1 ; t 2 [0; 1℄;
joten�����Z 10 ln(1 + t2)� Z 10 NXn=1(�1)n+1 t2nn ����� � Z 10 t2(N+1)N + 1 dt=�10 t2N+3(N + 1)(2N + 3) = 1(N + 1)(2N + 3)
Jos nytN = 705 niin 1(N+1)(2N+3) = 1997578 > 10�6 ja jos N = 706 niin 1(N+1)(2N+3) =11000405 < 10�6. Näin ollen on sarjasta laskettava yhteen vähintään706 termiä.



17. Ratkaise differentiaaliyhtälö(1 � x2)y00(x)� 2xy0(x) + k(k + 1)y(x) = 0; y(0) = y0; y0(0) = y1;
missäk � 0 on kokonaisluku, sarjakehitelmän avulla ja laske ainakinneljä ensimmäistä termiä.
Millä alkuarvojen arvoilla ratkaisu on polynomi?

Ratkaisu:Haetaan ratkaisu muodossay(x) = P1n=0 anxn jolloin y0(x) = P1n=0 nanxn�1,xy0(x) = P1n=1 nanxn, y00(x) = P1n=2 n(n � 1)anxn�2 = P1n=0(n + 2)(n + 1)an+2xn jax2y00(x) =P1n=0 n(n� 1)anxn. Kun nämä lausekkeet sijoitetaan yhtälöön saadaan1Xn=0�(n+ 2)(n+ 1)an+2 � n(n� 1)an � 2nan + k(k + 1)an�xn = 0:
Jotta meillä olisi ratkaisu on siis valittavaan siten, että(n+ 2)(n + 1)an+2 � n(n� 1)an � 2nan + k(k + 1)an = 0;
eli an+2 = n(n + 1)� k(k + 1)(n+ 2)(n + 1) an:
Alkuarvoista seuraa, ettäa0 = y0 ja a1 = y1 joten saadaana2 = �k(k + 1)2 y0; a4 = (3 � 2� k(k + 1))(�k(k + 1))4! y0; : : : ;a3 = 2 � k(k + 1)3 � 2 y1; a5 = (4 � 3 � k(k + 1))(2 � k(k + 1))5! y1; : : : :
Tästä nähdään, ettäak+2 = 0 ja siten myös kaikkiak+2m = 0 muttaak+1+2m on nolla ainoastaan
jos vastaava alkuarvo on0. Näin ollen nähdään, että ratkaisu on polynomi josy0 = 0 kunk on
pariton jay1 = 0 kunk on parillinen. Nämä polynomit (kerrottuina sopivilla vakioilla) ovat ns.
Legendren polynomejaPk ja niillä on se hyödyllinen ominaisuus, että

R 1�1 Pj(x)Pk(x)dx = 0
jos j 6= k.

18. Ratkaise differentiaaliyhtälönx2y00(x)+xy0(x)+x2y(x) = 0 sarjakehitelmällä kuny(0) =1 ja y0(0) = 0.

Ratkaisu:Olkoon y(x) = P1n=0 anxn. (Koskay00(x):n kerroin on0 kun x = 0 niin ei ole
mitään takeita siitä, että tämä onnistuu tällä tavalla.) Ehdoistay(0) = 1 ja y0(0) = 0 seuraaa0 = 1 ja a1 = 0. Nyt y0(x) = P1n=1 nanxn�1 ja y00(x) = P1n=2 n(n � 1)anxn�2 jotenxy0(x) = P1n=1 nanxn ja x2y00(x) = P1n=2 n(n � 1)anxn. Samoinx2y(x) =P1n=0 anxn+2 =P1m=2 am�2xm. Sijoittamalla nämä lausekkeet yhtälöön saadaan ehdoksia1x+ 1Xn=2 ��n(n� 1) + n�an + an�2�xn = 0:
Tästä seuraaa1 = 0 (mikä jo todettiin edellä) sekän2an + an�2 = 0, elian = � 1n2an�2:
Koskaa1 = 0 niin todetaan, ettäan = 0 kunn on pariton. Parillisilla indekseillä saadaana2k = � 122k2a2(k�1);



josta helposti päätellään, että a2k = (�1)k 122k(k!)2 :
Näin ollen ratkaisuksi tulee (mikäli sarja suppenee)y(x) = 1Xk=0 (�1)k4k(k!)2x2k:
Suhdetestin avulla todetaan, että tämän sarjan suppenemissäde on ääretön, jolloin kaikki edellä
suoritetut laskut ovat kelvollisia ja kyseinen sarja on yhtälön ratkaisu. (Tämä funktio merkitään
tavallisestiy(x) = J0(x).)


