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Suppenemiskriteerit, arviot ym.

— 1 . . .
1. Suppeneeko sarj§ ) ja jos se suppenee, mika on sarjan sum% =
k=1

k+1)

1 1
D)

_ 1
RatkaisuKoska ;- — k-l-l) = — k+1’ niin

LI o S S L P S S T
~k(k+1) = \k k+1) 1 2233 47N N+1 N+

jotenlimy_.. S0, m eli sarja suppeenee ja sen summa on

k+4)!
2. Suppeneeko sarJE: 7
Ratkaisu:
ap, (kD)4 (B+ 4! 4(k+1) 4 7
eli sarja suppenee suhdetestin nojalla.
3. Osoita, etta sarja_ | - suppenee kup > 1 ja maarita ylaraja lausekeelle N1 =.

RatkaisuKunt € [n — 1,n] niin patee, < L joten

1 "ol

e L

n? o1 P
M

Zipgz/_dt /—dt

=N+ n=N+1
oM LS WS B SIS S
_N p—1t=1t)  p—1Mr-t  p—1Np-t

Jos nytp > 1 niin limy— 7= = 0jad> M v, L < L v jotensarj@ 1, - suppenee

1 1
JaEN_H S Tle—1-

Tasta taas seuraa, etta

4. Oletetaan, ett&, > a,.1 > 0 kunn > ng ja ettalim,_., a, = 0. Osoita, etta sarja



RatkaisuMerkitaan

2m 2m+1
Y, = Z (—=D)"a, ja A, = Z (=1)"an, m > my,
n=ng n=ng
(miss&2mg > ng). Nyt patee
Ym - Am = _(_1)2m+1a2m—|—1 = d2m+1 Z 07

Ym—l—l -Y, = (—1)2m+16l2m+1 + (—1)2m+26l2m+2 = d2m+42 — d2m+1 < 0,
ja

Am—l—l — A, = (—1)2m+26l2m+2 + (—1)2m+36l2m+3 = Aym42 — A2m43 = 0.
Koska taman perusteells,, < Y,,, niin pateeA4,, < Y,,, ja vastaavasti koskd,, > A,
niin Y,, > A,,,. Nain ollen nahdaan, et{@’,) on ei-kasvava jono joka on alhaalta rajoitettu
ja(A,,) on ei-vaheneva jono joka on ylhaalta rajoitettu jobeolemmat raja-arvdim,, ... Y,
jalim,_.. A, ovat olemassa. Kosk&,, — A,, = azm41 Niin lim,,—.. (Y, — A,,) = 0 ja
lim,, . Y,, = lim,,_.., A4,,. Nain ollen alkuperaisen sarjan osasummat konverggavaarja
suppenee. Koskg,, .1 <Y, jad,..1 < A, niin

S (1)

lim Yk—Ym‘ — Y, — lim Ay < Y, — A, = dgpas,

k—o0 k—co
n=2m+1
ja
o0
Y (1) an| = | lim Ay — Ay | = | lim Vi — Apg| < Vi — Ayt = o,
> k—oo k—oo
n=z2m

eli aina pate¢> >~ (—1)"a,| < an.

. - n+1
5. Suppeneeko sarja (perustele)) (—1)" ——7?
pp ja (p ;EZ);( iy S
RatkaisuSovelletaan alternoivan sarjan suppenemiskriteeri@ijobn tarkistettava etta
n4+1 >0,
n24+n+1—

_|_

, n+1 .1 141
I T I R E
ja
n+1 (n+1)+1
n24n+1 (n+12+(n+1)+1
B (n+1)(n*+3n+3)—(n+2)(n*+n+1)
Pt D+ D2+ (n+ 1)+ 1)
B n?+3n+1 >0
(2 +n+ D)((n+ )2+ (n+1) +1) =
Alternoivan sarjan suppenemiskriteerin perusteellasarppenee.




6. Maarita N niin, etta virhe, joka syntyy kun sarjah_ne ™ summaa approksimoidaan
n=1

laskemalla yhteen sarjaki ensimmaista termia, on itseisarvoltaan 0~°.
RatkaisuKaytetaan suhdetestia ja lasketaan

(n -+ 1)e_(n+1)2 B n + 1e_2n_1

ne-n’ n
Kunn — oo niin niin 2e~2"*1 — ( ja jos nyt esimn > 3 niin 2le2m~1 < L
saadaan jog/ > 2,

00 Nain ollen

S 2 2 1 5
Z ne™™ < (N + NerWH' = 100y 4 1) (N7,
n=N+1 1— 100

JosN = 2 niin saadaant®(N + 1)e=™W+)* ~ 3.7. 107! jakun N = 3 saadaan®@(N +
e (N+1* ~ 4.5. 1077, joten riittaa valitaV > 3.

o0
7. MaaritaN siten, etta jos sarja§ Tl summaa approksimoidaan aarellisella summalla
n
n=0

N

E ﬁ’ niin virhe on itseisarvoltaan korkeintaaor©.
n
n=0

RatkaisuKoska0 < %5 < 2% = -5 niin sarja suppenee ja
- n | 11
2 wipiS X @Sy
n=N+1 n=N+1

joten jos halutaan, etté virhe on korkeinta@n® niin riittaa valitaV' siten, ett& = < 107° eli
N >708 >+/5-10° =~ 707.1

8. Suppeneeko sarja

2 —
p k2 4+ k p k—2
Ratkaisu: (a) Kirjoitetaan = k)-(l—k D = % (;21&2 = G C2 Selvastikin
limg oo 7 = 0 ]2 ﬁ)“ < joten sarjazk | k+1 suppenee alternoivan sarjan sup-
penmiskriteerin nojalla. Tmsaal# k2+k < k—Q ja koska sarj@ "~ | 2 = suppenee niin myos
sarja) -, ,;lk suppenee ja silloin alkuperainenkin sarja suppenekkifd@ainen sarja sup-
penee tietenkin myos alternoivan sarjan suppenmiskniteejalla.)
(b) Koska
VE+1
e k
lim 22 = lim +f — 10,

k—oo —= k—o0 —

Vi



jakoskasarjg ;- , - hajaantuu, niin todetaan vertailuperiaatteen nojalta,satrja hajaantuu.
k=1 /%

9. Oletetaan, etta, ,, > 0 kunn > ng jam > mg. Osoita, etta

o0 o0 o0 o0
D22 G = D D
n=ngo m=mo m=mo n=ng
(missa lukeex = oo jos sarjat hajaantuvat), eli tassa tapauksessa sumangssyksella ei ole
merkitysta.

RatkaisuOlkoonS = > >""_  a,, jostama on aarellinen luku ja muussa tapauksessa
olkoon S mielivaltainen positiivinen luku.
Jos nyte on mielivaltainen luku niin on olemassa luRd siten, etta

N = @
Z Z Apm > 5 — 3"
n=ng Mm=mgo
Jos jollakin n., ng < n, < N pé\teezmzm0 an,.m = oo niin loytyy M siten, etta
S e > S jasilloin myosY N STM o, > S — . Jos nain ei ole niin tode-
taan, etta koska maaritelman mukaan jokaiselpitedimy .o Y0 @ = Yoot
niin loytyy luku M siten, etta jokaisella, no < n < N patee

o0

M oo
c
nm> n,m 5
m;a’ m;ma’ 2(N — g1 1)
joten
N M N 0 c
n;m; an’m>n; (m;m a”’m_Q(N—noﬂ))
> S-S (N-ng+1) ¢ _s
) TN —me ) 0

Mutta silloin patee myos

00 00 M N N M
Z Zan,mz Z Zammzz Zan7m>5—6.

m=mgo N=ng m=mgo N=ng n=ng Mm=mg
Koskac oli mielivaltainen niin pate¢_°_ > a,, > S5 jaluvuns valinnasta seuraa etta
o0 o0 o0 o0
IBPICTEDID DL A2
m=mgo N=ng n=ng Mm=1myg

Samanlaisella paattelylla saadaan myQs., >~ Gnm > D> D7 a4, elivaite
on todistettu.

10. Josf(z) = > " a.a"jag(x) = >, b,a™, niin maarita luvut,, siten, ettdf (v)g(x) =
Yoo, c.x”. Sarjojen suppenemisesta ei tarvitse valittad. Kimjsarjat muodossa + a;x +

axx® 4 ... jaby+ bz + byx? + ..., kerro ne keskenaan, keraa yhteen termit joilla on sama
potenssi ja paattele taman perusteella miteesitetaan lukujen; ja b; avulla.



RatkaisuYksinkertainen lasku osoittaa, etta

<G0+G1$+G2$2—|—...><bo—|—bl$—|—62$2—|—...>
= agbo + (Gob1 + Cllbo)l' + (Gobz + aib + G250>5L’2 + ...
Tasta paatellaan, etta

n
c, = Zakbn_k, n > 0.
k=0

Tama jono (¢,):2, kutsutaan jonojen(a,) ja (b,) konvoluutioksi ja huomaa, etta sen
maarittelyssa esiintyy vain aarellisia summia jot ole tarpeen tehda oletuksia sarjojen sup-
penemisesta. Mutta olettaen, etta sarjat suppeneeaatdi, niin saadaan

f(x)g(x) = i apz” i A i i aph, zFtm
k=0 n=0

k=0 n=0
k o0 o0 o0 m
Y Y b =Y (z b)
k=0 m=n m=0 k=0
Potenssisarjat

11. Maarita potenssisarjan suppenemissateet:

suppenemissade.
RatkaisuTarkistetaan suhdetestin avulla milloin sarja suppenéssjetaan

5k+1l’k+1 k 1 2
lim W = lim <L> 5lz| = 5|z
k—oco Srer k—oo \ k + 2

(k+1)°

Suhdetestin nojalla sarja suppenee kil < 1 eli [+| < I ja hajaantuu kurs|z| > 1 eli
|z| > 1. Tasta paatellaan suoraan, etta suppenemissagle o

12. Etsi seuraavan potenssisarjan suppenemissade:
s 1.-2.3... k ok
Z
1-4-7---(3k —2)

k=1
RatkaisuTarkistetaan suhdetestin avulla milloin sarja suppenéssjetaan
(k+1)t-1-4-7-..-(Bk—2)2+) 1 k41, 1,

lim —

k—o0

— lim — "~
KU1 4-7-...-(3k—2) (3k+ L)a?*| stedk+1 3"

Suhdetestin nojalla sarja suppenee Kufl < 1 eli || < v/3 ja hajaantuu kurkz? > 1 eli
lz| > /3. Tasta paatellaan suoraan, etta suppenemissaga.o




13. Maarita potenssisarjan, -~ (—2)"2*" suppenemissade. Miten se voidaan maarittaa sum-
mafunktion lausekkeesta?

Ratkaisu:Kyseessa on geometrinen sarja missa suhde —2z%. Nain ollen sarja suppenee
tasmalleen silloin kuf—22?| = 2|z|* < 1 elikun |z| < % Nain ollen suppenemissade e}g
Geometrisen sarja summakaavasta seuraa, etta

o0

1
_2 n_2n — ]

n=0

Reaaliakselilla tama on hyvin maaritelty ja aametéin monta kertaa derivoituva funktio mutta
jos maaritellaanf(z) = ﬁ missaz on kompleksiluku niin nahdaan etta talla funktiolla
on singularitetteja nimittajan nollakohdassa, eli @ista: = i%i. Naiden etaisyys origosta
(zo = 0 sarjakehitelmassa) on tasmalleen suppenemissade.

14. Etsi annettujen funktioiden Maclaurinin sarjat sopivigirpssarjoja” hyvaksi kayttaen:

(a) et (b) sin <:1; — %) , (¢) asin <§> .

\ihje b-kohtaan: Kayta sinin yhteenlaskukaavaa.

Ratkaisu:
€))
g+l _ . g3 — i(gx)k_igk_ek
R AR
k=0 k=0
(b)
. < 7T> . T . 1 . 1
sin(z— —) =sinzcos — —coszsin — = —sinT — —COS T
i TN R
_ 1 : _ 1 = (_1)k 2k+1 = (_1)k 2k
_7§(smx—cos:1;)—ﬁ (kzo 2hE1) —; (Zk)'w
1 & L2k 22k
- _Z(_l)k 1 1
2 2k +1)!  (2k)!
(c)

T sin <§> = J}Z % <§>2k+1 _ Z %xzkﬂ‘

k=0

15.  Kehita funktio 55 sarjaksiy 2, an(z — 1)".



: 1 d 1
Ratkalsu.Koskai( 1) Sl —— ja potenssisarjoja voi derivoida termeittain, niin hae-
T

taan ensin funktionﬂg}r—1 sarjakehitelma ja kayttaen hyvaksi geometrisen ssufamakaavaa
saadaan
I S 1 1
r+1 242-1 2 1+4ia-1) 2 1-(-Y@-1)

2

Tasta saadaan derivoimalla

1 d - et m=n—1x~ (=D)"(m+1) m
(w+12 d:z;:z:—l—l e 2n+1 (- = mz::o gz (1)
— (=) (n+ 1) "
:Z In+2 (_1)
n=0

16. Esita integraalyo1 In(14¢%) dt sarjana. Montako termia sarjasta on laskettava yhtetta, jo
virheen itseisarvo olisi korkeintadf=°.

RatkaisuKoskaln(l + s) = 3°°° (= 1)™"<" niinIn(1 + 2) = 300 (—1)"*' £~ jolloin siis

o0

2 1 42n
/lnl—l—t dt / n+1 = E (—1)n+1/ t—dt
n

f— 0
s 1 2n+1 i
t 1
n—I—l _1 n+1
=Y = Y Sy

Jotta nahtaisiin, etta sarja todella voidaan integadiermeittain todetaan, etta koska sarja
S (=1t %" toteuttaa alternoivaa sarjaa koskevan suppenemistul@itssot niin patee

n=1
N n
mﬂ+ﬁ—;}0“f %T? € [0,1],
joten
11 2 '\ it 12" D
[maee- | >ens [
1 t2N+3 1
:[ (N+ DN +3)  (N+ 12N +3)
Jos NYtN = 705 Niin gsirgs = s > 1070 jajos N = 706 nin xogyones =

6
ooz < 107%. Nain ollen on sarjasta laskettava yhteen vahintdiirtermia.




17. Ratkaise differentiaaliyhtalo

(1 —a®)y"(x) = 2y’ () + k(k + )y(z) =0, y(0) =yo, y'(0) =y,
missak > 0 on kokonaisluku, sarjakehitelman avulla ja laske ainalalja ensimmaista termia.
Milla alkuarvojen arvoilla ratkaisu on polynomi?
Ratkaisu:Haetaan ratkaisu muodosgér) = > 7 a,z” jolloin y'(z) = >~ na,a" ',
ay'(z) = Y07 naza”, y'(z) = Y nln — aa"? = 327 (n 4+ 2)(n + a2 ja
¥y’ (x) =30~ n(n — 1)a,2™. Kun nama lausekkeet sijoitetaan yhtaloon saadaan
Z((n +2)(n+ Dapyz — n(n — Da, — 2na, + k(k+ l)an> " = 0.

n=0
Jotta meilla olisi ratkaisu on siis valittava siten, etta
(n+2)(n+ a2 —n(n — 1)a, — 2na, + k(k+ 1)a, =0,
eli
nn+1)—k(k+1)
nt2)ntl) ™
Alkuarvoista seuraa, ettg = iy, ja a; = y; joten saadaan

an—l—? —

B —k(k+1) B (3-2—k(k+1)(—k(k+1))
ay = #yo, a4 = A1 Yo, ...,
2 — k(k+1) (4-3 — k(k+1))(2 — k(k + 1))
a3 = T?Jh a5 = 51 Y1,

Tasta nahdaan, ettq» = 0 ja siten myos kaikkity. 2, = 0 muttaay142, ON Nolla ainoastaan
jos vastaava alkuarvo dn Nain ollen nahdaan, etta ratkaisu on polynomizjes= 0 kun £ on
pariton jay; = 0 kun £ on parillinen. Nama polynomit (kerrottuina sopivillakailla) ovat ns.
Legendren polynomej&; ja niilla on se hyodyllinen ominaisuus, etfél1 Pj(z)Py(z)dz =0
josj # k.

18. Ratkaise differentiaaliyhtalorty” (z)+xy'(x)+z*y(x) = 0 sarjakehitelmalla kup(0) =

Ljay'(0) =0.

Ratkaisu:Olkoon y(z) = > > a,x". (Koskay”(z):n kerroin on0 kun = = 0 niin ei ole
mitaan takeita siita, etta tama onnistuu tallsaté) Ehdoistay(0) = 1 ja y’(0) = 0 seuraa
ap = ljaar = 0. Nyty'(z) = D77 naa"tjay"(z) = > , n(n — 1)a,a""? joten

zy'(z) =30~ na,x" jazty"(x) = >0, n(n — 1)a,2". Samoinz?y(z) = > 7 ja,a"t? =

Yo, am—x™. Sijoittamalla nama lausekkeet yhtaloon saadaaoleid

av + Z ((n(n -1+ n)an + an_2> " = 0.
n=2

Tasta seuraa; = 0 (mika jo todettiin edelld) seké’a,, + a,_, = 0, el
a, = —ﬁan_z.

Koskaa; = 0 niin todetaan, etta,, = 0 kun» on pariton. Parillisilla indekseilla saadaan
1

o) = — Waz(k—l)a



josta helposti paatellaan, etta

1
_ k
a2 = (1) e

Nain ollen ratkaisuksi tulee (mikali sarja suppenee)
- (D oy
y(l‘) - Z 4k(k')2x .
k=0

Suhdetestin avulla todetaan, etta taman sarjan suppssiéde on aareton, jolloin kaikki edella

suoritetut laskut ovat kelvollisia ja kyseinen sarja oréii ratkaisu. (Tama funktio merkitaan
tavallisestiy(z) = Jo(z).)




