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Numeeriset menetelmat

1. Maarita virhe (tai ainakin sen suuruusluokka) kun défaiaaliyhtalony’(z) = f(z,y(x)),
y(xzo) = yo ratkaisemiseksi kaytetaan Eulerin menetelmaa pétkeldella’ ja lasketaan;
askelta (eli ratkaistaan yhtalo valillag, o + al).

RatkaisuOletetaan, ettd on jatkuvasti derivoituva jolloin voidaan osoittaa etiffetentiaa-
liyhtalon ratkaisu on kaksi kertaa jatkuvasti deriveduOlkoon Taylorin kehitelman mukaan

y(zn,+h) =ylz,) +y'(xa)h + %y”(s)hz,
missaz,, < s < z, + h. Differentiaaliyhtalosta seuraa, etta
y'(xn) = f(@n,y(2n)).

Koska Eulerin menetelman mukagn., = y,, + hf(x,,y,) niin saadaan

Y1 = Y(Tar1) = Yo — y(20) + ([ (20 y0) = [l@n,y(2a))) — 59" (s)h?
= Yo — yl(@n) + 0 fy(wn, ) (yn — y(2n)) — 39" (5)R?
misséat on pistey,,:n jay(x,):n valilla. Nain ollen on olemassa vakio} ja C; siten, etta
Y1 — Y(@os)] < (L4 Cih)lyn — y(2,)| + Co7

KOSkayo—y(l'o) =0 niin |y1—y($1)| S Cghz, |y2—y($2)| S <(1—|—Clh)—|—1>02h2 |ndUKt|0”a
osoitetaan sitten, etta

n

Y1 = yl@ngn)| < Ch > (14 Cih).

7=0
Koskal + Ch < €1 niin saadaan karkealla arviolla
Ynt1 — y(wnpr)| < Coh*(n + 1)e 00",
Jos nytr + 1 = £ niin saadaan
|Ynt1 — y(xo + ah)| < Coah€’® = O(h).

2. Ratkaise likimaaraisesti differentiaaliyhtal§z) = —xy (), y(0) = 1 Eulerin parannetul-
la menetelmalla laskemalla yksi askel askelpituudeha 0.2 ja kaksi askelta kun = 0.1.

RatkaisuKoskaz, = 0, yo = 1 saadaan Eulerin parannetulla menetelmallakun0.2
k1 = hf(xo,y0) =0
ky =hf(xo+ hyyo+ k1) = —0.04
Y =yo+ %(kl + ky) = 0.98
x1 =29+ h=0.2
On siis saatw(0.2) ~ 0.98.



Kun ~ = 0.1 saadaan Eulerin parannetulla menetelmalla
ki = hf(zo,90) =0
kQ = hf(l'o + h, Yo + kl) = —0.01
1
Y1 ="Yo + §(k1 + ky) = 0.995
1 = X + h = 0.1
ja sitten
kl = hf(l’l,yl) = —0.00995
1
Y2 = Y1+ §(k1 + ko) = 0.980175
Lo = 1 + h = 0.2

On siis saaty(0.2) ~ 0.980175. Naiden approksimaatioiden erotus on itseisarvolta@on175

ja koska tarkka ratkaisu dn9801986733067 niin nahdaan etta paremmai € 0.1, kaksi as-
kelta) approksimaation virhe on natnl 0~° ja se on selvasti pienempi kuin approksimaatioiden
erotuksen itseisarvo.

3. Sovella (4. kertaluvun) Runge-Kuttan menetelmaa yiay'(«) = xy(z), y(0) = 1. Las-
ke yksi askel kurk = 0.4 ja kaksi askelta kuh = 0.2. maarita virhe ja vertaa se approksomaa-
tioiden erotukseen. (Tarkka ratkaisu oif e)

Ratkaisu:Koskaz, = 0, yo = 1 saadaan Runge-Kuttan (4. kertaluvun) menetelmalla kun
h=0.4

ki = hf(z0,y0) =0
kQ = hf(l'o + %h,yo + %kl) = 0.08

1
1 = X + h = 0.4
On siis saaty/(0.4) ~ 1.083285333.
Kun 4 = 0.2 saadaan Runge-Kuttan menetelmalla
kv = hf(xo,y0) = 0
kQ = hf(l'o —|— %h,yo —|— %kl) = 002
1

Y1 = yo + g(kl 4 2ky + 2k3 + kq) = 1.0202

$1:$0—|—h:02



ja sitten
ki =hf

by = hf
by = hf
by =hf

z1,y1) = 0.04080805333

214 Shoyn + k) = 0.0624363216
214 Lhyyi + Lhy) = 0.06308516965
z1+ hyyy + ks) = 0.08666292024

PP\

1
yz=:y1+—6(k1+—2k2+—2k34—k4)::1083286993

Lo = X1 + h = 0.4
On siis saaty/(0.4) ~ 1.083286993.
Naiden approksimaatioiden erotus on itseisarvoltaan noi®. Koska ratkaisu on ="

niin y(0.4) ~ 1.08328706767496 joten |1.08329 — »(0.4)] < 1077 joten approksimaatioden
erotus on suurempi kuin paremman approksimaation virhe.

4. Ratkaise differentiaaliyhtalosysteemi

y1 () = 296y, (¢) — 198y4(1),
aluarvoillay,(0) = 33 ja y2(0) = 50 valilla [0, 1] kayttamalla Runge-Kuttan 4. kertaluvun
menetelmaa askelpituudelta= 0.01, A~ = 0.02 ja ~ = 0.04. Mita huomataan?
RatkaisuKun yhtalosysteemi ratkaistaan askelpituuksilla= 0.01 ja # = 0.02 saadaan seu-
raavanlaiset tulokset:

50 50

40 40

30 30

204 N\ 20

10 h 10
I I
1 1

Tassa ratkaisujen erotusten itseisarvojen suurimnvat avat0.1927 ja ja 0.3854 eli tassa ei
nayta olevan minkaanlaisia ongelmia. Mutta jos valita = 0.04 niin saadaan approksimaatiot
joiden arvot jo kohdalla: = 0.4 ovat~ 10° eli taysin pielessa.

Syy tahan on se, etta jos maaritellagnt) = —3y(t) + 2y2(t) jauz(t) = 2y (t) — ya2(t)
niin funktiot «, ja u, toteuttavat differentiaaliyhtalosysteemin

uh (1) = —100uq (1),
uy(t) = —ua(t).
Alkuarvoina onu,(0) = 1 ja uy(0) = 16. Alkuperaisen systeemin ratkaisun kannaltaon

aika merkitykseton ja lahestyy nopeasti nollaa mutta khtélo ratkaistaan numeerisesti as-
kelpituus on kertoimenr-100 takia valittava suhteellisen pieneksi (eli paljon pieneiksi kuin



mita toinen kerroin-1 sinansa vaatisi). Tassa on siis kaksi aikaskaalaagjagpnpi maarittaa
suurimman mahdollisen askelpituuden.

Implisiittisella Eulerin menetelmalla ja askelpitwlt 0.1 saadaan seuraavanlainen rat-
kaisu ja jos lasketaan taman ja edella askelpituuddllalasketun approksimaation erotus niin
se on korkeintaaf.5652 ja 0.8479 eri komponentilla. Eli implisiittisella menetelmalaadaan
kohtullinen approksimaatio jo aika pitkalla askelpitielia.
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5. Selvita mika on yhden askeleen virhe eri menetelmissalsmalla niita yhtaloon’(z) =
ay(z),y(0) = 1 kun askelpituus on.

RatkaisuTarkastellaan ensin parannettua Eulerin menetelmbrjadaadaan

ky = h(f(xo,y0) = ah,
kQ = hf(l'o + h,yo + kl) = Oéh(l + Oéh),

1 1 1
Y1 = Yo + §(k1 + k) =1+ §(ozh + ah + (ozh)z) =14 ah+ §(ozh)2.
Tarkka ratkaisu on tietenkin ) = € = 1+ ah + +(ah)® + L€(ah)?, missat on0:n jach:n

valilla. Tasta nahdaan, etia — y(h) = O(h?).
Seuraavaksi tarkastellaan implisiittista Eulerin mefrata jolloin saadaan

h
k= hf(zo+ hyyo+ ki) = ab(l+ k) = k= ﬁﬁ
o =14 ah
Y1 = Yo 1= 1 —ah
Tassa tapauksessa nahdaan, etta
B aoh L, 5 _ah—(l—ah)ah L, 5
yl—y(h)—l—l—l_ah—<1+ah+2€(ah)>— o —2€(ah)

_ (O‘h)z 1, 2 _ 2
=1 o7 —§e(ah) = O(h?).




Tarkastellaan lopuksi viela implisiittista keskipistenetelmaa:

ah
kl = hf(l'o + %h,yo + %kl) = Oéh(l + %kl) = kl = ﬁ,
20é
O A L
Y1 = Yo 1= 11— %ozh'
Tassa tapauksessa nahdaan, etta
ah 1 1
—y(h)=1 — {1+ ah+ =(ah)* + =€ (ah)?®
=) =1+ = (1 e Slon+ e
ah — (1 — %ozh)(ozh + %(ozh)z) I
= i h)3
1 —ah 6e (k)
l(ozh)?’ 1
= i‘ — —€(ah)® = O(h?)

6. Ratkaise likimaaraisesti differentiaaliyhtaldx) = = — y()?, y(0) = 2 Eulerin implisiit-
tisella menetelmalla laskemalla yksi askel askelgiella’ = 0.1.

Ratkaisu:Koskazo = 0, yo = 2 ja h = 0.1 saadaan Eulerin implisiittisella menetelmalla
yhtaloksi

y1=1yo+ hf(zi,y1) =2+0.1-(01—yi) eli yi4+10y; —20.1=0
josta saadaan
1 = —HE£v25+20.1 = -5 £6.7157.

Koskay; =~ yo niin valitaan+-merkki ja saadaagy, = 1.7157

7. Ratkaise differentiaaliyhtal®(z) = —zy(x), y(0) = 1 numeerisesti valillgo, 1] kayttaen
implisiittista keskipistemenetelmaa ja askelpituaksl1, 0.05 ja 0.025. Olettaen, etta virhe pis-
teessa = 1 on~ C'h"™, paattele mikan voisi olla.

Ratkaisuimplisiittinen keskipistemenetelmassa on ratkaistavghtalosta
k= hf(xn + 3hoyn + 3k1),
eli tassa tapauksessa
M@+ 5h)y.
1+ ih(z, + 1h)

Nain ollen saadaan
B h(x, + %h)yn _ 1 - %h(:z;n + %h)
1+ Lh(z, 4+ 2h) 1+ Sh(z, + 3h)

Yn+1 = Yn Yn -

Tulokset ovat seuraavat:

h 0.1 0.05 0.025 | 0.00125
y(1) ~ | 0.60640| 0.60650| 0.60652| 0.60653




Olkoona( %) approksimaatio kun askelpituus 6nJosa(h) — y(1) ~ C'h™ niin
a(h) = a(%) m CH™(1—27"),
ja erikoisesti
(e Chr o
a(d)—a(t)y ~ Chm27m(1 —27m)
Tassa tapauksessa saadaan

m

b0.1) = 0.60640 — 0.60650
060650 — 60652

— 3.9845,
ja
0.60650 — 60652
b(0. = = 3.9961.
(0 05) 0.60652 — 60653

Koska2? = 4 niin paatellaan taman perusteella, etta tagsauksessan = 2.

8. Kirjoita differentiaaliyhtaloy” () = xy(z) + y(x)y'(x), y(0) = —1, ¥'(0) = 1 differen-
tiaaliyhtalosysteemina ja laske yksi askel 4. kertaluRunge-Kuttan menetelmalla kayttaen
askelpituuttah = 0.2.

RatkaisuMerkitaany’(z) = u(z) jolloin u'(x) = y"(z) ja yhtalosysteemiksi tulee

d%; (yED - (wy(x) fj(x)u(x)) ’ (yE(S;) B <_11> ‘

Merkitaanw(z) = (yg‘f;) jaw; = (Z]> Runge-Kuttan menetelman mukaisesti lasketaan
J

0.2
K, — hf =02 )=
1 (Slfoawo) 0 <:1;oyo + youo> <_0‘2>

ko = hf (2o + %h7WO + %kl)

_0.9. 1—-0.1 _( 0.18
e (0+0.1)(=1+01)4+(=140.1)(1 =0.1) /)  \—0.18
ks = hf(zo + %h7WO + %kz)

—02. 1 —0.09 _{ 0.1820
T (04 0.1) (=1 4 0.09) + (=1 +0.09)(1 —0.09) ) = \ —0.1838
k4 = hf(l’o + h, Wg + kg)

—02. 1 —0.1838 _( 0.1632
TP (04 0.2)(—1 4 0.1820) + (—1 4 0.1820)(1 — 0.1838) /) — \ —0.1662
jolloin

6 0.8177

Nain olleny(0.2) ~ —0.8188 jay’(0.2) ~ 0.8177.

1 —0.8188
W1:(Zi):Wo+—(k1+2k2—|—2k3—|—k4):< )




9. MerkinnallaO(g(x)) (valilla (a, b)) [kunx — «] tarkoitetaan jokin funktigf(x) jolle patee
|f(z)] < Clg(x)]]jollakin vakiollaC (kunz € (a, b)) [kun|z—a| < éjollakin é > 0 (josa € R)
jakunz > P jollakin P josa = c0)]. Miten lausekettaD(h(x)) = O(g(z)) olisi jarkevalla
tavalla tulkittava ja miksi tasta ei silloin aina seuradaO(g(x)) = O(h(x)). Selita miksi

(@) O(z®) + O(2*) = O(2®) kunz — 0 (taiz € (—1,1));

(b) O(z?*) — O(2?) = O(a?);

(€) h(2)O(g(2)) = O(h(z)g(x)).

RatkaisuJarkeva tulkinta lausekkeel@(/(z)) = O(g(x)) on etta jos meilla on funktig'(x)
jolle patee|f(x)| < C|h(x)| jollakin vakiolla C' niin patee myosf(z)| < C'|g(x)] jollakin
(toisella) vakiollaC’. Mutta tasta ei tietenkaan seuraa, etta varmuudéjityy kolmas vakio
C" siten, ettdg ()| < C"| f(x)].

(2) Josi /()| < Culs*|falg(r)| < Cols*| kun|z| < 1niin [£(x) +g(r)| < (Cr+ Co)la’
kun|z| < 1 koskaCs|z| < Cy, elijosf(x) = O(2?) jag(z) = O(z*) niin f(z)+g(z) = O(2?).

(b) Jos| f(x)| < (22| jalg(x)] < Cale| kunz| < 1 niin |f(z) — g(x)| < (C) +Cy)|a?|
kun|z| < 1 elijos f(z) = O(2?) jag(xz) = O(«?) niin f(z) — g(:z;) = O(z?). )

(c) Jos|f(x)| < Clg(x)| niin [h(x)f(x)| < C|h(x)g(x)], eli jos f(x) = O(g(x)) niin
h(x) f(x) = O(h(x)g(x)).

Jonot ja sarjat

10. Tarkastellaan rekursiivisesti maariteltya lukujonoa

1 3
a; = 17an+1 = §(an—|-a—)7n: 1727...

n

Luettele jonon 4 ensimmaista lukua, ja osoita, etta
(@) a, > /3, kunn > 2 (Mhje: Mika on funktioni(z 4+ 2) minimi, kuna > 0 ?)
(b) jono on (lopulta) vahenevaihje: Tutki erotustaz,, .1 — a,, ja kayta (a)-kohdan tulos-
ta).

Jono on siis suppeneva (perustele). Etsi jonon raja-arvo.

Ratkaisu:Jonon 4 ensimmaista lukua oviat2, I, 22,

(a) Funktlonf( ) = 1(z 4+ 2) minimin ldytamiseksi tutkitaan sen derivaatan nollatezh
fllx)=3— ﬁ =0,= = = /3 (z > 0). Nyt patee myostim,_., flz) = limy_o f(2) = o0,
jotenz = \f 3:ssa on minimi funktiollef (z), kunz > 0. Tasta seuraa, etta lukujonossa, jonka
ensimmainen termi on positiivinen ei voi esiintya terénjgille a,, < /3.

(b) Tutkitaan vihjeen mukaisesti erotusta,; — a,, = ta, + % —a, = 3(—a, + %) >
0 <= (-t + ) <0 = %f’ < 0 ja tama on voimassa kaikilla > 2. Raja-arvosta
tiedetaan, ettim, ... a, = lim,_« .41 = L, = L = 1(L + 2) josta saadaan, etfa= /3,
(koskal > 0).

11. Esita luku0,132132132... rationaalilukuna.



RatkaisuKoska numerot 32 toistuvat voidaan luku Kirjoittaa muodossa

132107 41321070 + 132107 ... = > 132107 =132 (1d5)"
n=1 n=1
_ gy T _ 132 132

44

— L T 7000—1 999 333

1000

12. Yritystekee investoinnin kohteeseen, josta se vuoderskegpsaa kassavirtana 5000 euroa.
Seuraavina vuosina kassavirran arvoidaan olevan 60000 &0roa jonka jalkeen arvoidaan,
etta kassavirta pienenee 3 % vuoisttain. Maarita kaeidegen yhteenlaskettu nykyarvo kyseisen
vuoden alussa kun laskentakorkona kaytetaan 7 %. (3&sréakorko omr niin &:n vuoden

kuluttua saatavan rahasummahnykyarvo on(1 + r)=*M.)

Ratkaisuinvestoinnista saatavat kassavirrat oMi0, 6000, 7000, 7000(1 — 0.03), 7000(1 —

0.03)? jne. ja taman kassavirran nykyarvo tulee silloin olemaan

(140.07)~" - 5000 + (1 + 0.07)~% - 6000 + (1 + 0.07)~* - 7000

+ (140.07)"*-7000 - (1 —0.03) + (1 +0.07)5- 7000 - (1 — 0.03)> + ...

= 4672.90 + 5240.63 + Y (1 +0.07)™7 - 7000 - (1 — 0.03)'~*
7=3

1 40.07)=2 - 7000
= 4672.90 + 5240.63 + L+ )

| _ 1-0.03
140.07
1.07)~% - 7000 70000
— 467200 + 5240.63 4 00 = 467290 4524063 + 1 oo
.07 '

= 4672.90 4 5240.63 4 61140.71 = 71054.24.




