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Usean muuttujan funktiot

1. Van der Waalsin kaavan mukaan kaasun paine voidaanak#tivalla

nRT n?a
V—nb V2’
Tunnista tassa kaavoissa vakiot, parametrit ja muuttuja
Ratkaisu:Mitaan ehdotonta ja aina patevaa rajaa vakioiderarpatrien ja muuttujien valilla
ei voida vetaa. Tassa tapauksessa kaasuvgkie 8,314510 J/(molK) on ilmeisesti vakio,
luvut ¢ ja b voidaan myos pitaa vakioina kun tarkastellaan vaimykdasua, mutta niita voi
my0s pitaa parametreina jos tarkastellaan monta stéld&aasua. Moolimaaravoi olla joko
parametri tai muuttuja kun taas yleensa tilaviiug lampaotilaZ” ovat muuttujia, mutta nekin
voivat olla parametreina mutta harvoin vakioina. Nairenlvoidaan esimerkiksi esittaa paine
kahden muuttujan funktiona

p:

p=fV.T).
Toinen mahdollisuus on esittaa paine yhden vektorinmantfunktiona

r=o((r)

Yleensa ei tehda eroa funktiodgnja ¢ valilla vaan ne pidetaan saman funkiona. Yhta hy-

vin paine voisi olla kolmen muuttujan funktip = A(V,T,n) tai yhden kolmeulotteisen vek-
Vv

torimuuttujan funktiop = & T . Tassa vektorit voitaisiin yhta hyvin kirjoittaa vaa-
n

kavektoreina. Jos otetaan parameirje b huomioon saadaap = F'(V,T,n,a,b) tai esim.

V a
o (1) 0
n

Tassa ei siis ole kysymys oikeasta tai vaarasta isukta vaan selkeasta ja tarkoituksen-
mukaisesta tai sotkuisasta ja harhaanjohtavasta esigsta

2. Olkootf:R* —» R? ¢:R®> — R*jah : R — R® kuvaukset

fx)=(2y,x+y), x=aityj, gle,y,2)= (ii) , hlz)=i+aj+ a2k
Muodosta yhdistetty kuvausf o g o 2)(z) = f(g(h(x))) (identifioimalla eri tavalla esitetyt
vektorit).

Ratkaisulasketaan ensig((x)) ja saadaan
_ oy (12 [x
e =gttty = (1 5) = (5).

Flo(h(2)) = fai+2%) = (z- 2" 2 +2%) = («", 2 +27).

Silloin




Raja-arvot

3. Maarita raja-arvot
1
(@ tm WL
(z9)—(3.0) y — sin()
. r+y—4
b) 1 —
O . Va2
Ratkaisu(a) Sijoittamallaz = 7 jay = 0 saadaan nimittajan raja-arvokst-sin(5) = —1 # 0
jolloin koko lausekkeen raja-arvoksi tulee
cos(0) + 1 2 5
0 —sin(7) -1 7
(elitama on niin yksinkertainen tapaus, ettei sita agteehka kannattaisi kasitella ja siita syysta
tallaisia esimerkkeja tulee harjoituksissa ja kokelssavoin vastaan!)

(b) Kun(z,y) — (2,2) niin « + y — 4 ja koska oletetaan, etté+ y # 4 niin saadaan

, z+y—4 . t—4 . =WVt +2)
lim ——— =1lim = lim
o= Tty =2 =it —2 = (VE=2)(VE+2)

z+y#
t—4 t4+2
= lim( )(\/4_

t—4 t —

):m(ﬁm)ﬂ.

4. Osoita, ettei raja-arvo lim ei ole olemassa.

(z,9)—(0,0) 22 + y?
RatkaisuEnsiksi todetaan, etta yleisesti patee,_.o, f(at, ) = L josa? + beta? > 0 ja
limy, y)—(0,0) f(2,y) = L. (Jose > 0 niin on olemassa > 0 siten ettd f(z,y) — L|e aina kun
0 < /a2 +y? < §jotenjosO < ¢ < §/+v/a? + beta? niin /(at)? + ()% < § ja saadaan
|f(at, Bt) — Lle.) Nyt
(a)(8) _ . _aB __aB
m ————= = l1m = .

t—0+ (at)? + (Bt)? =0+ + B2 o+ 32

Jos nytlim, ,y—(0,0) % = L eliraja-arvo on olemassa saadaan
aff L
Oé2 _I_ﬂQ

mutta josa = 0 ja # = 1 niin saadaarl, = 0 mutta josa = 3 = 1 saadaarl. = ;. Tasta
ristiriidasta seuraa vaite.

5. Maarita raja-arvo
yx? cos(l) + 2% sin( L )

z T

lim > > 5
(2,y,2)—(0,0,0) e+ Yy -+ =z
2#0,2#0



RatkaisuTermitcos(1) jasin(1) ovat hankalia eika niilla ole raja-arvoa kgn, y, z) — 0 joten
yritetaan paasta niista eroon ja se tapahtuu totéanmra|cos( ) <1lja |sm( )] <1 joten

yx Cos( )+ 2° sm( ) ly|z? + |2°|
x? +y? 4 22 _:1:2+y + 2%
Lisaksiz? +y? + 22 > z?jaz? + y? + 22 > 2% joten

ya? cos(L) + z7sin(2) ylz? |23
: el P LA W)
T —I—y + z T z
ja koska
lim + |z = lim + lim z| = lim|y| + lim|z| =04+ 0 = 0,
o D) = I =l + e

niin kuristusperiaatteen nojalla seuraa, etta myos

) yx Cos( )+ 2° sm(l)
lim

(,y,7)—(0,0,0) x? +y? + 22
2#0,2#0

=0.

6. Olkoonf :R? — R,

1, kunz® <y <22% x>0
flz,y) = .
0  muulloin.

Piirra joukko{ (x,y) | f(x,y) = 1}. Onko funktiollaf raja-arvo origossa? Mika on funktion
raja-arvo origossa kun lahestytaan suoraa pitkin. Agnaafinen”perustelu eli piirra "mielival-
tainen”origosta lahteva sade ja paattele mill&satvaleilla funktiof saa arvord ja milla se
saa arvori.

Ratkaisu:

iy
Funktiolla f ei ole raja-arvoa origossa, koska jos valitaan mika tahé&sateinen ympyra,
niin sen sisapuolelta 1dytyy pisteita, y) missaf(z,y) = 0 (kaikki pisteet missa < 0 tai
y < 0jax?+y? < 62 muttatoisaalta sen sisapuolelta loytyy esim. mybsap@%t%) (oletetaan,
ettds < 1) jossa funktion/ arvo onl koska($)? < 3‘52 < 2(£)2. Jos raja-arvo olisi olemassa
ja olisi « ja valittaisine = 1 niin loytyisi 6 > 0 S|ten, etta kurd < /2?2 + y? < 6 niin
|f(x,y) — a| < e = {. Mutta tasta seuraisi, etfd — a| < 1 ja|0 — a| < 1 jolloin |1 — 0] <
T+ 1 = 1 mika on ristiriita.

»-lkl’—“'



Kun lahestytaan suoraa pitkin niin raja-arvokoska joko funktio on kaikkialla suoralla
0 tai sitten se ol suoran osajanalla, joka ei kuitenkaan ulotu origoon asti.

7. Maarita raja-arvo
3
lim 6:1: Y >
(x,y)—>(0,0) X —I_ Yy
RatkaisuJos valitaanr = ot jay = (3t ja lasketaan raja-arvo kun— 0 niin saadaan

1. a3ﬂt4 L Bﬂt2
tl_{% a6 + (12 - tl_{% b1t - 5
joten paatellaan, etjé@sraja-arvo on olemassa niin se @riMutta raja-arvo ei voi olla olemassa
koska jos valitaan = ¢ jay = t° ja lasketaan raja—arvo kun— 0 niin saadaan vastaukseksi
133
li =lim- = -
tl—%l t6 —|— t6 t—>0 2 % 0

Y

8. Olkoon f(z,y) = 1@;2906 (x,y) € R% Onko vaikeata osoittaa, etfaon jatkuvaR*:ssa?
Olkoong(z) = lim,—. f(x,y). Onko funktiog jatkuvaR:ssa?

RatkaisuKoska funktioty — y* ja z — 2° ovat jatkuvat niin myos funktiotz, y) — y* ja
(x,y) — 2° ovat jatkuvat, samoin funktidtr, y) — y*2® ja (z,y) — 1 + y*2° ovat jatku-
vat koska jatkuvien funktioiden tulo ja summa ovat jatkuwaskal + y?z® > 1 > 0 niin
my0s funktio(z,y) — 5 +y2 = on jatkuva, koska jatkuvien funktioiden osamaara okuyaa
kaikissa pisteissa missa nimittaja gn0. (Huomaa, etta tata paattelya olisi voinut tehdédvi
yksityiskohtaisemmin, esim. antamalla tarkemmat pelutssdle, etta vakiofunktiot ja 4 ovat
jatkuvat, mutta tavallisesti nyt esitetty paattelykiemee turhan pitkalle, eli tarkein tarkistettava
asia on ettei nimittaja oleé, muuten jatkuvuus on kaikilta osilta ilmeisen selva!)

Koskay?2® = 0 josz = 0 niin

0= g
Josx # 0 niin 2® > 0 jalim,_ . (1 + y?2°) = oo josta seuraa, etta
Nain ollen
4, josz =0,
9(z) = {0, josz #£ 0,
ja

lim g(x )_iE%Ozﬂ%f(O):

r—0
Siis, ¢ ei ole jatkuva pistessa = 0.
Helposti nahdaan myos, eftfién,_.q 1+;+x6 = 4 kaikilla y joten

lim (hm e, y)) £ tim (1im f(r.9))

r—0

Tassa tapauksessa raja-arvojen jarjestysta ei siauaaa.




Osdittaisderivaatat

9. Muodosta funktionf(x,y) = sin(xz/x + y) kaikki 1. ja 2. kertaluvun osittaisderivaatat
muuttujienz ja y suhteen.

RatkaisuSuoralla laskulla todetaan, etta

S +
fol@,y) = cos(zv/a + y)f/%,
fu(@,y) = cos(z/z + y)Q\/%Ty’

fxy(il?,y):—sin(x\/gT)z( jrr +Cos(xm)< 1 ey )

y) Vity 2ty

) Sy 2 3 Sy
foz(x,y) = —sin(zy/z + y)% + cos(zv/T + ¥) (2\/m - 2 x—:_?;i*) 7
foy(@,y) = —sin(zv/x + y)m — cos(zv/x + y)ﬁ-

10. Mikko laski funktiong 1. kertaluvun osittaisderivaatat ja sai tulokseksi

gu(x,y) = 22y —sin(xy),  gy(x,y) = 2¢°y — &* cos(xy).
Mista nahdaan, etta Mikko on laskenut vaariA(hae funktiotay vaan laske osittaisderivaat-
tojal!)

Ratkaisu:Jos derivoidaan, muuttujany suhteen niin saadaan
Gy = dxy — x cos(xy),
ja jos derivoidaar, muuttujanz suhteen niin saadaan
Gy = 42y — 22 cos(zy) + 2Py sin(zy).

Koska kaikki osittaisderivaatat ovat jatkuvia niin pgéolla ¢, = ¢, kaikissa pisteissér, y)
mutta tassa tapauksessa nain ei ole, joten jossainesshen laskettu vaarin.

11. Funktiou(t, ) toteuttaa yhtalom,(t, z) = u,,(t,z) kunt > 0ja0 <z < 1 jau(0,t) =
u(1,t) = 0. Maarita vakioty, 3 ja~, siten, etta jos(s, y) = u(~ys, ay + ) niin v(s, y) toteuttaa
yhtalonov,(s,y) = av,,(s,y) kuns > 0jaA <y < Bjav(s, A) =v(s, B) = 0. Miten u(0, x)
olisi valittava jottav (0, y) = f(y), missaf in jokin annettu funktio?



Ratkaisu:Ehdoista seuraa, etta kuh < y < B niin pitda olla0 < ay + # < 1. Lisaksi
vaaditaarvA + 3 = 0 jaaB 4 3 = 1. Tasta seuraa, ett{ B — A) = 1, elia = z1 jolloin

B = —52. Nainollenv(y, ) = u(ys, %) ja

1 y— A
vy(s,y) = B_Al\" B4/
1 y— A
vyy(s,y) = mum TS, B_A)

(s,y) = y—4A
Us\S5,Y) = Ut 737B_A .

Tasta seuraa, etta

y— A a y—A
vs(s,y) — avyy(s,y) = yu B A _(B—A)zum R A)

Koska oletuksen mukaan (vs, £25) = .. (vs, L5 Niin vy(s,y) = avy,(s,y) mikali v =
ﬁ. Nain ollen on siis valittava

_ 1 _ A B a
Lisaksi nahdaan, etté jeg0,y) = f(y) niin w(0, ay + 3) = f(y) ja merkitsemallay + 3 = «
saadaan = < (z — j3) joten

u(0,2) = f ((B — A) (:1; + 37:)) = f((B — A)z + A).

(Tasta siis nahdaan, etta kun ratkaistaan tany@pigia osittaisdifferentiaaliyhtaloita, riia”
tarkastella tapausta kun< = < 1 ja yhtalo on muotoa; = u,.,.)




