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1. Ratkaise differentiaaliyhtalo

y'() + (A4 0)y' (1) + (4 4+20)y(1) =0, y(0)=1, ¥'(0)=-1,
missas > 0. Mita tapahtuu kurd — 07?
RatkaisuKarakteristinen yhtalo on

N+ @+OA+4+28)=0
josta seuraa, etta

A= 2l 4264+ 16— 428 = {:;’_5'
Yleinen ratkaisu on siten

y(t) = ;€% + coe (2O
Kun sijoitetaan alkuarvot saadaan

1 =y(0) =c1 + e,

—1=19'(0) = —2¢; — (2 + §)ca.

Tasta saadaan = 1 — ¢z jasitten—1 = =2+ 2c; — 2c; — Sz €lic; = — 1 jacy = 1+ 1. Nain
ollen ratkaisu on

y(t) = e + % (e72 — =2+t

I'Hopitalin saannolla saadaan

N —(2+8)t\ _ 1
(lsl_r% 5 (e —e ) = lim

joten kuné — 0 saadaan ratkaisuksi€ + te~%.

2. Hae differentiaaliyhtalon
(@ y"(t)+ 10y'(t) + 25y(t) = 0, (b) y"(t) + 10y(t) + 21y(t) = 0,
yleinen ratkaisu.
Ratkaisui(a) Karakteristinen yhtalo on
A+ 10N +25 =0,
Tasta saadaan ratkaisuksi,
Y {:i
Differentiaaliyhtalon yleinen ratkaisu on siis
y(t) = €77 + cote”.
(b) Karakteristinen yhtald on
M 4100+ 21 =0,



Tasta saadaan ratkaisuksi,

-3
A= -5+V25 -2 :{ -

Differentiaaliyhtalon yleinen ratkaisu on siis
y(t) = 7% + et

3. Hae differentiaaliyhtalon”(t) + 9y(¢) = 81¢* + 6 sin(3t), yleinen ratkaisu.
RatkaisuHomogeenisen yhtalon karakteristinen yhtalo on
A 4+9=0,
Tasta saadaan ratkaisuksi,
i3,
- { _
—13.
Homogeenisen differentiaaliyhtalon yleinen ratkaisusos
yn(t) = ¢1 cos(3t) + ¢y sin(3t).
Koskacos(3t) jasin(3t) ovat homogeenisen yhtalon ratkaisu pitaa yksitykaisun yritteeksi
ottaay,(t) = A+ Bt + Ct* + Dt cos(3t) + Et sin(3¢). Silloin y]’)(t) = B+42Ct+ D cos(3t) —
3Dtsin(3t)+ E sin(3t) +3Ft cos(3t) ja y]’)’(t) = 2C' —6D sin(3t)— 9Dt cos(3t)+6 £ cos(3t) —
9Etsin(3t). Kun nama lausekkeet sijoitetaan yhtaloon saadaan
2C — 6D sin(3t) — 9Dt cos(3t) + 6 F cos(3t) — 9t sin(3t)
+9A + 9Bt + 9Ct* + 9Dt cos(3t) + 9Et sin(3t) = 81¢* + 6sin(3t),

josta seuraa, ettd ' + 94 =0, B =0,9C =81, —6D =6jak =0,eliC =9, A =—-2ja
D = —1. Yhtalon yleinen ratkaisu on siten

y(t) = yn(t) + yp(t) = c1cos(3t) + co8in(3t) — 2+ 912 — t cos(3t).

4. Maarita yhtalomy”(¢) + by'(t) + cy(t) = f(t) jokin yksityisratkaisu (kun oletetaan, etta
a # 0).

RatkaisuKoska 1. kertaluvun yhtalow'(¢) + ay(t) = f(t), y(0) = 0 ratkaisu voidaan kirjoit-
taa muodossgg g(t — s)f(s)ds missag(t) = e ' niin yritetaan tassakin tapauksessa kayttaa
samanlaista integraalia, eli yritetaan loytaa ysiatkaisu joka on muotoa

= [ gt — 5)f(s) ds.

Derivoimalla saadaan



Koska ei ole yleensa mitaan takeita siita, ¢t@n derivoituva ja koska ratkaisun pitaa olla kaksi
kertaa derivoituva niin valitaam0) = 0. Silloin

/0 =050+ g — ) f(s) ds,

ja naiden tulosten perusteella saadaan

13
ay"(t) + by'(t) + cy(t) = ag'(0) f(t) + / (ag"(t —s) +bg'(t = 5) + cg(t — s)) f(s) ds.
0
Nain olleny on differentiaaliyhtalon ratkaisu ainakin jagson homogeenisen differentiaa-
liyhtalon
ag”(t) 4+ bg'(t) + cg(t) = 0,

1

ratkaisu alkuehdoillg(0) = 0 jag'(0) = .

5. Kappale, jonka massa on kiinnitetaan jouseen, jonka jousivakio dn Jos kappaleen
poikkeama lepotilasta on hetkellédn y(¢) niin my”(¢) + ky(t) = 0. Jos tahan lisataan "iskun-
vaimennin” niin yhtaloksi tuleeny”(t) 4+ ay'(t) + ky(t) = 0 missaa > 0. Miten luku « olisi
valittava, jos halutaan, etta kun kappale on siirrettyspepotilasta se palaa sinne mahdollisim-
man nopeasti ilman heilahduksia, eli jp&) > 0jay’(0) = 0 niin y(¢) > 0 kaikilla¢ > 0 ja
y(t) — 0 "mahdollisimman nopeasti”?

RatkaisuDifferentiaaliyhtalon karakteristinen yhtalo em\? + e\ + & = 0. Jos juuret ovat +

i 3 niin ratkaisu on muotoa, € cos(3t) + € sin(3t) ja silloin ei padey(¢) > 0. (Annetuilla
alkuarvoilla saadaan ratkaisuksf eos(5t) — %eaf sin(4t) ja tama on negatiivinen esimerkiksi

kunZ < Bt < x.) Jos ndin ei ole niin juuret ovat negatiivise, = —;= + /<% ja
Ay = —5- — “tg’;m. Tassa tapauksessa ratkaisuksi tulee
ex\lt o e/\2t
el (=) ———
+(=X\1) Ny

Tasta paatellaan, etta ratkaisu menee "mahdoiiisan nopeasti” kohth jos A; on niin pieni
kuin mahdollista. Koska: ja k& ovat vakioita riittaa tarkastella funktiota

h(a) = —a+ Va*>—4mk, a>2Vmk.
Koska

_\/a? _—
h'(a)=—1+ a =4 @ — dmk >0, a>2vVmk
Va? —4Amk Va? —4Amk

niin ~(a) on kasvava funktio ja se se pienimman arvonsa&wm mahdollisimman pieni, eli

kuna = 2vmk.

6. Toisen kertaluvun lineaarisella homogeenisella diffaeatiyhtalolla
2 (x + 1)y" — 22y’ + 2y = 0,

on ratkaisuy (x) = « (tarkistal). Etsi toineny(; :sta riippumaton) ratkaisy, yritteellay,(x) =
v(a)y1(x) (eli siis nytyz(x) = v(x)x). Mikd on yhtalon yleinen ratkaisu?



RatkaisuSijoitetaarny; (z) = z, y;(z) = 1, y{(x) = 0 yhtaldoon jolloin saadaan?®(z 4+ 1) - 0 —
20 -1 422 =0, eliy; () = 2 on ratkaisu.

Olkoonys(x) = v(x)yi(x), jolloin yi(x) = v'(a)x + v(x) jayy(z) = o"(a)x + 2v'(x).
Sijoitetaan nama alkuperaiseen yhtaloon jolloiadsan

:1;2(:1; + 1)(v"(2)x + 20'(2)) — 22(v'(z)x + v(z)) + 2v(x)z =0
eli
2 ((x + 1" (x) + 20'(z)) = 0.
Sijoituksellap = v’ saadaan 1. kertaluvun separoituva differentiaalightal”

(v +Dp'(x) +2p(x) =0 =

- /Z((j))dx:_/xildx

1
=  In(]p(z)|=2In(jlz+ 1)+ C=n—-=+C

Ty
= o=
= v(x):/p(x)dxzcl/mdx
1
:_Clx—l—l + D

Otetaan siig/(x) = 5, jolloin y,(z) = %5 ja yhtalon yleinen ratkaisu op(z) = Ay (=) +

Bys(x) = Az + le’l.

7. Olkoonf(z,y) = P(z,y)i + Q(z,y)j jatkuvasti derivoituva ja olkoo@(((j))) differenti-
aaliyhtalosysteemin
X'(t) = P(X(1),Y(1)),
Y1) = Q(X(1),Y (1)),
ratkaisu. Jo) C R? niin maaritellaan kur > 0
D(t) = {(X(1),Y(?)) | (X(0),Y(0)) € D}.
Anna riittava ehto sille, ett®(¢):n pinta-ala on sama kuin joukdn pinta-ala.

RatkaisuMerkitaanv (¢, u) = (iﬁg;) kunu = (if((((())))> . Jos nyt merkitaan

niin todetaan ketjusannon avulla, etta
w'(t) = A(t)w(1),
missaA(t) = f'(v(t,u)) jaw(0) = I (yksikkomatriisi).



JoukonD(t) pinta-ala on tietenkin// , ,, ddy. Tassa integraalissa tehdaan muuttujan

vaihto
e=n () v=e(e()

(missasiis; = X(0),u, = Y(0) jav(t,u) = (X(t) Y(t))Tja differentiaaliyhtalon ratkaisun
yksikasitteiyydesta seuraa etta tama kuvaus on tigeiNyt todetaan, etta
Iz, y)
a(ul, UQ)

// dxdy—// |det w(t)| duq dus.

= det w(t).

joten

ja pinta-alat ovat ainakin samat jast w(t)
Jos nytw(t) = (Zig; Z;jg;) ja A(t) = (Zig; ZZZ;) niin meilla on
yhtalosysteemi
wiy (1) = an(t)wii(t) + arz(t)wa(t),
wha(t) = ann(t)wiz(t) + ara(t)wan(?),
Wiy (1) = az (t)wii(t) + az(t)wa(?),
Why(t) = azi (t)wiz(t) + az(t)wan(?),

2(t) = why (Hwaa(t) + wiy (why (1) — wip(t)war(t) — wiz(t)wy, ()
= (Gn(t)wn(t) + aga(t )w21(t)>w22(t) + wy1(t) <G21(t)w12(t)
— (an1(t)wis(t) + ara(t)waa(t) )1 (1) ()i (

)

Koskaz(0) = 1 niin saadaan nain ollen
( ) efo a11(s)+a22(s))ds .

Tasta nahdaan, ettt w(t) = z(t) = 1 ainakin josa;1(s) + a22(s) = 0 kaikilla s eli ainakin
jos divergenssv - f = P, + @, = 0.

8. Hae differentiaaliyhtalosysteemii(t) = —2y1(¢)* —2y2(t), y5(¢) = yi(t)(y1(H)y2(t) — 1),
asymptootisesti stabiilit (reaaliset) vakioratkaisut.
RatkaisuHaetaan ensin vakioratkaisut, eli ratkaistaan yhtatesmi

—2yi — 2y, = 0,
?Jl(ylyz — 1) = 0.

Josyi(y1y2 — 1) = 0 niin joko y; = 0 jolloin ensimmaisesta yhtalosta seuraa, gita 0 ja
vakioratkaisu or{0, 0) tai sitteny,y, = 1 jolloin saadaan-y; = 1 kun sijoitetaany, = —yi
ensimmaisesta yhtlosta. Tassa tapauksessa;sis —1 ja y, = —1 eli toinen vakioratkai-
su on(—1,—1). Jos merkitaan’ (yi,y2) = —2yi — 2ys ja fo(y1,42) = vi(yiy. — 1) seka



f(y) = (fi(y1,y2), fo(y1,92))" niin yhtalosysteemi voidaan kirjoittaa muotopftt) = f(y(¢)).

Olkoony.

N
Iy
9f2
Iy

(0,0)T jolloin
(0,0)

f(y.) = ( (0,0)

Lasketaan taman matriisin ominaisarvot:

det <_)\

210,00\
0

(5 7))

2

(_17 _1)
(_17 _1)

-1
josta seuraa, etth = ++/2. Koska matriisilla on ominaisarvo jonka reaaliosa on pivgien,
niin (0, 0) ei ole asymptoottisesti stabiili vakioratkaisu.
Vastaavasti, olkoog, = (—1,—1)T jolloin
4
of G ~—\1
Iy Y2
Lasketaan taman matriisin ominaisarvot:
4—X =2
det< | 1_)\> =4 -=-XN)(1=-X)+2

af af
P = (T, 7))
(_17 _1)
josta seuraa, etth = 2 + 1. Koska matriisilla on ominaisarvo jonka reaaliosa on pivgien,
niin (—1, —1) ei ole asymptoottisesti stabiili vakioratkaisu.

M —5A+6=0,

9. Maapallon keskipisteen kautta porataan reika ja reikg@dotetaan pieni pallo. Olete-
taan ettei iimanvastusta ole vaan palloon vaikuttaa ataaaspainovoima. Milloin pallo tulee
maan pinnalle maapallon toisella puolella? Voit olettaanetuksi, etta painovoima maapallon
sisapuolella on verrannollinen etaisyyteen maan késtieipsta.

RatkaisuJosy(t) on pallon sijainti reiassa hetkeltaniin y toteuttaa differentiaaliyhtalon
my" (1) + ky(t) = 0.
Alkuarvoina meilla ony(0) = R (maapallon sade) j&'(0) = 0 (koska pallo pudotetaan eika

heiteta). Karakteristinen yhtalo on)\* + £ = 0 eli A = ii\/%. Yhtalon yleinen ratkaisu on

a1 Cos(\/%t) + ¢ sin(\/gt) ja sijoittamalla alkuehdot saadaan ratkaisuksi

y(t)=R cos(\/gt).

Nyt pallo tulee maan pinnalle maapallon toisella puolelia K/%to =reli

[m
t():ﬂ' ?

Koska maan pinnalla painovoiman kiihtyvyys gr= 9.8 m/s* niin y”(0) = —g¢
seuraa, etténg = kR, eli 7 = f. Nain ollen aika sekunneissa on

4107 2
P L U102 /2T~ o530,
g 2mg 9.8

—9.8 josta




eli noin42 minuutin kuluttua.

10. Maarita yhtalony™ (t) 4 4y”(t) + 5y'(t) + 2y(t) = 4, yleinen ratkaisu.
RatkaisuHomogeenisen yhtalogt” () + 4y”(¢) + 5y'(t) + 2y(t) = 0 karakteristinen yhtalo on
A AN+ 50 +2=0.
Tasta nahdaan kokeilemalla, eité& —1 on ratkaisu ja koska
A AN A +2 = (A + 1A +3) +2),

3 [9—4.2 3 1 —1
)\:—— = —— — = ’
Zi 4 2i2 {—2.

Koska—1 on kaksoisjuuri niin homogeenisen yhtalon yleinen resik@an
yn(t) = 1€ + cot€ " 4 cze7 .

muut juuret ovat

Haetaan lopuksi epahomogeenisen yhtalon jokin yksigykaisu yritteelldy, (1) = A + Bt.
Koskay, (t) = B jay,(t) = y,'(t) = 0 saadaan yhtaloksi

5B 4 2A + 2Bt = 4t,

josta seuraa, etta3 + 2A = 0 ja B = 2, jasitenA = —5. Yhtalon yleinen ratkaisu on siten
y(t) = 1€ 4 cot€ ! + cz€7 % — 5 + 21,

11. Ratkaise differentiaaliyhtalo
22y () — zy'(z) +y(z) =0, x>0,
kayttamalla yritettd () = «”.

Ratkaisu:Josy(z) = =" niin y'(z) = ra" ! jay”(z) = r(r — 1)2"~%. Kun nama lausekkeet
sijoitetaan yhtaloon saadaan

r(r — 1):1;2+T_2 — ! " =0,
eli
rir—1)—r+1=r*=2r+1=0.

Tasta seuraa, etté= 1 on kaksoisjuuri ja ettg(x) = = on ratkaisu.
Toinen ratkaisu haetaan muodog$a) = c(x)z. Silloiny'(z) = ¢(x)z + ¢(z) jay"(z) =
d'(x)x + 2 (x). Kun nama lausekeet sijoitetaan yhtaloon saadaan

:1;2(0”(:1;):1; +2d(2)) — 2(d(z)x 4 c(x)) + e(z)z =0
eli
:1;30"(:1;) + ;1;20’(;1;) =0 = d(z)=—=C(2).

Tama on separoituva differentiaaliyhtalo ja saadaan

/ cc((j)) de = — /é = —In(z) + £,




ja koska[ S dv = In(|¢'(x)]) niin

d(z) = +e In(r)gh — L
Z
Kun integroidaan, tulos on
c(x) = ¢ In(x) + co.
Yhtalon yleinen ratkaisu tulee siten olemaan

y(x) = qaeln(x) + e,

12. Milla A:n arvoilla reuna-arvoprobleemallg(z) + Ay(z) = 0, y(0) = y(1) = 0 on
ratkaisu, joka ei ole identtisesti nolla?
RatkaisuKarakteristinen yhtald on

2+ A=0,
joten jos\ = —u? missau > 0 niin r = £y ja yleinen ratkaisu on
y(a) = 1€ 4 coe M.

Koskay(0) = 0 niin ¢; 4+ ¢; = 0 mista seuraa, etid = —c, ja koskay(1) = 0 niin ¢,;e* +
c2€7* = 0 jotency(e* — e #) = 0. Jos nyte, = 0 niin y on identtisestDd ja muuten saadaan
e =e*. Muttae > e * kuny > 0 joten ei ole mahdollista, etta < 0.

Jos\ = 0 niin yleinen ratkaisu oy (z) = ¢; + ¢,z ja ehdostay(0) = 0 seuraa;; = 0
ja silloin ehdostay(1) = 0 saadaar, = 0 joten tassakin tapauksessa nolla-ratkaisu on ainoa
ratkaisu.

Jos) > 0 niin karakteristisella yhtalolla on ratkaisut= +iv/) ja yleinen ratkaisu on

y(x)=¢ COS(\/XJ}) + ¢y sin(\/X:L').
Ehdostay(0) = 0 seuraa:; = 0 ja ehdostay(1) = 0 seuraa:; sin(v/A) = 0 ja koskac, # 0
(muuten saadaan triviaali ratkaisu) niim(v/A) = 0 eli VA = nr ja A = (n7)?, missan =

1,2,3,....(Josn = 0 niin A = 0 ja meilla on taas nolla-ratkaisu.) Nain ollen ainoat malhset
A:in arvotovath = (n7)* missan = 1,2,....




