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1. Olkoon c(x) − 1 ∈ C∞

0 (R), 0 < c1 ≤ c(x) ≤ c2 ja
(

d2

dx2
+

k2

c(x)2

)

g(x) = δy(x), x ∈ R.

Osoita, että g ∈ C∞(R \ {y}).

Vihje: Esitä Greenin funktio g(x) = g(x, y) kuten L4-kurssilla muodossa

g(x, y) =

{

cv0(x)v1(y), x > y,

cv0(y)v1(x), x ≤ y,

missä v0 ja v1 ovat tehtävän
(

d2

dx2
+

k2

c(x)2

)

vj(x) = 0, x ∈ [−L1, L2]

ratkaisuja sopivilla L1, L2 > 0 sopivin reuna-arvoin.

2. Olkoon c(x) − 1 ∈ C∞

0 (R), c(x) > 0 ja
(

d2

dx2
+

k2

c(x)2

)

g(x, y) = δy(x), x ∈ R,

(

d2

dx2
+ k2

)

g0(x, z) = δz(x), x ∈ R,

missä y, z ∈ R, y 6= z. Olkoon χ1 ∈ C∞

0 (R) funktio, jolle χ1(t) = 1 kun
|t− y| < ε ja χ1(t) = 0 kun |t− z| < ε jollakin ε. Olkoon χ2 = 1− χ1. Kirjoita
integraali

I =

∫

R

[(

d2

dx2
−

k2

c(x)2

)

g(x, y)g0(x, z) − g(x, y)

(

d2

dx2
− k2

)

g0(x, z)

]

dy

distribuutiodualiteettina hajoittamalla

g(x, y) = χ1(x)g(x, y) + χ2(x)g(x, y) ja

g0(x, z) = χ1(x)g0(x, y) + χ2(x)g0(x, y)

sekä näytä Lippmann-Schwingerin kaava

g(z, y) − g0(y, z) =

∫

R

g(x, y)a(x)g0(x, z)dx,

missä a(x) = k2
(

1
c(x)2

− 1
)

. Huomaa, että Greenin funktioille pätee symmetria

g0(z, y) = g0(y, z) ja g(z, y) = g(y, z).



3. Osoita, että

Rθ

(

∂f

∂xj

)

(s) = θj

d

ds
(Rθf) (s).

4. (Demo) Osoita, että S ′(R2):ssa pätee

Fx→ξ

(

1

|x|

)

= c ·
1

|ξ|
, c 6= 0.


