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Institutionen for matematik
Tekniska hogskoian Metsalo

Mat-1.452 Svensksprakig grundkurs i matematik 2

Turbotentamen 17.5.2005

Fyll i tydligt pa varje svarpapper samtliga uppgifter. Pa férhérskod och -namn skriv kursens kod, namn
samt slutforhor eller mellanférhor med ordningsnummer. Utbildningsprogrammen &r ARK, AUT, BIO,
EST, ENE, GMA, INF, KEM, KJO, KTA, KON, MAK, MAR, PUU, RAK, TFY, TIK, TLT, TUO, YHD.

Det gar att ANTINGEN skriva sluttentamen ELLER skriva ETT mellanforhor. For mellanforhor
har man 3 timmar pa sig, medan for sluttentamen har man 4 timmar. Pa sluttentamen réknas
hemtals- och datorévningspoédngen inte lingre tillgodo.

MELLANFORHOR 1 omfattar uppgifterna 1, 2 och 3.
MELLANFORHOR 2 omfattar uppgifterna 4, 5 och 6.
MELLANFORHOR 3 omfattar uppgifterna 7, 8 och 9. :
SLUTTENTAMEN omfattar uppgifterna 1, 3, 5, 7 och 10.

Vid denna turbotentamen far vanliga funktionsraknare anvindas.
Tabellsamlingar och mier avancerade rdknare far inte anvandas.
Om ni misstinker att det férekommer nagot tryckfel, fraga!

1. En halv bage av cykloiden ges pa parameterform av r(t) =
a(t —sint).y(t) = a(l —cost),0 <t < m,a > 0 (se den
ovre figuren till hoger). Da denna halva cykloidbage roterar gy r(@= e
kring den vertikala linjen = = wa, uppstar en rotationssym- A
metrisk yta. Under denna yta finns en rotationssymmetrisk
kropp, som paminner om gulan hos ett stekt dgg. (I figuren

v e . . . . rf:-’ b
ar kroppens tvérsnitt genom symmetriaxeln skuggat.) Vi vill \\,/ { x

berdkna volymen hos denna kropp. Satt upp integralen, som
ger denna volym pa en sadan form, att den enkelt kan be-
raknas mha. t.ex. Mathematica. Sjéilva volymen behover inte
beriiknas. (V =~ 38a*)

2. Kurvan i den nedre figuren till hoger, som ges pa polir
form av r(f) = ¢ (och pa parameterform av t.ex. z(f) =
e cosh, y(f) = e sinf) kallas for en logaritmisk spiral. Spi-
ralen i figuren har a > 0. Linjen i figuren ér spiralens tangent-
linje i punkten (1, 0). Visa att den heldragna delen av spiralen,
som motsvarar # < 0, har samma langd som den heldragna
delen av tangentlinjen, som finns mellan koordinataxlarna.

/

/
g 5= =L+ L 4L+ 2 4+ ... konvergerar. (2p.)
i =0 /n! ViV V2 V6 © ' )
b) Eftersom det rér sig om en konvergent positiv talserie, dr 0 naturligtvis en undre grins
for seriens summa. Bestdm nagon vre grins for seriens summa. Grinsen far girna vara
grov, men skall vara motiverad. (4p.)

3. a) Visa att den positiva talserien > 2

Fortsattning pa baksidan.



4. a) Vi befinner oss i punkten (2,1,1) pa skir-
ningskurvan mellan de hyperboliska cylindrarna
3y? — 22 = 2 och 2 — 2% = 3 och 16r oss lings
denna skdrningskurva i riktningen som (atminsto-
ne i borjan) for oss langre bort fran origo. Bestam
enhetsvektorn u i riktningen vi ror oss.

b) h(r,y,z) = r?y*2% Bestdm riktade derivaran
D;h av funktionen A i riktningen @ fran a)-delen i
punkten (2,1, 1).

5. Bestiam maximala och minimala vardet hos funk-
tionen f(z,y,z) = z + 2y + 3z pa ellipsoiden
z? + 4y? + 922 = 108.

6. Vi studerar parabelskaran, som uppstar da para-
beln y = z? parallellforskjuts sa dess topp befinner
sig pa parabeln y = —x?/2. Parabeln med toppen i
(¢, —c?/2) har da ekvationen y—(—c?/2) = (z—c)?,
s parabelskarans ekvation ar f(z,y,¢) = (z—c¢)*~
(y+¢2/2) = 0. Bestam parabelskarans envelopp pa
formen y = g(x).

~1

. Svakar tanker svarva en liten kloss av homogent travirke at sin lilla sys-
terdotter. Den bestar av ett halvklot med radien R och ovanpa det en
kon med hojden H. (I figuren till hoger syns ett tvirsnitt genom klossens
symmetriaxel.) Hur stor far A maximalt vara i férhallande till R for att
klossen inte skall vilta, da den star pa halvklotet?

o0

Funktionen f(z,y, z) = arctan(z/y) + arctan(y/z) + arctan(z/x) ar defi-
nierad i forsta oktanten {(z,y,2) € R¥z,y,z > 0}. Visa att Ve (V[) =
div(grad(f)) = 01 hela f:s definitionsméngd.

9. Antag att D &r ett begransat omrade i R?, vars begriansningsyta dD ar styckvis slat.
1o aq’ voeras jas I LN oo a ¢ ) f’NY o fr 7 7 ( A a1 ‘A:* Sy e .

Gauss’ universalsats siger da att [[, ) NdS(...) = [[[,dV - V(. ..). dir N dr ut&tnkﬁade
enhetsnormalen hos den slutna begransningsytan 0D och (...) kan vara &. e F eller x F f6r
nagot skalirfilt @ eller vektorfalt F av klass C' i R”.
a) Visa mha. Gauss’ universalsats att V = % [[,p(xt+yJ+ zk) 8 NdS ger volymen hos D.
b) Visa mha. Gauss’ universalsats att om omradet D har volymen V', sa ger
Fo= 2—1‘— J f(,) D(:,52 + 4% + 22)NdS positionsvektorn for tyngdpunkten hos omradet D.

10. Antag att g{u.v) dr av klass C*(R?) och harmonisk, sa 9%¢/du® + 9°g/dv* = 0 i hela
wv-planet. Lat h(z.y) = g(a? — . 2zy). Da dr dven h(x,y) av klass C*(R?). Visa att h &r
ocksa harmonisk, dvs. att 9%h/0x? + 9*h/0y* = 0 i hela ry-planet.

Ha en riktigt trevlig sommar!
Georg M.



